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Presentacion

Aceptar el reto de hacer de Colombia la nacién mds educada de América
Latina en el 2025 es una decisién que genera una gran responsabilidad. Lo
necesidad de no perder ni un segundo en el camino hacia lo calidad es un
llamado urgente a rectores, docentes y padres de familia que se levantan cada
mafana comprometidos con el futuro de miles de estudiantes.

lograr una educacién de calidad es el objetivo que nos hemos trazado para
construir un pais con igualdad de oportunidades para todos y en paz. Una
igualdad que no sélo contempla el derecho que cada uno de los colombianos
tiene a la educacién, sino que se refuerza en la idea de equilibrar la cancha
de juego y hacer que todos nuestros nifios, nifias y adolescentes tengan las
mejores condiciones en los colegios, incluyendo materiales pedagdgicos de
alta calidad que contribuyan al fortalecimiento de su proceso de aprendizaje.

Como Ministerio sabemos que la excelencia educativa se gesta en el aula, y es
alli donde se deben concentrar todos los esfuerzos de transformacién. Por esto,
dotar de herramientas pedagdgicas suficientes e idéneas que acomparien y
refuercen la préctica en el salén de clase, es la forma en la que se hard visible
el esfuerzo de un equipo de rectores y docentes pioneros comprometidos con el
mejoramiento de la calidad en la educacién.

Por esta razén, el Ministerio de Educacion Nacional presenta el siguiente
material de apoyo para el proceso pedagdgico de ensefianza de lenguaie y
matemdticas, de alta calidad. Este material ha sido seleccionado de manera
juiciosa por expertos, para que docentes y estudiantes lo incorporen a lo
préctica de aula, los frabajen, los disfruten con su familia, aprendan con ellos y
descubran un mundo de narraciones magicas y problemas matemdticos que les
dard paso a un nuevo universo de posibilidades.

Estos libros, cuadernos de trabajo y gufas llegardn a los colegios y cobrarén
vida en el aula gracias al compromiso y dedicacién de cada uno de ustedes.
Por esto es importante explorarlos, conocerlos y apropiarlos; con seguridad este
seré un paso maés hacia nuestra meta de hacer de Colombia la més educada
con ustedes como los protagonistas en este nuevo capitulo de su historia.

Sin lugar a duda, esta es una de las apuestas més importantes por el futuro
del pas.



Estructura de tv libro

Este libro esta organizado en seis divisiones o unidades. Cada una de ellas se compone
de subdivisiones o temas. Las unidades presentan la siguiente estructura:

2 s
En esta doble pagina recordaras
aquello que ya sabes y
conoceras lo que vas a
aprender y su aplicacion en tu
vida cortidiana.

Ruta didactica

El desarrollo de todos los contenidos presenta la siguiente ruta didactica.

‘ Desarrolla los contenidos del tema. Sintetiza
los conceptos basicos que debes aprender.

Recuerda que estas actividades
las debes realizar en tu cuaderno.

S— - — i, - J ntos usrisciceal
6 Funciones pares y funciones impares P ‘ _
| Il Actividades de aprendiza
Saberes previos [ e ———r—— z -
i i Aplica y refuerza lo que
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i | has aprendido.
ya sabes.
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Establece b/ —{—
la conexion _ .. i ' 3“""““‘"""'_ Evaluacion del aprendizaje
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Ternas transversales

Aplicacion inmediata de los
concepros explicados.
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Resolucion de problemas

Resuelve mas actividades relacionadas con los Resuelve problemas con el uso de diferentes
temas de la unidad y desarrolla las habilidades estrategias. Sigue el < jemplo resuelto como guia
propias de la actividad matematica. y pon en practica la estrategia estudiada.

Resolucién de problemas —————

Aplica la avtrategla
L

Enriguece tu vocabulario

Amplia tu vocabulario
Mmatematico.

Evaluacitn del aprendizaje

Evaluacion del aprendizaje

En esta seccion tendras la oportunidad
de aplicar los temas vistos y reforzar
tus conocimientos.

Lo Srves rrata v pamciores relatinas de doe
T

Temas transversales

&

cub Plantea actividades, ejemplos y
situaciones en las que podras
reflexionar sobre las relaciones

Q'b
&  Con este tema desarrollarés
S competencias para ejercer,
S
o
L

respetar y promover los L
entre el individuo y su
derechos humanos, los cuales ! el c:mo o
57 . ) p s entorno natural,
‘estan presentes en tus relaciones T : p
g interactivo, y la proteccion
cotidianas. yp

y el cuidado de los recursos
naturales y los seres vivos.
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« Simplificar expresiones
algebraicas.

« Resolver operaciones en los di-
ferentes conjuntos NUMEricos.

=
i
]
z
S
L3
a
&l

Vamos a aprender
« A representar numeros irra-
cionales en la recta numeérica.

« A identificar cuando un nu-
mero es racional o irracional.

« Resolver situaciones, en con-
texto, en las cuales se usa el
concepto de nimero real.




Pensamiento numérico

Numeros racionales

Saberes previos

Encuentra dos pares de nimeros
cuyos cocientes sean: 0,5; 0,333.. y
1,3525. Explica qué relacion tuvis-
te en cuenta entre cada par para
lograrlo.

 hvaiza)

: Las medidas usadas en demogra-
. fia generalmente se refieren a la
proporcién o porcentaje en que
i un evento se presenta en una
: poblacion.

Lugar  Poblaciénen
¢ millones
Ameérica 992
. Europa | 738
Africa 1186
Asia 4393
Oceania 39
Total 7348
Tabla 1.1

Fuente: Naciones Unidas (2015). Revi-
sion of World Population Prospects,

« Los datos de la Tabla 1.1 mues-
tran las cifras aproximadas de la
poblacion al 2015, con base en
ellos, ja qué porcentaje de la po-
blacién mundial corresponde la
poblacién de cada region?

La relacion entre la poblacion de cada region y el total de la poblacién mundial
se puede expresar mediante nimeros racionales. Estos nimeros pueden escri-
birse como una fraccién o un ndmero decimal y esta Ultima facilita el proceso
para identificar cantidades porcentuales como se muestra en la Tabla 1.2.

Region Poblacién Porcentaje
Africa ;;ﬁg ~ 0,16 16%
Asia jgzg ~ 0,60 60%
Europa 77;488 = 0,10 10%
América % =013 13%
Oceania % = 0,005 0,5%

Tabla 1.2

En el sentido amplio, los nimeros racionales (Q) se definen como el co-
ciente de dos niimeros enteros con denominador diferente de 0.

En sentido estricto, un nimero racional es el conjunto de todas las fraccio-
nes equivalentes a una dada; de todas ellas, se toma como representante de
dicho ntimero racional a la fraccion irreducible, es decir, la que esta simplifi-
cada al maximo.

, ; 2 =) —8 =6 —4 —2 32
El ndmero racional 3 T T D9 T =30 3
el conjunto de todas las fracciones equivalentes a la fraccion

usada como representante del conjunto por ser la que esta si
maximo.

- e

Como el cociente de dos nimeros enteros puede dar un decimal exacto o
periédico éstos también son nimeros racionales.

8
' ,i 2:...J|, es

la cual es
plificada al

.

4
6 !

I~ ooy

3w

’ 3 . 14
« El numero 7,45 es un nimero racional puesto que % = 745. En este

caso, la expresion decimal tiene un nimero finito de cifras decimales.

« El nlimero 2,478 es racional porque es el cociente de la fraccion % El

numero decimal tiene un nimero infinito de cifras decimales en el que se

repite una secuencia fija de cifras llamada periodo. En este caso, el periodo
. _ _€s 78y se denota con un arco sobre él.

e L R ———

MATEMATICAS © LARDUSSE
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(gi Realiza todas las actividades en tu cuadernoj

A partir de un niimero decimal exacto o periédico se puede calcular la fraccién

equivalente a él, llamada fraccion generatriz.

B cmio |

e, . L L

745 149
Npme L 100 20

-

decimal periédico.

La fraccion generatriz de un decimal exacto tiene como numerador el nd-
mero sin decimales y como denominador, la unidad seguida de tantos ceros
como cifras decimales tiene el nimero decimal. Una vez obrenida la fraccion
generatriz, se simplifica si es posible. Observa el ejemplo.

Observa como hallar la fraccion generatriz correspondiente a un ndmero

Cifras del nurmero sin coma ni periodo — Cifras situadas antes del periodo

10,123 =

_ 10123 —101 _ 10022 _ 50T
. 990 990 495

- - .-

Tantos nueves como cifras tenga el periodo y ceros como cifras haya entre |la coma y el periodo

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Escribe 10 fracciones que se encuentren en el con-

@ junto de fracciones equivalentes de cada uno de los
siguientes nimeros racionales.

4

d. ? b. —g €2
— —4 =i
d. =5 e f. 9

o Identifica los nimeros que no deben estar en el
@ conjunto de las fracciones equivalentes cuyo re-
presentante es el nimero racional que se indica en

cada caso.

T e jiéilzl
8 T |"—32" 24'16" —8' 8'16 24" 32"
b =4 | =8 =4 4 =8 —1116 =20
"7 T =7T=7 % T 35T

o Halla la fraccion irreducible que corresponde a los
& siguientes nimeros racionales.

a. 2525 b. 25,25

o Responde.

& 2. ;Todos los niimeros enteros son racionales?
b. ;Todos los nimeros racionales son enteros?

c. 2525

Resolucion de problemas

Segln el censo de 1993, en Colombia por cada 100

& hombres habia aproximadamente 103 mujeres. Su-
poniendo que dicha proporcion se conserva y que
la cantidad de hombres hoy es de 20 000 000. ;Cual
es la cantidad total de habitantes?

Evaluacion del aprendizaje

o Escribe cinco nimeros racionales expresados
& como un nimero decimal y luego expresa cada
uno como una fraccién irreducible.

&/ Lacapade hielo de los lagos de Alaska tenia apro-
ximadamente 173 cm de espesor, pero en el afio
2011 este espesor se redujo a 135 cm por causa
del calentamiento global.

- iEn qué porcentaje se redujo la capa de hie-

¢

lo de los lagos de Alaska en el ano 20117




Pensamiento numérico

Numeros irracionales

Saberes previos

Dibuja un tridngulo rectangu-
lo isbésceles cuyos catetos midan
8 cm cada uno. Mide con una
regla la hipotenusa. Compara tu
respuesta con la de otros cin-
co compafieros. jAlguno obtuvo
una medida entera o un numero
racional?

Los gedmetras y artistas han en-

: contrado que la medida de cierto

: tipo de armonia en la naturaleza
: puede expresarse mediante una

cantidad llamada “Numero dureo”,

VB + 1
o] T L

2

: ¢A qué conjunto pertenece el nl-

.
.
.

mero aureo?

La expresion decimal correspondiente al nimero aureo es:

A5+ 1

¢=| ——— | = 1,618033...
2

El anterior niimero decimal tiene una cantidad ilimitada de cifras decimales,
pero no tiene periodo. A este tipo de nimeros se les denomina numeros
irracionales.

El conjunto de nimeros irracionales ([ ) esta conformado por los niimeros

. . .’ a ’
que no se pueden escribir en forma de fraccion 5 donde a y b son nume-

ros enteros y b # 0. La expresion decimal de un nimero irracional es infinita
no periddica.

Algunos ejemplos de numeros irracionales son los siguientes:

3 4
« Raices no exactas de ntimeros enteros: Y3 ,¥5,v8

« Expresiones decimales infinitas cuyas cifras no son periddicas aunque pue-
dan presentar algln otro tipo de regularidad:

23,110100100010000... 0,1122334455... 1,212212221...
« NUmeros importantes en matematicas como:
T = 3,14159265... e=1271828182... = # =1618...

~

2.1 Los irracionales en la recta numérica

A cada nimero irracional le corresponde un punto en la recta numérica.

ik Eiemplo 2

Para ubicar en la recta numérica ndmeros irracionales como las raices inexac
tas, se llevan a cabo los siguientes pasos.

1. Se traza unarecta y se ubican los nimeros 0 y 1. Se construye un cuadrado
de lado 1 sobre la recta numérica y se traza su diagonal d, d = J1+1=+2.

El arco corta a la recta numérica en el punto \E

Para construir las siguientes raices cuadradas se aplica un proceso similar. En
la Figura 1.1 se observa la representacion de los nimeros irracionales /2,

V3.5 y V6.

--e

1
I
1
I
]
1
]
]
i
1
l 4
! 2.Con un compas se traza un arco con centro en 0y radio igual a la diagonal.
1
I
1
1
1
]
]
i
I
1
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e, Pensamiento numerico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

B icmpio 3

El nimero 7 se puede representar haciendo rotar sobre la recta numérica

: I (I ; ; ;
un circulo de radio e (Figura 1.2), pues la medida de su circunferencia es

; 1
exactamente dicho valor, L = 27rr = 27 Y= s

L] .
1
r b
2
|| I | il
T T 1
1 2 4
| n
AR Figura 1.2
Actividades de aprendizaje a
Razonamiento Resolucion de problemas
o Ubica en la recta numérica los siguientes niumeros o Lorenzo sabe que para construir las ventanas de las
A irracionales. Usa el compéas cuando sea posible. @ figuras 1.3 y 1.4 se necesita que la relacion entre el
largo (I) y el ancho (a) de cada una sea igual al nu-

a. \/5 b.

c.,\/; d.
e. \5-{-\/;

f
g h.

s 41
2

, [
MEro aureo: ;

;Cuél es la medida exacta del largo de cada ventana?

SEENER

—

Ejercitacion

o Encuentra el resultado de cada operacion. Luego,
@ determina si corresponde a un nimero racional o
irracional.

Figura 13 Figura 14
a2 13V6 —7V6 +V6 Evaluacion del aprendizaje
b.5 \[3— 45 \/_3,_ 0 Encuentra el area de cada figura, explica si dichos
& valores son o no irracionales y representa cada
c Vs + % Vs uno en la recta numeérica.
d —4/s <62 -

e.2V7 +16V7 —24v7

f 12\/3_
63

8 —+ \f?rn — Figura 1.5
% g 5 V2 -642

e

é h. 20\/; b. Figura 1.6
: 5



Pensamiento numérico

Numeros reales

Saberes previos

Dos atletas llegan a la meta con
una minima diferencia. Uno de
ellos hizo un tiempo de veinticin-
co segundos y 2 décimas y el otro
veinticinco y 2 milésimas. ;Cuél de

ellos gano?

Y hnaiza)

J/A qué conjunto numerico per-
tenece cada uno de los siguientes

nuameros?

-2

fhrassans sraEmsnann

w =3

« —0,565656...

sERsBsRREEEN

El nimero —3 es entero y racional, % y —0,56 son numeros racionales y

J2 es un ntmero irracional; sin embargo, todos los nimeros pertenecen al
conjunto de los nimeros reales (R). En la Figura 1.7 se representa la inclusion
de los conjuntos numéricos N, Z, @, [, R y algunos nimeros que pertenecen
a ellos.

R
Q -3 I
o3 €
=3 7
0 1
N | |7 V2
B 13/? T
—0,565656... & 12 Figura 1.7

El conjunto de los nimeros reales (R) esta formado por la unién del con-
junto de los niimeros racionales con el conjunto de los niimeros irracionales.

R=QUl

En la tabla 1.3 se marcé con X el conjunto numeérico al que pertenece cada
numero.

I

1

1

]

]

1

: Nitmero N Z Q [ R
: —5,06 X X
]

! Vs X ¥
]

: 4 X X X X
! 14 X X
; 3

, | _

: 0,3333... X X

Tabla 13
3.1 Representacion de los nameros reales en la recta real

La recta numérica en la que se representan los niimeros reales se denomina
recta real; en ella se verifica que:

» Cada punto de la recta se corresponde con un ndmero real.

* A cada nimero real le corresponde uno y solo uno de los puntos de la recta.
.

En la Figura 1.8 se representan algunos nimeros reales.
0

-3 =2 f -1 2
-5 -3 1,8 2,33

~ Figura 1.8

[ Ll 5
1 UL 14

—- t ;
3[ 4 ts 3
mw

e e
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Iy Pensamiento numenco

§)) Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

3.2 Operaciones con numeros reales

La suma, la diferencia, el producto y el cociente de dos nimeros reales es siem-
pre otro numero real. Para realizar estas operaciones se pueden utilizar aproxi-
maciones tomando el nimero de cifras decimales que se considere adecuado.
El resultado no sera exacto y tendra un error cuya magnitud dependera del
numero de cifras decimales utilizadas.

Para g, b y ¢, nimeros reales, la adicion y el producto de nimeros reales cum-
plen las propiedades que se muestran en la Tabla 1.4.

Propiedad Adicion Multiplicacion
Conmutativa a+tb=b+a arb=b-a
Asociativa lat+b+c)=(@+b+c| a-(b'c)=(a*b)-c
Elemento neutro a+0=a a-1=a
i 1
‘E.iementmr.weirso‘ a+(—a) =0 a- (_) =1conag #0
(aditivo o multiplicativo) a
Distributiva del producto g-(b+c)=a-b+a-c
con respecto a la suma
Tabla 1.4
Actividades de aprendizaje
%
Ejercitacion Resolucion de problemas
o Ubica en la recta numérica cada grupo de nimeros o Se quiere cercar un campo rectangular. Se sabe que
@ reales. @ uno de sus lados mide tres quintas partes de la me-
2 = %;1,8; %,\ﬁ dida del otro. Ademas, la diagonal mide 30 m.

Calcula el precio que se debera pagar por hacer la
b. 3\/5 e 2T — 3 cerca si cada metrg cuesta $ 75 000 y se desperdicia
4 un 10 % del material empleado.

Evaluacion del aprendizaje
%

o Clasifica los siguientes nimeros indicando a cual
& conjunto pertenecen.

T 5 5
B T ==t
2\/d 2 3

o Calcula el resultado de las operaciones. Redondea el
& resultado a las décimas.

3

d. J. = C.— 1 ) o
N ;_ +o+ \/i 2. 2 b.—12 ¢ : d.53,1232323
b.0=141—1 o Calcula la longitud del AB en cada figura.

¥ b.

.25+ 314 — \@ A Perimetro = 2 cm

1%

S

d.1'r+\/2_ +3\/5 A

e.[1 2)-0.5 f" w

3 7 B Perimetro = 1 cm

Figura 19 Figura 1.10
3 g
f (Z‘sj'ﬁ

| 4

B

—
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Pensamiento numérico

“

decimales

Al dividir 2 entre 7 se obtiene
0,28571428571... ;Qué se obtendra
si se divide 4 entre 77 ;Y al dividir
6 entre 77

La densidad de poblacion se defi-
ne como el cociente obtenido al

© dividir la cantidad de poblacion
. entre el area de una region. ;Cual
: de los paises de la Tabla 1.5 tiene

mayor densidad de poblacion que
los demas?

Extension Poblacion
Pais (miles de (en miles)

km?) 2016
Espafia 500 46397
Dinamarca 40 5721
Japon 370 126675
Colombia 48782

1100
I Tabla 15
Fuente: Naciones Unidas (2016).
Revision of World Population Prospects,

........................................

Propiedades de los nimeros reales y expresiones

La densidad de poblacion de cada pais se muestra en la Tabla 1.6.

nm = o J7al ﬂ Pais Miles de habitantes por
, km?
Espana i = 92,794
500 d
; 5721
Dinamarca & - 143,025
k 126675
Japon 30 342,36486486..
Colombia L = 44347272727
1100 5

Tabla 1.6

El conjunto de los nimeros reales satisface las siguientes propiedades:

1. Densidad: Entre dos nimeros reales, sin importar lo cercano que se en-
cuentren, hay una infinidad de nimeros reales.

Asi, entre 0,5 y 0,6 esta 0,55 que esta justo en la mitad de estos y en la
mitad entre 0,55 y 0,6 se halla 0,575. Se puede seguir el proceso de manera
indefinida y siempre se hallardn mas y mas niimeros reales.

2. Completitud: A cada punto de la recta le corresponde un néimero real y
de manera reciproca, cada ntmero real puede representarse mediante un
punto en la recta numeérica. Por ejemplo 3,5 se puede ubicar en la mitad
entre 3y 4 y no habra otro numero real que ocupe ese lugar.

3. Orden. En los numeros reales se puede establecer la relacion de orden
entre sus elementos.

Siay b son dos nimeros reales, se dice que a < b, si b esta a la derecha de a en
la recta real. De acuerdo con esto, las densidades de poblacion de la Tabla 1.6,
se pueden ordenar de la menor a la mayor asf:

44,347272727... < 92,794 < 143,025 < 342,36486486

De esa forma, el pais cuya densidad es mayor que la de los demas paises de la
tabla es Japon.

Observa que al efectuar los cocientes en la Tabla 1.6 se obtuvieron diferentes
numeros decimales los cuales pueden clasificarse as:

« Decimales finitos: son aquellos en los que la cantidad de cifras decimales es
finita. Las densidades de poblacion Espafa y Dinamarca son ejemplos deci-
males finitos.

« Decimales infinitos periodicos: aquellos en los que se repite de manera ilimi-
tada un grupo de cifras decimales llamado periodo. Los decimales que co-
rresponden a las densidades de poblacion de Colombia y Japén son infinitos
periodicos y sus periodos son 72 y 648, respectivamente.

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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MATEMATICAS © LARDUISSE

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion
o Halla la expresion decimal de cada nimero y deter-
@ minasi es finita o infinita.

a.%=D b.";—=[j c.%=l::]
6 35 3 —
d.;‘—"@ e"l_GZD f-]"{:[__,l
17 12 .30 Y
g3=0 hyu=0 i5=0

o Identifica el periodo de cada uno de los siguientes nd-
& meros.

a.4,01818181818.. b. 12,34123412...

c. 77,99979979.. d. 3,333333.,
e. 0,0437004370.. f. 345,543543543..
g. 2,013101310.. h. 2,5999...

Razonamiento

o Representa los siguientes nimeros decimales en la
& recta numerica.

a. 5,1 b. 3,15 c. 05012
d.34 e. 0312 {16436
g. 168 h. 2,715 i. 4,005

o Clasifica como racional o irracional los nimeros en

11 cada una de las siguientes listas. Ubicalos en forma
aproximada en la recta correspondiente y ordénalos
del mayor al menor.

302 51,
a 8} S.IO.I 2!3] 2}21]-
5L o /B [ e
8-7-6-5-4-3-2-1 0 12 3 456 7 8
Figura 1.11

-
oo

[ ] Figura 1.14

&
Resolucion de problemas

o El diagrama de la Figura 1.15 muestra la cantidad de

@ habitantes afrocolombianos en algunos departa-
mentos. Teniendo en cuenta el total de habitantes
en las cuatro regiones, jcual expresion decimal co-
rresponde a la proporcién de poblacion afrocolom-
biana en cada departamento?

= Antioquia 636000

\\ [ vale 1170 000
_ [ ] Choce 369000
|:] Bolivar 304 000

Figura 1.15

Evalvacion del aprendizaje

o Completa cada frase.
® 5. Un ntmero irracional entre 4,2 y 4,5 es ()

b. Dos nimeros racionales comprendidos entre
6,2y 6,3 son Gy D

¢. Un nmero racional y uno irracional ubicados
en la recta real entre 5,21y 522son| | vyl J
respectivamente..

o Determina si cada enunciado es falso o verdadero.
® . Entre dos niimeros reales cualesquiera siempre
hay otro numero real.

b. El nimero 3,45 es mayor que 3,45.

; 1 .
. Los nimeros Y 0,5 estan ubicados en el
mismo punto sobre la recta real.

o galvdable

Fruta  Calorias | Proteinas = Grasas
Cereza 58 | 12 | 03 |
47 0619 0209

35 272




Pensamiento numérico

. Orden en el conjunto de los nimeros reales y

Saberes previos

Escribe tres nimeros mayores que
—1 pero menores que 17 ;Existe
mas de un namero que cumpla
esa condicion?

Las edades de Mariana y Juan su-

man un numero menor que 86

anos. Si Mariana tiene 20 anos
menos que Juan, ;qué edad puede
: tener Mariana?

desigualdades

Conoce

En la situacion planteada se propone establecer relaciones de orden entre las
edades. Como la edad de las dos personas es menor que 86 afios; se tiene:

Edad de Mariana + Edad de Juan < 86 afos

Tambien se sabe que Mariana es 20 afios menor que Juan, esta relacién se pue-
de plantear asi:

Edad de Mariana + 20 afios = Edad de Juan

Si se escribe la edad de Juan en términos de la edad de Mariana, es posible
plantear la siguiente expresion:

2 (Edad de Mariana) +20 afos < 86 afios
2 (Edad de Mariana) < 86 afios — 20 afios
Edad de Mariana < 33 afos
Asi, se puede afirmar que la edad de Mariana puede ser cualquier niimero me-

nor que 33 y se cumple que la edad de Juan se encuentra a la derecha de la de
Mariana, en la recta numérica.

De manera general, los nimeros reales satisfacen la propiedad de la tricoto-
mia que indica que dados dos nimeros reales, se satisface una y solamente
una de las siguientes condiciones:

a < b (es decir, b estd a la derecha de a).
a > b (es decir, a esta a la derecha de b)

a = b (que indica que a y b se ubican en el mismo punto de la recta real).

Otra propiedad de orden que cumplen los nimeros reales establece que si
a<byb <centoncesa < c. Esta se conoce como propiedad transitiva.

Todas las anteriores relaciones entre ntimeros reales estan determinadas por
desigualdades las cuales expresan que dos expresiones no son iguales.
Las desigualdades a < by a > b se llaman desigualdades estrictas.

Existen otras desigualdades como a < b que significa que a es menor o igual
que by a = b que significa que a es mayor o igual que b.

Cada una de estas Ultimas desigualdades constituyen una relacién de orden
por ser:

» Reflexiva:a < a para todoa € R.
- Antisimétrica:sia < by b < g, entonces g = b.

- Transitiva:sia < by b < ¢, entonces a < .

MATEMATICAS i LARDUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

5.1 Propiedades de las desigualdades

«Si se adiciona o se sustrae en ambos miembros de una desigualdad el mis-
mo numero real, no varia el sentido de la misma.

Estoessia < bycescualquiernimeroreaka + c<b+cya—c<b—c

«Si se multiplican o dividen ambos miembros de una desigualdad por cual-
quier nimero real positivo, no cambia su sentido.

b

i T , a
Simbolicamente:sia < byc > 0,entoncesa-c<b-cy g e

« Si se multiplican o dividen ambos miembros de una desigualdad por cual-
quier numero negativo, cambia el sentido de la misma.
b

T . a
Simbolicamente, sia < by c < 0,entoncesa-c>b-cy -

Como 3 < 4, entonces al adicionar 5 a ambos lados de la desigualdad, se tiene que 3 + 5 < 4 + 5.
Si se sustrae 5 a ambos lados de la desigualdad inicial, se cumple que 3 — 5 < 4 — 5.

3-7<4-7y%< %
Si se multiplica y se divide a ambos lados de la desigualdad 3 < 4 por y entre —5, su sentido cambia

3-(—5)>4-(—5)y——3—>—i.

I

i

i

1

i

]

: Si se multiplica y se divide a ambos lados de la desigualdad 3 < 4 por y entre 7, su sentido se mantiene:
:

I

I

|

I

Koo 5 5

Actividades de aprendizaje -

Ejercitacion Evalvacion del aprendizaje
Si0 < m < n,asigna valores a m y n para verificar las 3 h
® desigualdades. o Para m = =PB = 5 verifica si se cumplen las
*
a.(in ¥ it Bl =Ll desigualdades dadas.
1 1 m m + n
Razonamiento a. — = - b. —n €0 ¢ : 3
o Sia > b, indica si son verdaderas (V) o falsas (F) las
@ desigualdades. o En cada caso, determinasia > b,a<boa =b.
al=b>1—-a+b ba>—-ab>b # Adiciona —3 a cada una de las desigualdades y
¢. —g+is>—b+0 explica si se conserva el sentido de las nuevas des-
igualdades. Luego, divide cada desigualdad entre
o I. Escribe el signo <, >, =< 0 =, seg(in corresponda. —1 y decide el sentido de las nuevas desigualda-
¥ . Sia<b entoncesa — s Jo—% des.
- 6 aa=3:p=1 ba= 2 ;b= _9_
b. 5 — | Jtentonces —— < = 2% ' *
: 5 5 5" 2 W5 a5
g c.Sih >0 entoncesh + 36| |36
2 I oo N ] — 1. =3
2 d.Sin—=1=3entonces—n+1[ |—3 ca=-——jb=— da=_b==
F — b 2\5 8 5
3




[Pensamiento numeérico

Valor absoluto

Saberes previos

;Cudles numeros sobre la recta
real se encuentran a 8 unidades
de distancia del nimero —11?
;Cuantos se encuentran a menos
de esa distancia de — 117

Y hvaize

Dos automoviles parten de un
mismo punto en sentidos opues-
tos y hacen un recorrido en linea
recta.

o Silosdosvanaunavelocidad de
60 km/h, ;qué distancia separa
a cada automovil del punto de
partida al cabo de una hora de
recorrido?

........................................

Después de una hora de recorrido, cada uno de los automaoviles se encuentra a
60 km del punto de partida pero en sentidos contrarios.

Se usan los nimeros —60 y +60 para diferenciar la posicion de cada automo-
vil. Sin embargo la distancia que los separa del punto de partida es 60 km y
corresponde al valor absoluto de sus posiciones.

El valor absoluto de un nimero representa la distancia que hay entre ese
nimero y el origen. El valor absoluto de cualquier nimero real x, se denota
| x| y se define como:
xsix=0
| x] =l—x,six< 0

6.1 Propiedades del valor absoluto

En la Tabla 1.7 se muestran algunas propiedades del valor absoluto, dados x y
ynumeros reales.

Propiedad | Ejemplo

|x|=0 |—12]=12=0

x -yl = Ix|- Iyl |=3-2|=|-32|=3-2=6
[x|"=|x|" conn €N | =5 = |(=5)}|= |—125] = 125
- N

¥ =| 0.8 =[-0.8/=0.8
b+ yl <K+ Iyl =3 + 5| <|=3[+[s]

Tabla 1.7
6.2 Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos A y B de la recta numérica, es el nimero

d (A B) = |B — Al o también d(B, A) = |A — B|.

La distancia entre los puntos A = —0,8 y B = 2,8 s 3,6 puesto que:

d(A, B) = |28 — (—08)| = |36| =36

MATEMATICAS © LAROUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

b. 7] - | 8]
€. [~1343| d. |-9+ 3| — 1|
e. |25+ (—83)| £ (—2)-[6—=7|
g |—4—12|+8 h. 4+ |—15+ 13|
I. ‘—~E+E| K 2 + E‘
4 2 41 |2
Razonamiento
o Completa la Tabla 1.8.
® |
A B C d(AB) d(B,C) d(4C0)
= i =% | 2 | |
02 =21 =35
A =1
10 |
™ —3m 5T
4l a]_z
3 6 &

Tabla 1.8

OSIG_—— UC'_"J_Zyd_\/;VEHflca

® cadaigualdad.

a.la-bf=lal-|b] b lc|=]—(
c b’ =|bf d = H
1= 1o -2
e. r:|_3 =|c‘2‘ f M{zlal'ld'
¢ I

g 3lc-d =3|c|d|

Comunicacion

o Diego y Marcela caminaron sobre una carretera en

@ forma de linea recta. Ellos iniciaron su caminata en
el mismo punto, pero en sentidos opuestos. Diego
avanzo 750 m al occidente y Marcela avanzo 380 m
al oriente.

a. ;A qué distancia del punto de partida esta cada
uno? Representa en la recta numérica sus posi-
ciones.

L b. ;Qué distancia separa a los dos caminantes?

]
o Ubica en cada recta los niimeros M que cumplan la

@ igualdad.

a.d(—=3M)=4
IS S N Y e e M| N I, | e )
o T T S T s i =S
-8 =6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 & 7 8
Fig 1.16
b.d(—1,M) =5
B N Y (N | I ¥ (L [ S|
L T O L R T L
B-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5§

Evalvacion del aprendizaje
o Calcula.

LS
244
3

b. |8 — 15 + 4

C. 4_@
V36

o Asocia cada distancia con un valor de x que satis-
#& faga laigualdad.

a. dlx, —7) = 10 (=2 )
b. d(8 x) = 12 _—_13__
c.d(—10,x) =3 =22 |
d.dx5)=7 [ —4 )
e. d(x38) =6 L & ]
{ J

2 C
2 %,
) %
o
@

Un juego suma cero es aquel en que todo lo que
gana un jugador A lo pierde un jugador B, y vi-
ceversa. La estrategia que permite a ambos juga-
dores minimizar la pérdida, se considera éptima
s6lo cuando el valor absoluto del menor de los
valores maximos de un jugador sea igual y con-
trario al del otro. ;Cémo puedes aplicar esta es-
trategia para solucionar cualquier conflicto? .



Practica mas

Nimeros racionales
Ejercitacion

o Ubica en cada recta los nimeros racionales dados.
& 2. 05—1252%135

]
T ¥ ¥ T I T T

=1 0 1 2 3

Figura 1.18

e A
.

g T U U T

~3 =2

3.5 7
2J

—+ 0 1 2 3

|_II\_J__IiI\-. 1.19
Razonamiento
0 Completa la Tabla 1.9.

§=i - Fraccion Decimal Clasificacion
2
3 —
123230 '
—15
4

Niumeros irracionales

Razonamiento

Escribe entre que pares de numeros enteros esta
&1 cada uno de los siguientes numeros irracionales.

a. 4/ 7 estaentre '_

Yo
b.e'estaentre (-
cN2 +estaentre  y(

d. ‘/% esta entre | y( ]

Comunicacion

o Completa cada una de las siguientes oraciones para
& que sean verdaderas.

a. Una diferencia entre los nimeros racionales y los
ndmeros irracionales es | ]

b. Los decimales periddicos no son |

c. Elndmerov3 noes|

2

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Nimeros reales
Ejercitacion
Ubica de manera conveniente los siguientes nime-

41 ros en el diagrama de la Figura 1.20 Luego, construye
una recta numeérica y ubicalos en ella.

5 — 4 e

3 -
Q ) | R
Z

= —3333... ¢

Frgura 1.20
Comunicacion

Escribe tres ejemplos de cada uno de los tipos de
&1 numeros decimales nombrados.
a. Decimal periédico cuyo periodo comience inme-
diatamente después de la coma decimal.

b. Decimal periddico cuyo periodo no comience.
inmediatamente después de la coma decimal.

¢. Decimal finito.
d. Decimal no periédico infinito.

Razonamiento

Escribe nimeros en cada recuadro para que la
@ relacion de orden sea verdadera.

a. Yo 2.
b.v2s<( )<l )
€ Ve ¥ =1 o
d.( )<( )<e

Valor absoluto
Ejercitacion
o Calcula.

® . 0054+ 125 — 32 |

b. |5 —(—(125 + 357))|

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Resolucion de problemas

Estrategia: Ensayo y error

Aunque 1T es un ndmero irracional, a algunos matemati-
cos se les ocurrié intentar aproximarlo con una fraccion.
;Cual de las siguientes fracciones tiene la expresion mas
aproximada de 7

355 208341 104348
113 66317 33215

1. Comprende el problema

« ;Cual es el valor aproximado del nimero m?

3141592654

+ (Qué fracciones se propusieron para aproximar el valor
de m?

2. Crea un plan

« Se halla la expresion decimal de cada fraccion y se
compara con el valor aproximado de .

3. Ejecuta el plan
« Las expresiones decimales correspondientes a cada
fraccion (con nueve cifras decimales) son:

355 ~ 3141592920
113

208341 . 3141592653
66317

104348 , 3141592654
33215

« Al comparar cada expresion decimal con el valor dado
de 1, se comprueba que el valor mas aproximado es
3,141592654.

R: La fraccion con la exore

104 348

1as aproximada al valor d

4. Comprueba la respuesta

« Con ayuda de la calculadora, verifica las expresiones
decimales obtenidas y comparalas con el valor de .

Aplica la estrategia

El valor aproximado del nimero aureo 1L Vs
G fureo 1505

Resuelve otros problemas
o Otra aproximacion del nimero 7 se puede ha-

Formula problemas
o Plantea y resuelve un problema que involucre la

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

es 1,618033989. ;Cual de las siguientes fraccio-
nes tiene la expresion decimal mas aproximada
al nimero dureo?

233 987 1597 144

144 610 987 89
a. Comprende el problema

b. Crea un plan

c. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

llar realizando la operacion:

e

e R R W R ST
1= 3w g sGepu 0
;Cuéles factores se deben tomar, tanto en el nu-
merador como en el denominador, para obte-

ner una buena aproximacion de ?

Figura 1.21.

Figura 1.21

Enriquece tu vocabulario

« Escribe la diferencia entre nlimeros racionales
y nimeros irracionales.

€.



Evaluacion del aprendizaje

Nimeros racionales

Ejercitacion

o Escribe como numero decimal la parte que repre-

#& senta cada region sombreada con respecto a la flor
correspondiente. ACTIVIDAD DE REFUERZS

Figura 124 Figura 1.25

LACTIVIDAD PARA COMPLETAR

o Completa la Tabla 1.70.

Expresi6n decimal Fraccion
0,04
3
5
5,16666...
1
3
0,1333...
2
1.6

Tabla 1.10
Resolucion de problemas

5
o Lina compro en el mercado = kilos de maracuya a
& S 3500 el kilo. Pablo compré en otro lugar 1,7 kilos
de maracuyd a $ 3 500 el kilo. ACTIVIDAD DE APLICACION.

a. jCuanto pagod cada uno?

b. ;Quién compréd mas maracuya?

¢. ;Es posible afirmar que uno de los precios es me-
nor que el otro? Explica tu respuesta.

@

Nudmeros irracionales

Razonamiento

o Resuelve,

P Representa en la recta numeérica un nimero racio-
nal que esté entre 3 y 4. Explica como encontraste
el nimero y como hiciste la representacion.

| acTWIDAD DE REFUERZD

b. ;Puedes encontrar otros nimeros irracionales en-
re3y4?

o Extrae las raices cuadradas de los nimeros que se
& muestran en la Tabla 1.11. Luego, determina cudles
de esas raices son o0 no son numeros irracionales.

ACTIVIDAD PARA COMPLETAR
> . laraizes La raiz no es
HUR0 irracional irracional
121
15
625
124
1000
Tabla 1.17

Numeros reales
Modelacion

o Representa en la recta numeérica cada nimero, segt:n
las condiciones planteadas. ACTIVIDAD DE REFUERZO

a. Un nlmero enteroentre V2 yv8 .

Jura 1.26

Figura 1.29

MATEMATICAS & LAROUISSE
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Razonamiento

o Determina cuales de las siguientes afirmaciones son

| VERDADERO [/ FALSO

& verdaderas o falsas.

a. Un ndmero racional es el representante mas sim-
plificado de un conjunto de fracciones equivalen-
tes con este.

b. Todos los ndmeros reales son nimeros racionales.
¢. Algunos numeros naturales son nimeros reales.
d. Todos los nimeros irracionales son reales.

Comunicacion

o Responde las siguientes preguntas. Justifica.
& CACTIVIDAD DE REFUERZO _

a. ;Existen infinitos nimeros irracionales?

b. ;El cero es un nimero racional?

c. jPor qué el conjunto de los niimeros enteros esta
contenido en el conjunto de los niimeros racionales?

d. ;Ninglin ndmero racional es irracional?

Expresiones decimales de los niimeros reales

Razonamiento

o Marca frente a cada nimero qué tipo de numero
#& decimal es la expresion decimal correspondiente.

(SELECCION MULTIPLE |

3 . o :
a. ¢ Finito Periddico Infinito
1 o i S g .
b. e Finito Periadico Infinito
J2 L. B 3
¢ ¥ Finito Periddico Infinito
12 . e i .
d. 4 Finito Periadico Infinito

Ejercitacion
@ Escribe tres ejemplos de cada uno de los decimales
& pedidos. En cada caso escribe también su expresion
como fraccion. (AcTiviDAD DE REFUERZO |
a. Periédico cuyo periodo empiece inmediatamente
después de la coma decimal
b. Infinito

¢. Periddico cuyo periodo no empiece inmediata-
mente después de la coma decimal

d. Finito

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Desigualdades en los nimeros reales
Resolucion de problemas
0 Observa la Tabla 1.12 en la que se registra las millas

& que recorri6 cada deportista. Recuerda que una milla
son aproximadamente 1600 metros. \ ABIERTA

PREGUNTA ABIERTA

Depo_p:tista Millas recorridas

Patricia 3.5
16
Adriana —
3
Marisol E
12

Tabla 1.12

a. ;Cual de las deportistas hizo el mayor recorrido?
b. ;Cudl de las deportistas hizo el menor recorrido?

¢. Ordena los nombres de las deportistas de mayor a
menor recorrido.

@ Un padre y su hijo se llevan 22 afios. Determina en
#& qué periodo de sus vidas, la edad del padre excede
en mas de 6 afos al doble de la edad del hijo.

PROBLEMAS

@ Un automdvil se desplaza por una carretera a una
#& velocidad comprendida entre 100 km/hy 150 km/h.

;Entre qué valores oscila la distancia del automovil al
punto de partida luego de 3 horas?

SOLUCION DE PROBLEMAS

Valor absoluto

@ Realiza las siguientes operaciones.

* (Acma:
a.|—-7 + 2|

b. |(|=5]—[—8DI

c. (-9 + 121 - |-=5DI

d. [(|=4] + (=4

e.|—9] - [5=3|— |—4 + | 2|

f. |—8+(—3)-|-5
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Saberes previos

iDe qué depende el valor que se
paga por la compra de las unida-
des de cierto producto?

W inaiza)

: Algunas situaciones de la vida co-

ridiana pueden expresarse como
funciones.

» ;Como puede expresarse la rela-
cion entre el consumo de gaso-
lina de un auto y los kilémetros
que recorre?

1.1 Funcion real

Para el caso del consumo de gasolina de un auto se puede plantear la siguiente
relacion:

y =1x)
En la cual y es la gasolina usada y x, los kildmetros recorridos e indicaria que la
gasolina usada depende del nimero de kildmetros recorridos por el auto.

Una funcion real f de variable real es una regla que asigna a cada nimero
x de un subconjunto de R un Gnico niimero real y. Se escribe y = f(x), y se
dice que y es la imagen de x bajo f.

El subconjunto de ndmeros reales para los que la funcion esta definida se
conoce como dominio de f, y se denota D(f). Los valores que toma la ima-
gen forman un subconjunto denominado imagen, rango o recorrido de f,
y se denota R(f).

£:D(f) — R(f)

X—>y = fx

El nimero real x que pertenece al dominio de una funcién f recibe el nombre
de variable independiente. El niimero y asociado por f al valor x se denomina
variable dependiente . Las funciones se pueden representar en el plano car-
tesiano y en él el eje X corresponde a la variable independiente y el eje Y a la
dependiente.

La funcion con la que a cada nimero real x se le asigna su cuadrado se
puede representar matematicamente en una tabla de valores (Ta-
bla 2.1), una gréfica (Figura 2.1) o a través de la expresion algebraica
y = f(x) = x°, donde x es la variable independiente y y es la variable dependiente.

X o =2 ]9 05 |3 2] T8
=usl . | 4 1T 1002517 |4 100

La funcion anterior se puede evaluar para cualquier valor real, por lo que

D(f) = Ry, como la imagen siempre es un numero no negativo,
R(f) = [0, +).

No todas las funciones se pueden evaluar para cualquier valor real, entre éstas
estan las funciones radicales con indice radical par y las racionales . Para ellas, es
necesario analizar el dominio teniendo en cuenta las restricciones que tienen
sus estructuras algebraicas. En las primeras, al evaluar el radicando éste debe
dar un nimero mayor o igual que cero y para las segundas, el denominador
no se puede anular. Otro motivo para restringir un dominio puede ser el con-
texto real en que se encuentra la funcion.

MATEMATICAS © LARDLISSE
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Observa como se determina el dominio de las siguientes funciones.
a. flx) = x* + 3x

Como f puede evaluarse para cualquier nimero real D(f) = R.

b.g(x) =2 +x -3

La funcion g solo se puede evaluar para valores de x tales que x — 3 = 0.

Luego, D(g) = [3, +=).

2
chix) = X =7
X =2
La funcion h no se puede evaluar en los valores de x que anulan el deno-
minador. Por tanto, D(h) = R — {2}.

1.2 Criterio de la recta vertical

Una manera para determinar si una grafica representa una funcion, consiste
en trazar una recta vertical (perpendicular al eje X) y verificar que corte di-
cha gréfica en exactamente un punto.

En la grafica de la expresion x* + y* = 4, la recta vertical x = —1 (Figura 2.2)
corta la circunferencia en dos puntos distintos; por consiguiente, la grafica co-
rresponde a una relacion que no es funcion.

Determina si la grafica de la Figura 2.3 representa una funcion.
Y L
4

0 K—'X
; Figura 2.3

« Sisetrazalarectax = —2, esta interseca la grafica en dos puntos distintos.
Por tanto, la grafica no representa una funcion.

A Y/
5f —1L
_-—-—'—"'_'-.-.-.J L
ﬁ
Figura 2.4

____m\o
i

Pensamiento variacional

Figura 2.2

29



' Pensamiento variacional

e 2

Gj Concepto de funcion. Dominio y recorrido

Actividades de aprendizaje

) Realiza todas Ias actividades er tu cuademo |

Ejercitacion
o Determina si cada afirmacion es verdadera o falsa.
a. Una recta vertical corta la grafica de una funcion
en al menos un punto.

b. Si se define la funcion y = f(x) la variable depen-
diente es x.

c. La Tabla 2.2 corresponde a una funcion:

B 1| 3 | 4|5 |8
féﬁl 3 7 9 9 11 Tabla 22
d. Otra forma de escribir y = x es f(x) = x.
- 5 1
e. El dominio de la funcién f(x) = es el

(x=1)

conjunto de todos los nimeros reales.
Modelacion

o Dibuja una posible grafica para la funcion y = f(x)
® con las siguientes restricciones en su dominio y re-
corrido.

a.D(f)=1[0,1U[57]yR(f) =[02]
b.Df) =R —{-22}yR(f)=R

Razonamiento

o Halla el dominio y el recorrido de las funciones re-

&1 presentadas en la Figura 2.5y en la Figura 26.

a. Y b.

i/ /1\7
Q/ X o 1 X

Figura 2.5

Figura 2.6

Ejercitacion
Encuentra, si existen, los valores que no pertenecen
& al dominio de cada funcion.

a fi =1 b. flx) = X
X 2

¢ fix]= X d. =%
2o =1 3x — 4

®
Meodelacion

o Escribe la funcion que representa cada enunciado.

A En cada caso, determina cudl es la variable indepen-
diente y cual la dependiente.

a. El area (A) de un circulo es igual al producto del
numero 1 por el cuadrado del radio (r).

b. El perimetro (P) de un cuadrado es cuatro veces
la longitud del lado (/).

¢. El costo mensual de un plan de celular (C) es de
$ 41900 fijos mas 1,70 por cada segundo adicio-
nal.

d. El valor de y es igual a la mitad del valor de x
disminuido en tres octavos.
Ejercitacion

o Obtén el dominio de las siguientes funciones.

2

o =X b, Flg =2t

xZ 41 o]
c flxl = x+1 d. f{xl=&
2x +1 X +2x—3

e.flx) = X+2 fooflx) = X =2

x' =4 2x — 4

1 do—

g flx) = — h g = XX =1

¥ 2% — 3

Razonamiento

o Halla el dominio de las siguientes funciones.

|
a. fixd = Jlx = 12x + 3] hﬂﬂ=%+:*x
— X
Cflx)= B—x+2 5_ X +2 d. fix) = VX +1
—x
e. flix) = 3x* —'5x f. flx) = \jg
_ 4dx—2 _Jax+
g =5 = =
Modelacion

o Dibuja en tu cuaderno dos gréficas de relaciones
A que sean funciones y dos de relaciones que no lo
sean.

MATEMATICAS €3 LAROUSSE
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Resolucion de problemas

o Un arquitecto disefia la fachada de un local cons-

@ truyendo un cuadrado con medio circulo montado
sobre uno de sus lados, como se muestra en la Figu-
ra27.

Figura 2.7
a. Si xes la longitud del lado del cuadrado, expresa
el perfmetro de la fachada del local P(x) como
una funcién de x.
b. Toma como valor aproximado de 1 el nimero
decimal 3,14 y utiliza una calculadora para com-
pletar la tabla.

Tabla 23
c. Traza el bosquejo de la grafica de la funcion P(x).
Resolucion de problemas
@ Observa este acuario y sus dimensiones.
]

Figura 2.8

a. Escribe una expresion para determinar el volu-
men V(x) del acuario.

b. jEs la expresion que escribiste en el literal a. una
funcion? Explica.

c. Determina el volumen del acuario para las
siguientes medidas de x.

15¢cm

25¢cm
30 cm
40cm

Tabla 2.4
d. Traza el bosquejo de la grafica de V(x).
e. ;Qué ocurre con el valor de V(x) a medida que x
aumenta’

Pensamiento variacional
@ Realiza todas las actividades en tu cuademo

Evaluacion del aprendizaje

o Usa el criterio de la recta vertical para determinar

& cudles de los siguientes graficos corresponden a
funciones.

p b ¥

Nar AT
S P

a.

Figura 2.9 Figura 2.10
c d.
Y Y X
24
i X
Figura 2.1 Figura 2.12

Determina el dominio y el recorrido de las funcio-
nes que identificaste en el ejercicio.

o Escribe la funcion tal que a cada ndimero real le hace
& corresponder:
a. el mismo namero.

b. su inverso aditivo.

¢. su valor absoluto.

d. el nimero 3.

e. su cuadrado aumentado en tres unidades.




Pensamiento variacional

. Operacmnes con funciones

Saberes previos

Si f(x) = 3x halla f(1), f(2) y
f(+2).

dEsf(1+2) =f(1) + f(2)?

o,

¢ El gasto de litros de combustible
: de una maquina que procesa fruta
: esta determinado por la funcion
: flx) = 3x + 3 para el caso de frutas
: con semilla, como el mango. Para
: las frutas sin semilla, como el ba-
: nano, la funcién de consumo est3
. dada porg(x) = 2x + 1.

» ;Qué cantidad de combustible
se gastara para procesar 300 to-
neladas de mango y 250 tonela-
das de banano?

........................................

En algunos contextos de la vida cotidiana es necesario usar més de una funcién
para describir un comportamiento determinado. Por ejemplo, para el caso de
la procesadora de fruta, se tiene que el total de gasto de combustible esté dado
por:

fx) + g(x)
Asi, para determinar la cantidad de combustible usado, se realiza el siguiente
procedimiento:

f(300) + f(250) = 3(300) + 3 + 2(250) + 1= 903 + 501 = 1404

Lo cual indica que para procesar la fruta que se menciona en el enunciado, se
requieren 1404 litros de combustible.

Dadas dos funciones f(x) y g(x) es posible definir la suma s(x), diferencia d(x)
y producto p(x), entre ellas.

La funcién suma es s(x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)
La funcion diferencia es d(x) = f(x) — g(x) = (f — g)(x)
La funcion producto es p(x) = f(x) - g(x) = (f- g)(x)

El dominio de estas funciones esta formado por los ntimeros que simulta-
neamente pertenecen a los dominios de fy g, es decir, el que esta definido
por la interseccién de sus dominios:

D(f) N D(g)

Observa como se determinan las funciones diferencia y producto de las fun-

ciones f(x) = — yg (x)= 2 +§ y sus correspondientes dominios.
Diferencia:
= _ 1 X+ 2 x4+ x+3
=f) —go)=+ - 2*¥2- X +x+3
& x x-—3 x* —3x
Producto:

PO =fx)-g)=1.-X*t2 - x+2
x x=3 x'-3

Teniendo en cuenta que D(f) = 0}y D(g) = {3}, las funcio-
nes no estaran danldas en Jos puntos x=0yx= 3 y, por lo tanto,
D(d) N D(p) = R — {0, 3}.

La funcién cociente g = é se define para las funciones f(x) y g(x) como

qlx) = ﬂ(xﬁ con g(x) # 0.
gix

El dominio de la funcion g es: D(g) = D(f) N D(g) — {x/g(x) = 0}

MATEMATICAS © LARCLISSE
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La funcién cociente de las funciones flx) = 1 yglx) = £ *2 e calcula
como sigue: X k=8
1
Cociente: g(x) = 1 . - ’: =
glx)] x+2 x° + 2x
* —3

En el caso de la funcién cociente g hay que excluir del dominio los valo-

res que anulan a g Como g(x) = ** 2 se anula en x = 3, se tiene que
D(g) =R — {0,—2,3}. =3
De acuerdo con lo expuesto anteriormente puede observarse en la Figura
2.13 que los valores x = —2 y x = 0 corresponden a asintotas de la funcion
g =1

glx)

Sean las funciones f(x) = V4 — x* y g(x) = 3x — 1, observa como se hallan:
a.D(f+g) b. D(f—g)

b. D(f- g) d. D[LJ
g

Para determinar el dominio de las funciones suma, diferencia y producto se
hallan los valores comunes a los dominios de f(x) y g(x). Como g(x) es una
funcion polindmica, su dominio es R, pero D(f) = [—2, 2], asl que:

DfyNDE) =RN[-22]=[—22]
Por tanto:
a. D(f+g) =[-22)
¢ Dif-g=[=22]
d. Para determinar los valores para los cuales g(x) = 0 se resuelve la ecua-
cion 3x — 1 = 0y se encuentra que g(x) = 0 parax = l. De modo que,

ofg)-en-ff

Para el caso de las funciones racionales las restricciones, en su mayoria, co-
rresponden a las asintotas de la funcidn; en otros casos estas restricciones de
su dominio, resultan ser agujeros que se muestran en el trazo de la grafica.

b. D(f—g)=[-22]

Para las funciones radicales es importante recordar el concepto de inecua-
cion y su respectiva solucion como intervalo de los niimeros reales.

Pensamiento variacional

=
4

Figura 2.13

Las funciones polindmicas P(x) vie-
nen definidas por un polinomio:

P(x) =a,+ a x+ax +ax +-
+ a x', donde n es un entero no
negativo y cada coeficiente de x es
un numero real.

El dominio de cualquier funcion
polindbmica es el conjunto de los
numeros reales.

33
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Operaciones con funciones

Explora las graficas de algunas funciones usando GeoGebra

En el menu inferior de Geogebra se escribe la funcion. Para el caso de las funciones con asin-
totas se deben escribir también las ecuaciones que las determinan.

. tiene que la asintota esta en larectax = —1:

Para la funcién g(x) =

B 004 m=s
+ Vista Algebraica < v Vista Grafica
= Funcion

4 Blx) = :,__11

= Reca
s axe-l

oF
=&®»

preferencias

Emtrada: | H: @

En el menu de preferencias se despliega una ventana que permite cambiar el color, el tipo de
trazo o visualizar la cuadricula, entre otros ajustes.

La cuadricula se visualiza activando el menu Vista grdfica.

Los colores y tipos de trazo se ajustan en el ment Objetos.

ece i) "
§ = ) o
X PO O £ \,‘“ 2, 09
NE Py i-'_'_;] + Vista Grafica = | 1 objeros
) @ Vista Grifica
:. [ oisposicion
' 5 mnmswm
E @ aanzado
i 2 "
e~ |
] 1 ] -El : ] 1 : i H H 13 i
Q H
} 14
E %
- | :
! 9
Errads - 1@ | g
L o %
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_)

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Sean las funciones:

g

2+
X:
- gx) T

=

QI

- 3
h=vx—1 jix)= 1){2 -

Calcula las siguiente funciones y determina sus do-

minios.

af+g b.g—h

c(F+h)-j d‘%

o 9 £ h
h g

Razonamiento
o Sean las funciones fix) = x — 1y glx) = X= 1,
X
;a cudl de las siguientes funciones corresponde la

grafica de la Figura 2.14 ?

as=f+g b.p=f-g
f
cq=g dd=f—g

/Oi X

Resolucion de problemas

o Dadas g(x) = x* + 2x + 1y h(x) = x + 3, relaciona cada
@ gréfica con la respectiva funcion suma, diferencia,
producto y cociente.

Figura 2.14

a.

& Figura 2.15

Evalvacion del aprendizaje

0 Observa las funciones;
® ()=x—x—2g0K)=V2x—4

@
b.
ot
1
Figura 2,76
C
. 4 I
0
\J /
Figura 217
d.
‘l__
ot
1
Figura 2.18

1
X' =4

h(x) = tx)=1—x

Efectia diez operaciones entre pares de estas y
determina sus dominios.

_—

N7 El nimero de mariposas de una reserva natu-

ral ha disminuido en los Ultimos cinco afios
9360

segun la funcion f(x)= = — 800, donde x
representa el tiempo y f(x) el numero de ma-
riposas. ;Qué representa en este contexto el
dominio de la funcion? ;Qué crees que esté
influenciando la disminucién de mariposas en

la reserva natural? @
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Composicion de funciones

Saberes previos

Halla el valor numérico de la expre- Determinar flg (x)] y g [ fix)] implica calcular
sion Sx + 8parax = —3,x =0y U °8WY @K

x= 1 (fogX) =f3x—1)=33x—1)+1=%—2
@) =gBx+1)=33x+1)—1=%+2

' Pensamiento variacional

: m Como se observa, 9x — 2 # 9x + 2, luego

. ¢ Dadas las funciones: (feogx) # (g°filx) o lo que es lo mismo,

L f0 =%+ 1yg)=3x—1 180017 g [f(x)). |
: » Determina flg(x)] y g[flx)]- Luego g Ia Figura 2.19 se representan las funciones f, Figuia 219
¢ comprueba si son iguales. gfogygef

----------------------------------------

Dadas dos funciones, fy g la funcion f [g(x)] se conoce como funcion com-
puesta de fy g y se designa por fe g.

(fog)x) = flg(x)]

[f°g)(x) =f[g(X)] =f(x+ N=Kx+1—-3P=Kx— 2P =x2—4x+4
(gof)(x) = glf()] = gllx =31 =Kx—3P+1=x—6x+ 10

Observa como se evaltan f[g(3)] y g[f(3)], dadas las funciones
fx)=x—1ygk) =3 —x
En primer lugar se halla f[g(x)]:

fle]l =fB—x)=@—x—1=x —6x+8
Parax = 3:f[g3)] =3*—6(3) + 8= —1.
Ahora se halla g[f(x)]:

g =g —1)=3-(—-1)=4-x%

Parax = 3 g[f(3)] =4 — (3) = —5.

Estos ejemplos permiten comprobar que la composicién de funciones no es
conmutativa.

3.1 Dominio de una funcion compuesta

Para que un nimero a pertenezca al dominio de f ¢ g se deben cumplir las
siguientes condiciones:
1. Que exista g(a), es decir que a € D(g).

o 2. Que g(a) € D(f).

MATEMATICAS D LAROUISSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuadero )

La composicién de las funciones fix) = vx y g(x) = x + 2 esta dada por
flgk)] =fix + 2] =vx + 2.

Observa que D(g) = R y que D(f) = [0, +); los valores para los cuales
g(x) = 0 son aquellos que satisfacen la desigualdad x + 2 = 0, es decir,
x = —2. Estos son los valores que, a la vez que pertenecen al dominio
de g y son elementos del dominio de f. Es decir, el dominio de f[g(x)] es
[—2, +x).

Dadas las funciones g(x) = —— yf para hallar el dominiodefeg

debe analizarse que esto se puede hacer srempre que x esté en el dominio

de g por lo tanto, x # 3. A continuacion se halla f siempre que

2_estéen
2 =3
; # 2, luego x # 4.

el dominio de f. En este caso se debe cumplir que
X
Asi se obtiene que D(fe g) = R — {3, 4} y su expresion es:

2 1 ¥—=3 X¥—3
o X:f = = =
(fg)() [x—3] _2___2 2—=2x+6 8B-—2x

¥ —3 Figura 2.20

En la Figura 2.20, se muestran las graficas de las funcionesf gy fo g.

Actividades de aprendizaje

s
Razonamiento ¢. Cuando el costo de produccion es de $4 290000,
o Determina D(f) y D(g) dadas las funciones icudl es el costo de produccion de una jornada
8 f= _é"'_ vy g)=x—3 de ocho horas?
o d. Halla el dominio de la funcion C(g) y explica si
Sies posible calcula los valores de (fog)(12), (fo g)(4), tiene restricciones.
g°f)3)y(g°f)2)

Evalvacion del aprendizaje

Resolucion de problemas , .
_ , , , o Considera las funciones:
o Un fabricante estima que el nimero de unidades ~
@ producidas en una jornada es g(t) = 30t, donde t fx)=1—x%g(x) =& — 2x, h(x
se mide en horas. Ademas el costo de produccion, X' =4
en pesos, de g unidades viene dado por la funcién Calcula las siguientes funciones y halla sus domi-
C(g) =g’ + g + 1500000. nios.
a. ;Cuanras unidades de producto se obtienen a. (feH(x) b. (heg)(x) c. (g°f)x)
tras dos horas de trabajo? ;Cudl es su costo de
produccion? o Analiza si la composicion de funciones es asocia-
y p tiva y si existe alguna funcion tal que al compo-
b. Expresa el costo de produccion en funcion del " Y 8 A "8 v P
, nerla con cualquier otra, dé la misma funcion.
® tiempo. L J

&7
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Saberes previos

Dibuja la grafica de una funcion
que sea cortada por cualquier recta
horizontal en solamente un punto.

Y fnaizo

. El tiempo de espera, en horas, para
. ser atendido en un banco entre las
9a.m.yla1p. m.estd dado por la
: funcidn flx) = —¢ + 22x — 117,
¢ donde x representa la hora del dia.

Fe ;Hay horas del dia en las que el

tiempo de espera sea el mismo o
a cada hora el tiempo de espera
es diferente?

........................................

[

4 Funciones inyéctivas y funciones inversas

En la Figura 2.21 se representa la funcién f(x) = —x* + 22x — 117.

F gura 2.2

Como se observa en la grafica, entre las 9 de la mafiana y la 1 de la tarde hay
varios momentos en los cuales el tiempo de espera es el mismo y no ocurre que
a cada hora el tiempo de espera sea distinto.

Por ejemplo, a las 10 y a las 12, para comprobarlo se calcula f{(10) y f(12).
f10) = —(10)* + 22(10) — 117 A =—=(12P-+22(12) = 117
f(10) = =100 + 220 — 117 f(12) = —144 + 264 — 117
f1o) =13 f(12)=13

Con lo cual se identifica que dos elementos diferentes del dominio tienen la
misma imagen.

4.1 Funcion inyectiva

Una funcion fde D en R, es una funcion inyectiva, o uno a uno, si:

a # b en D, entonces, fla) # f(b) en R que es equivalente a su contrarreci-
proco: f(a) = f(b) en R, entonces, a = ben D.

La funcion f(x) = 2x — 1 es una funcién inyectiva porque siendo fla)=f(b)
se tiene que 2a—1=2b—1 de donde al despejar a a en términos de b se
deduce que a = b, lo cual indica que no es posible encontrar dos valores
diferentes en el dominio de f, que es R, para los cuales se tenga un mismo
valor en su recorrido.

4.2 Criterio de la recta horizontal

Una funcion es inyectiva si y solo si cualquier recta paralela al eje X corta su
grafica en un Unico punto.

Algunas funciones no son inyectivas, como es el caso de las funciones cua-
dréticas, pues tienen por representacion grafica una parabola, y sin importar
si abre hacia arriba o hacia abajo, existen infinitas rectas paralelas al eje X que
la cortan en mas de un punto.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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4.3 Inversa de una funcion

Sea f una funcion inyectiva con dominio D y recorrido R. La funcién inversa
de f es una funcién g de dominio R y recorrido D, tal que:

flg(x)) = x para cadax en R
glf(x)] = x para cadaxen D

La inversa de la funcién f se denota también por f .

En un departamento, las autoridades sanitarias lanzan una campafa de va-
cunacién cada vez que se acerca la temporada invernal. La Tabla 2.5 muestra
algunos valores de la funcién f que relaciona el porcentaje de vacunados con
el costo de la vacunacion.

Asi, si se pretende vacunar al 25% de la poblacion, la funcion indica que se
debe disponer de un presupuesto de $ 249990000, ya quef(25) = 249 990 000.

Pero se puede cambiar el punto de vista y preguntarse qué porcentaje de la
poblacién podra ser vacunada si la partida asignada este afio para la vacuna-
cion es de S 321420000.

Esta nueva funcién relaciona el presupuesto asignado con el porcentaje de
poblacion vacunada. Asf pues, f ~'(y) proporciona el porcentaje de la pobla-
cién que se podra vacunar con un presupuesto de y pesos. Como se ve, fy
£~ presentan la misma informacion, pero expresada desde puntos de vista
diferentes.

4.4 Forma de hallar la inversa de una funciéon

Para hallar la inversa de f se despeja x, si es posible. Después se intercambian
las variables x y y.

Se considera la funcion f(x) = y = —1—3 Siempre que estén definidas las
—

. , 1 1 _ 14 3y
expresiones, se tiene que x — 3 = —, por lo tanto, x = — *+ g e,
Y Y Y
. - 1+ 3
La inversa de la funciénesx = f'(y) = L,
y
Como usualmente se llama x a la variable independiente, se escribe

1+ 3x

X -
En la Figura 2.22 se muestra la graficade fy f ™.

Pensamiento variacional

Poblacion
vacunada

(%)

0

5

10

15

20

25

30

35

Costo

(millones
de pesos)

0
579
118,41
182,43
236,85
24999
321,42

397,05

Figura 2.22
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Funciones inyectivas y funciones inversas

4.5 Funcion inversa y composicion de funciones
La composicion de una funcién f con su inversa f ~' cumple que
(Fef)l) = (Fof X = x

I Observa como se determina la inversa de la funcién inyectiva
fix) =2x+ 11 ¥ 7

| Pl
: 1. Se escribe f(x) = 2x + 11 comoy = 2x + 11. ' /5_ 7|

Pensamiento variacional

y=1

2. Se despeja la variable x: x =

-1

o n . X
3. Se intercambian las variables: y =

x— N

Asl, fi(x)=
Figura 223
En la Figura 2.23, la recta en color azul corresponde a fy la roja, a su inversa.
Observa que las dos rectas son simétricas con respecto a la recta
y = X que aparece con color verde en la grafica.
Ademas, se verifica que:
(2x+ 11)—11

(o) 60 =~ ()= ') =" =xy

MatemaTICS

Grafica una funcion y su inversa con GeoGebra

Para graficar la funcion f(x) = con dominio [0, + %) y su inversa se llevan a cabo los siguientes pasos.

X +1

En la barra inferior donde se lee
Entrada, se digita la funcion de la
formay = f(x), asi:

mmmmwmm

Funcion[1/(xA 2+1),0%¢] y se pre-

13 MM‘G ~ Vista Grifica
siona Enter. ek ; “ine-
2=0(t)+5 !ag t< oo, I3-:i—-l-]
El simbolo o sale al dar clic sobre el e y=teasfoesm gh] :
icono [al. Funcién :
_ o= 1, dcxsx)
Para graficar y = x, se digita esa ex- e *
presion en la barra de Entrada. [

En la barra de tareas se selecciona
la opcién Simetria Axial [ y se da
clicen la funcién f(x) y luego en la
rectay = x.

En el espacio de trabajo aparece de
color azul la gréfica de la funcién
inversa de f(x)

. =

MATEMATICAS € LAROUSSE




-

MATEMATICAS © LARDUSSE

i e ..t e = i e =

@' Realiza todas |as actividades en tu cuaderno_)

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Encuentra la expresion y el dominio de la funcion
| inversa de:

f(x) =v2x =3,

;A qué es igual f~1(3)? jExiste f ! (—3)7

Resolucion de problemas

o Dibuja en cada caso la inversa de la funcion. Luego
@ determina la expresion algebraica de la inversa que

para cada funcion.

d.
y=3x+1

(a0, )

dibujaste, Ten en cuenta los intervalos planteados

& Figura 224 .~

=
Ejercitacion b.
o Determina cuales de las siguientes funciones son in- y=3¢+2
@ yrouvas Intervalo [0, %)
a. fx)=2x—1 b, flx) =X
x+2
cfoy=1-x  dfg=2¢ ENEEENER
g g
o Calcula la funcién inversa en cada caso, cuando sea =
| posible, y su correspondiente dominio. .y
2% =3 1
a flx) = botx) = —— Figura 2.25
=5 Ly
c ¥
¢ h(x) = a* d. glx) = Vx° =1 : T :
y =i — ‘] ailli ; -
Razonamiento L) 1: i
o Halla la inversa de cada una de las siguientes fun- 3 A ;x
| ciones. Para el caso de las funciones no inyecti- ':/1
vas especifica dos valores distintos x, y x, tal que
f(x-|) :f(xz)‘ ::
a fix)=—2x+4 b.f(x)=%x—%
Figura 2.26
c fix) =% + 2 d. fx) = 2¢ + 3x -
e fix) = 22 ’ -

y=x+1 I
Intervalo [—1, %) _//

Figura 2.27

Evalvacion del aprendizaje
.

o Utiliza la gréfica de la funcion f de la Figura 2.28 y
o el criterio de la recta horizontal para determinar
si f es inyectiva. Halla la expresion algebraica de

"y verifica que (f'ef)(x) = (fof (x)= x.

Y

//:

F

Figura 2.28

Pensamientos variacional
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ED Algunas propiedades de las funciones

Saberes previos

Traza la grafica de una funcién
que, vista de izquierda a derecha,
ascienda entrex = 0y x = 5y des-
cienda entre x = 5y x = 10. ;Qué
ocurre en el punto x = 5en la gra-
fica que construiste?

W inaiza)

. En una compafiia se organizé un
: concurso de reciclaje en el que
: participaban todos los departa-

mentos. Para cantidades menores

o iguales que 10 kg, el departa-

mento recibia 20 puntos; para can-

tidades por encima de 10 kg hasta

los 20 kg, recibfa 40 puntos; para

: aquellas mayores que 20 kg y me-
: nores o iguales que 30 kg, 60 pun-
: tos y, finalmente, para cantidades
: superiores a 30 kg hasta los 40 kg,
: recibia 80 puntos.

¢+ ;Cual es la representacion grafica
¢ de la funcion que describe la me-
: todologia del concurso?

........................................

3

En la situacion planteada se tiene que:

» Siun departamento recolecta cantidades iguales o menores que 10 kg, como
por ejemplo 3, 5, 85 kg, etc, recibe 20 puntos.

» Si un departamento recolecta por encima de 10 kg hasta los 20 kg recibe 40
puntos, y asi sucesivamente.

La grafica que describe la situacion se presenta en la Figura 2.29. En ella se ob-
serva que no hay continuidad en el trazo porque hay saltos en los puntajes
como los que se observan de 20 a 40 cuando se reciclan 10 kilogramos, por
ejemplo. Esto significa que no se asignaran puntajes como 25 o 38.

Puntos
80_- | 1
601 U e
40+ ; | i

DR
i '
204+——

i {
EENE
10 20 30 40 50
Kilogramos Figura 2.2

5.1 Continuidad y discontinuidades

Intuitivamente una funcion f es continua si su grafica no tiene interrupcio-
nes ni saltos, ni oscilaciones indefinidas, en el sentido que se puede dibujar
sin levantar el lapiz de la hoja de papel.

5.2 Crecimiento y decrecimiento de funciones

Una funcién es creciente en su dominio si al aumentar los valores de la
variable x también aumentan los valores de y = f(x). Es decir, si x, = x,, en-
tonces f(x,) = f(x,). Una funcién es decreciente si al aumentar los valores de
x, disminuyen los de y = f(x), es decir, si x, = x,, entonces f(x,) < f(x,).

Ejemplo 1
En la grafica de la Figura 2.30 se representa una funcién creciente y en la de
la Figura 2.31 una funcién decreciente.

fxy) = flxy)

|

X1 X2 X

Figura 230

Figura 2.31

MATEMATICAS © LAROUSSE
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5.3 Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Extremos relativos

Se dice que una funcion tiene un maximo relativo para un cierto valor de la
variable independiente x si en él la imagen es mayor o igual que la de todos
los valores proximos a él. En dichos puntos, la funcién pasa de ser creciente a
ser decreciente.

Analogamente se dice que tiene un minimo relativo para un cierto valor de la
variable independiente x si en él la imagen es menor o igual que la de todos los
valores proximos a él. En dichos puntos, la funcion pasa de ser decreciente a
ser creciente.

f(x) tiene un maximo o un minimo relativos en P[a, f(a)] si, respectivamente,

fla) = f(x) o fla) < f(x) para todos los valores de x situados en algun inter-
valo de centro x = a.

En general, las funciones no son crecientes o decrecientes en todo su dominio.
Para describir su comportamiento se indican los intervalos abiertos en los que la
funcion crece o decrece. Los puntos en los que se producen los cambios pueden
ser discontinuidades de la funcion o extremos relativos (maximos o minimos).

Ejemplo 2

En la Figura 2.32 se muestra la grafica de una funcion que es creciente en
(=%, —2) U (2, 4) y decreciente en (—2,2) U (4, +%). Tiene un maximo re-
lativo en x = —2 y un minimo relativo en x = 2. En x = 4, la funcion pasa de
ser creciente a ser decreciente, pero no hay maximo sino una discontinuidad.

Ejemplo 3

La grafica que se muestra en la Fi-
gura 2.33 describe los cambios de
temperatura en una determinada
zona del pais durante un dia. Se
muestran los intervalos de tiempo il
en los cuales la temperatura bajo,
subid o se mantuvo constante.

T

Se puede afirmar que en ese lu-
gar la temperatura maxima fue de
14°Cy se presento a las 4 p.m. (16
en la grafica). También se puede 2
afirmar que la temperatura minima
fue de 2°Cy se presentdala1a. m.

Figura 2.33

De forma similar se puede afirmar que entre las 6 y las 8 de la mafana la
temperatura se mantuvo en 8 °C y que entre las 10 y las 12 de la noche la
temperatura fue de 4 °C.

El mayor aumento de temperatura se presento entre las 12 m y las 4 p. m,
y el mayor descenso de la temperatura se dio entre las 6 p.m. y las 10 p. m.

Pensamiento variacional
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Figura 2.32
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Algunas propiedades de las funciones

. 5.4 Tendencia de una funcién

En muchas ocasiones al analizar una funcion es necesario saber como se com-
porta la funcion para valores muy grandes (positivos o negativos) de la variable
independiente.

laciona

Se pueden encontrar funciones que crecen o decrecen indefinidamente, fun-
ciones que se acercan cada vez mas a un valor o funciones que oscilan.

Las Figuras 2.34 a 2.37 corresponden a funciones de diferentes comporta-
mientos.

rPensamiento var

Figura 234 Figura 235

AARAN
VV YV VL ° :

Figura 2.36 Figura 237

La Figura 2.34 corresponde a una funcion que crece indefinidamente cuan-
do la variable independiente crece. Se dice entonces que la funcién tiende
a mas infinito [f(x) = +%] cuando x tiende a mas infinito (x = +%). Es
iImportante anotar que en este caso se observan claramente un maximo y
un minimo relativos.

En la funcion de la Figura 2.35, cuando la variable independiente toma valo-
res grandes, el valor de la funcién se aproxima cada vez mas al valor 1y, por
lo tanto, su gréfica se aproxima cada vez mas a la recta y = 1. Se dice que la
funcion tiene una asintota horizontal.

En general, la ecuacion de una asintota horizontal es de la formay = k, y se
presentan cuando f(x) — k siempre que x — % oo, La ecuacion de una asin-
tota vertical es de la forma x = k y ocurre siempre que f(x) = =* oo cuando
X=3k

La funcion de la Figura 2.36 oscila y tiene varios extremos relativos.

La funcién de la Figura 2.37 crece indefinidamente (f(x) — o) cuando x se
acerca a cero por la derecha o por la izquierda por lo que x = 0 es una asinto-
ta vertical. En cambio, se aproxima a cero (f(x) — 0) cuando x toma valores
tan grandes o tan pequerios como se quiera lo que significa que y = 0 es una
asintota horizonral de la funcion.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

Comunicacion

o Observa las graficas de las funciones de las Figuras
& 238y239eindica:

a. Si son continuas o, en caso contrario, en qué
puntos presentan discontinuidades.

b. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y
si tienen maximos o minimos relativos.

)} it 1)} Y

1 \‘\/\
i

Figura 2.38 Figura 2.39

|
|
4
|
|
'
|
|
|
|

Comunicacion
o Analiza la continuidad de cada funcion.

® =1 b h(x) = =

X1

Resolucion de problemas

o Los encargados de un parque plantean hacer una

@ inversion extraordinaria para eliminar los desechos
arrojados por los visitantes. El costo de esta labor,
expresado en millones de pesos, con p la cantidad
de residuos eliminados, es:

T L
1M0—p
a. Decide si esta funcién es creciente o decreciente.

b. Calcula cuanto costaria no eliminar ningun
residuo, eliminar solo el 50% de los residuos y
eliminarlos todos.

¢. ;Para qué puntos del dominio de C interesa en
la préactica estudiar esta funcion? ;Que valores
toma C en esa parte de sudominio?

d. Dibuja la grafica de la funcion C.
e. Determina si la funcién tiene maximos o minimos.
f. ;Qué valor no puede tomar p? Explica tu respuesta.

g. Determina si la funcion tiene asintotas e inter-
preta su significado en el contexto.

Evalvacion del aprendizaje

o Completa las tablas de valores 2.6 y 2.7, usando la

& calculadora. Luego traza una curva suave que una
los puntos para obtener una grafica aproximada
de las funciones.

Estudia el dominio y el recorrido, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, y la tendencia de las
funciones obtenidas.

d.
X =10 | =3 | =2 | =V |0 1] 2Z|[30] 180
h
2
Tabla 26
b.
i I—iOD =10 =2Z [ =1 |0 7T [-Z |7 | 100
E==otital
.X'_1 |
X
Tabla 2.7

o Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

& Escribe sus intervalos de crecimiento y decreci-
miento, y las coordenadas de sus maximos y mi-
nimos relativos. Estudia su tendencia indicando
cuél es el comportamiento de la funcion cuando
x tiende a mas infinito y a menos infinito.

a. b.
Yt )
/1//:-/ 1
(T LAD 1 X 0 X
C. Figura 240 o Figura 241
Y Y

Figura 2.42

~
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6 Funciones pares y funciones impares

Saberes previos

Traza la grafica de f(x) = x%, halla
f2) y (=2} (=3) y fB) fl—=m) y
flm). Compara los resultados de
cada pareja y escribe una conclu-
sion respecto a lo obtenido.

: Una de las técnicas para graficar
: una funcién se basa en observar si
: conserva alguna simetrfa, como la
grafica que se muestra en la Figura
¢ 244,

Figura 2,44

.« ;Como se puede analizar la sime-

tria en esta funcion?

........................................

Conoce

Al observar la grafica de la Figura 2.39, se puede ver construida la rectay = —x.
Esta recta se comporta como un “espejo” para la funcion, de tal manera que si
se grafican puntos en el intervalo [0, +2), la parte de la funcidn que esta en el
intervalo (—%, 0) puede encontrarse reflejando los primeros puntos dibujados.

Algunas funciones cumplen estas propiedades de verse “simétricas” con res-
pecto a alguna recta que hace las veces de eje de simetria.

Una funcion es par si para todo x en su dominio se cumple que f{—x) = f(x).

Unafuncionesimparsiparatodoxensudominiosecumplequef(—x) = —f(x).

Graficamente una funcion par es simétrica con respecto al eje Y. De igual for-
ma, una funcion impar es simétrica graficamente con respecto al origen del
plano cartesiano.

Sif(x) = x* — 1se observa que

fi=x)=(—xP—-1=x—1.

Es decir que f{—x) = f(x), en conclusién, f es una funcién par.
Sig(x) = x* + x, se tiene que

g% = (=X + (—X) = =% —x = —(¢ + %) = —g(¥).

Es decir que g(—x) = —g(x), en conclusion, la funcién es impar.
Si h(x) = x + 3 se observa que

h(—x) = —x + 3y que esta expresion no es ni h(x) ni —h(x), por lo tanto,
la funcién no es par ni impar.

Las funciones de las Figuras 2.45 y 2.46 son impares.

v\ i A

\
\

(a)

fl=a)

Figura 2.45 Figura 2.46

En ambas graficas, se observa que el punto (4, fla)) y el punto
(—a.f(—a)) equidistan del origen, asf que la rectay = —x es un eje de sime-
tria y, por lo tanto, las funciones son impares.

MATEMATICAS £ LAROLSSE
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Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Evalla las siguientes funcionesenx = 4y x = —4,y
A determina cuales son pares y cuales no.

2. 00 = b. f(x) = x4
Cf)=5-3¢  dfl)=x+2x%-3

ef)=TH=3 [fe)=7+2

e Explica por qué las siguientes funciones no son pa-
& res.
a. fx)=x+3
c f(x) =3+ 4x

Il

b. f(x)
d. f(x)

3%
J2x

Razonamiento
o Determina si la funcién de la Figura 2.47 es par.

ik |

SEEtRRnsias

Fgura 2.47

Modelacion
o Traza las graficas de f(x) = |x| — Ty g(x) = |x — 1|,

=y determina cuél de ellas corresponde a una fun-
cion par.

Comunicacion
o Explica por qué la Figura 2.48 representa una fun-
# cion par.

Figura 2.48

La funcién representada en la Figura 2.49 se deno-
& mina funcion idéntica. Escribe dos razones de por

qué es impar.

Figura 2.49

Resolucion de problemas

o Analiza la gréfica de la Figura 2.50. ;Representan una
& funcion par o impar? Justifica tu respuesta.

[ T ok [T 1

]

<y

Y[

Figura 250

Evalvacion del aprendizaje

0 Analiza la grafica de cada una de las siguientes
& funciones e indica si son pares o impares.
a f(x) =x b. f(x) = —5x + 1
c )= i d f) = 3
XNx —1 5 43
1 =X =l i s @ To
k e. f(x) 2 f) -

Concentracion hormonal
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Funciones periddicas

Saberes previos

Supdén que te subes a una rue-
da panoramica de un parque de
atracciones. Explica como varia
tu posicion si das cinco vueltas
completas. Traza una grafica que
muestre tu posicion desde el co-
mienzo hasta que acabes de dar
las cinco vueltas.

El electrocardiograma (ECG) es
una prueba diagnostica que evaltia
el ritmo vy la funcién cardiaca a tra-
vés de un registro de la actividad
eléctrica del corazén.

Figura 251
» ;Como se interpretan las image-
nes en un electrocardiograma?

FrssssnsssessnantssasutaniaRERERRREREES

Hay situaciones de la vida cotidiana que funcionan teniendo en cuenta di-
ferentes periodos. Por ejemplo, los latidos del corazén llevan un ritmo cons-
tante que les permite ser medidos e interpretados en un electrocardiograma.
Por ejemplo, si se interpreta la imagen de la Figura 2.51 se identifica que cada
cierto periodo de tiempo se da un latido, que son los picos mas pronuncia-
dos en ella. Este tipo de comportamientos corresponden a las denominadas
funciones periddicas.

Una funcion f de variable real es periddica, de periodo T, si cumple dos
condiciones:
i.x + T esta en el dominiodefy

i fox + T) = f(x)

Si se conoce la gréfica de la funcion en un intervalo de amplitud T, se puede
construir toda la grafica trasladando la parte conocida tanto a la derecha como
a la izquierda por todo el dominio de f.

Ror RN ¥
L& a4 ) f

La grafica de la Figura 2.52 corresponde 4+

a una funcion que se repite en interva- A

los de 4 unidades, por lo que el periodo 5 .

esT =4,

Figura 2.52
Fiemplo

La grafica de la Figura 2.53 no parece tener un periodo definido, pero al re-
presentar mas valores de su dominio es evidente que se trata de una funcion
periodica (Figura 2.54).

AN A
\/\/\j; \/\/YX

Figura 253
Y
A A Al AA {\ AN ﬂ“!f\/\ N an {\ AN f\f\.{\x.r
Vika" U VA, U vvvvvav Vv U AR ViR V VA

Figura 2.54
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Pensamientos variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderng )

La funcion parte decimal o mantisa es aquella que a cada niimero x le asigna
su parte decimal. Se representa algebraicamente por f(x) = x — [x] y gra-
ficamente como se aprecia en la Figura 2.55. Esta funcidn se repite en cada

unidad, por lo que, su periodo es 1.

///////OJL////////X’

Figura 2.55

La gréfica de la funcién f(x) = x + 1 — [x] se obtiene trasladando la grafica
anterior una unidad hacia arriba, pero esto no afecta su periodicidad.

//////4"////////
L x

Figura 2.56

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

| e |

o Encuentra el periodo de la funcién f(x) = %]

@ La funcidén parte entera, notada como f(x) = [x]
es aquella que a cada nimero x; le asigna el mayor
numero entero menor o igual que él.

o Identifica el periodo de las funciones representadas
& en las figuras 257 y 2.58.

a. vt

\

P

552
<

Figura 2.57
b. ¥
1
0] 1 X
Figura 2.58
Comunicacion

Explica como cambiarian el periodo y la grafica de
& ® f(x) = 2x—[x]conrespectoa la funcién parte entera.

Resolucion de problemas

o Una funcion f(x) asocia a cada nimero real su parte
& decimal. Por ejemplo: f(2,6) = 06; f(24,2) = 0,2.

a. Dibuja su grafica.

b. jEs periodica? En caso afirmativo indica su
periodo.

Evalvacion del aprendizaje

0 Observa la gréfica de la Figura 2.59.

W . Siesuna funcién periodica, indica su periodo.

b. ;Qué valor toma la funcién cuando x es par?
;Y cuando x es impar?

c. Determina el valor de la funcién para x = 10,
X=ANyx=40yx =57

b. ;Qué puedes decir de las imagenes de la fun-
cion parax = 0,5; 1,5 y 22,57 Explica.

AR

Figura 2.59

\ .




Pensamiento variacional

8  Funcién exponencial

Saberes previos

La Figura 2.60 muestra la grafica de la funcion f(x) = (1,5) mientras que la Ta-
bla 2.8 muestra su comportamiento. En este caso, al ser x el nimero de meses,
toma valores mayores o iguales que 0.

Observa la secuencia y escribe los
siguientes tres términos:

4,16, 64...
Miles ¥
de pesos e Caracteristicas de f(x) = (1.,5)"
-- CL 1 — // Dominio: R *U {0}
Cierto banco paga un interés zzs.// Rango: [1, »)
: compuesto, expresado como R Pasa por (0, 1)
¢ fix) = (1,5) a las cuentas ordina- S T No corta el eje X
: rias, por cada $ 1 000 de ahorro s X Es creciente
: que permanece en la cuenta du- g N NE T : Tabla 28
: rante x meses. Fiura .60

En general, la grafica de la funcién f (x) = a* depende del valor de a:

: « Si @ es mayor que 1, la gréfica de la «Sigestaentre 0y 1, la gréfica de la
: funcion es de la forma: funcién es de la forma;
: Y Y
E a=1
1 0<a=<1
: o ;Cudl es el comportamiento del —// = a-N -
- : , . 1 | | i | | | |
T T T T T T

:  interés compuesto en este tipo 1 To ! LT hile 1 ]
:  de cuenta durante la permanen-
- } ,

cia de cada $ 10007 Figura 261 Figura 262

SREANE BRI AVA R Ll L La funcion es creciente en todo su La funcién es decreciente en todo su
dominio. dominio.

Un caso particular de funcion exponencial es cuando la base es el nimero irra-
cional e = 2,718281828459... que aparece en multiples investigaciones.

La Figura 2.63 muestra la gréfica de la funcién exponencial natural f(x) = e*y
la Tabla 2.9 resume sus caracteristicas.

f(x) = e  Caracteristicas de f(x) = e*
Dominio: R

Rango: R*

Es creciente en todo su
dominio (e > 1)

Pasa por (0, 1)

Nunca corta el eje X

s e Tahla 26
Figura 2.63 fabla 2.9

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamientos variacional

'%i Realiza todas las actividades en tu cuaderno ‘}

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Completa la Tabla 2.10 evaluando la funcion en los
@ valores dados. Usa una calculadora.

ool —3 | 0 |05| 3| 5

5)
3 Tabla 210

; - N G feny
Describe las caracteristicas de la funcion [5] :

Razonamiento

o Marca verdadero (V) o falso (F), segtin la igualdad
& sea correcta o no.

| &= 9_ ;
b.3-3 =3+
c3-¥=3
d.37 = (3"

Modelacion

o Relaciona cada funcion con su gréfica.

Aaf)=-02QF bf)=2" cflx)=2
Y
t % gura
i 4 Y | | /| x
. + o : . i
X
b Figura 2.6

®
Ejercitacion

° Completa cada tabla. Luego, traza la grafica aproxi-
& mada de la funcion.

a. f(x) =e"
Bl 3| 2 |-1/0|1|2]|3]|4
fx) 0,14 i 20,1
labl
b.f(x) = —e*
B 3 | —2|-1/0(1] 2 |34
Jfe) | —005 | ~74

Tabla 2.13
Razonamiento

o Marca Si o No, seguin si cada afirmacion es correcta
& oincorrecta. Justifica tus respuestas.

a. La funcion exponencial natural
es una funcion creciente. St N6

b. La funcion exponencial natural

nunca corta el eje Y. Si No
c. Enlafunciénf(x) = e,

todas sus imagenes son

negativas. S No

d. La funcion exponencial natural
siempre pasa por el punto 1, 0. Si No

Evalvacion del aprendizaje
.

.
o Las siguientes son las graficas de [EJ L2y 2
o

Figura 2.67
a. ;Cudl letra identifica la grafica de cada una de
las funciones?

b. Describe las caracteristicas de cada funcion.

=1



Saberes previos

iCuantas veces debes multiplicar a
3 por si mismo para obtener como
producto 243?

om

En una cooperativa se ha calcula-
do que la funcion que establece
el tiempo que debe permanecer
ahorrado un capital, para que
cada $ 1000 adquieran cierto valor
final, es: f(x) = log, x donde f(x) es
el tiempo en anos y x es el monto
final deseado.

Pensamiento variacional

« ;Cuanto tiempo debe transcurrir
para que $ 1000 se conviertan en

$10000?7
: & y=x
4 o Flx
17 fix) = log, x
14 -
.4 7 O T | L X
—1 @ ! {
_]1 + 1

52
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9  Funcién logaritmica

En este caso, la funcion f(x) = log, x es una funcién logaritmica cuya base es
10.

En general, una funcién logaritmica con base a asigna a cada nimero real x
el exponente y al que debe ser elevado a para obtener x, es decir, si y = log x,
entonces @’ = x.

Por ejemplo, si y = log,8, entonces y = 3, porque 2° = 8.

De esta manera, el tiempo de depdsito para que cada $ 1000 se conviertan en
$ 10 000 es: f(10 000) = log, 10 000 = 4 afos.

En la grafica de la funcién logaritmica f(x) = log_x se presentan dos casos:

- Siag > 1, la funcion es creciente. «Si0 < g <1,lafuncion es decre-
ciente.
Y Y
T fix)=log, x i
1 4
e 144
#" L | | ! | X N b | [l L | A
0 [5) r__\ T T T T T T
_1__.1 vE- e 1 '\\\
:j : x““a_ﬂ___ﬂ_ﬁﬁf_fx] = Iog_!x

Figura 2.68 Figura 269

x 025 05 1 4 8 x 025(05 |1 |4 |8
fo)=logx| -2 -1 0 2 3 fE=lgyix 2 1 |0 -2-3
abla 2.14 Tabla 2.15

Se le llama funcion logaritmo natural que se escribe como In(x) al logaritmo
que tiene de base el nimero e. Su grafica se muestra en la Figura 2.70.

1Y Algunas propiedades de la
J: P P funcién logaritmo natural
| In1=20

1 // Ine=1

T = Ine"=n

J/I L | 1 Il | | L X
1o /,/‘1 S T T A A A Inx - y) =1In(x) + In(y)
{ In(i‘]zm ) = In ()

Inx"=n-In(x)
fabla 2.16
La funcién logaritmica con base a es la funcion inversa de la funcion expo-
nencial con base a, de modo que la grafica de f(x) = log x se obtiene reflejando
la grafica de f(x) = a" con respecto a la recta y = x. Por ejemplo, las funciones

fix) = log x y f(x) = 3" son inversas como se ve en la Figura 2.71.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamientos variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Relaciona las expresiones equivalentes.

83 ,32=9 log 100 = 2
b.[5°=25 log 32 =75
c.\|3¥=27 log, 9 =2
d 4=16 log, 16 = 2
e. 22=132 log, 243 =5
f. 5*=125 log 10000 = 4
g 3°=243 log & ;E =
h. 10 = 100 log, 25 =
i. 10" = 10000 log, 125 =3
j (%)gz %6— log, 27 =3

Ejercitacion
o Completa cada tabla de valores y traza la grafica de
.1 lafuncién correspondiente.

a. f (x) = 5log, x

= J_ J_ 1 2 4 8 16 32
& 4 't 2 "
fx) —10 25
Tabla 217

b. f(x) = —2log, x

ol | ) 13| 9 |77|81 |43
9 3
fx) 2 —8
Tabla 2.18

o Grafica la inversa de la funcion de la Figura 2.72.
- v

=+ s y=x

-+ fix)=log; x

& Figura 2.72

®
Determina si las siguientes afirmaciones son verda-
& deras Vo falsas F. Justifica.
a. La funcion logaritmica es la inversa de la funcion
exponencial.
b. No existen logaritmos de nimeros
negativos.
c. Las graficas de las funciones exponencial
y logaritmica son simétricas.
o Explica cémo es posible obtener la grafica de fa par-

& tir de la curva definida por y = In x. (Sugerencia:
aplica primero las leyes adecuadas de los logarit-

mos.)
a.fix)=Ine b.fix) = VX*+1
¢ fix) = Inx dffo) =In —

ef)=In—=1)—=InG*+1)Ff fix)=Inx?

= IX4—4)= ~In ﬁv+\/x2—4l
Evalvacion del aprendizaje
-

0 Existen calculadoras que no tienen la tecla log, x,
& pero si tienen log x y In x. Para este caso, y si se
necesita hallar el logaritmo en una base dife-

rente a la 10 y e, podemos utilizar la relacién
log x In x

log, ¥=——= . Completa la Tabla 2.19

log a Ina
con ayuda de una calculadora. Utiliza una aproxi-

X
o Demuestraqueln (?
>

macion de 3 cifras decimales.

xlg;.i.i..s_z.lt
log x
Inx
log, x
3

Tabla 2.19
Traza el bosquejo de cada una de las graficas de
las funciones log.x, Inx y Iog x y escribe todas sus
caracteristicas.

53



= et

10_ Construccion de funciones por traslacion y dilatacion

Si dibujas la gréfica de una fun- Es posible generar técnicas para graficar y analizar funciones a partir de otras
cion y la proyectas sobre el tablero funciones ya conocidas. Dos de estas estrategias son la traslacion y la dilata-
para ampliarla y explicarsela a tus  cion de funciones.

companeros, ;qué propiedades

Por ejemplo, para el caso del tiempo de duracion de los dispositivos eléctricos
cambian y cudles no?

se tiene que la grafica verde es una traslacion vertical de 0,1 de la gréfica roja.
Esto indica que el dispositivo descrito por la grafica verde tiene mayor capaci-
dad de almacenamiento en la tercera hora de funcionamiento.

Pensamiento variacional

Analiza : . ! . i ;
- A partir de lo anterior se puede afirmar que la diferencia mas notoria entre los
: El tlempo de duracion de dos dis- dos dispositivos es su capacidad de almacenamiento en la tercera hora.

positivos eléctricos y su capacidad

: de almacenamiento se muestran
: en las siguientes graficas. 10.1 Traslacion

Una funcion se puede trasladar en el plano vertical u horizontalmente.

y
Dada una funcién f(x) y un nimero real p, se dice que y = f(x) + p es una
traslacion vertical de f(x).
054 * Sip >0, la gréfica de f(x) se traslada en el plano p unidades hacia arriba.
5] 0I5 « Sip <0, la grafica de f(x) se traslada en el plano p unidades hacia abajo.

Figura 2.73

« ;Queé diferencia hay entre los

; = En la Figura 2.74, g y h se obtienen a partir de f por una traslacion vertical.
dispositivos presentados?

Para obtener la grafica de g la grafica de f se traslada verticalmente hacia
arriba (dos unidades); para obtener la gréfica de h, la gréfica de f se traslada
verticalmente hacia abajo (tres unidades).

N g
gkx) =flx) + 2 h(x) =fix) — 3
f
3 /\ | Dada una funciéon f(x) y un nimero real p, se dice que y = f(x + p) es una
Y1 : A traslacion horizontal de f(x).
* Sip >0, la gréfica de f(x) se traslada en el plano p unidades hacia la izquierda.
* Sip <0, la grafica de f(x) se traslada en el plano p unidades hacia la derecha.

En la grafica de la Figura 2.75, g y h se obtienen a partir de f por una traslacion
horizontal. Para obtener la grafica de g se desplaza la de f dos unidades hacia

Y
Wm/‘\ la izquierda, y la de h se obtiene desplazando la de f tres unidades hacia la
! derecha.
(@)
g |f h

. g0 =fix +2) h) = fix — 3

Es importante aclarar que en algunas ocasiones no resulta sencillo identificar
' cual es la funcion original que se debe trasladar, por esta razén lo mas impor-
'gura 215 tante es analizar qué técnica se debe usar para graficar.

54
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10.2 Dilatacion y contraccion

Dada una funcién f(x) y un nimero real positivo k, se dice que kf(x) es una
dilatacion o una contraccion vertical de f(x). Si k > 1, la grafica de f(x) se
contrae verticalmente; si 0 < k < 1, la gréfica de f(x) se dilata verticalmente.

En la Figura 2.76, g y h se obtienen a partir de la funcion f contrayendo o
dilatando su gréfica en sentido vertical.

806) = 2f(v he) = 5 )
Si a(x) = 2x, g se escribe como la composicion de las funciones
gx) = (a°f)) = alftx)] = 2fx).
Como el factor que aparece en a es mayor que 1, la grafica se contrae.

Sib(x) = X la funcidn h es la composicion de las funciones

hx) = (b f)(x) = blfix)] = 7 fx)

El factor que aparece en b es positivo y menor que 1, asi que la grafica se
dilata.

Dada una funcion f(x) y un nimero real positivo k, se dice que f(kx) es una
dilatacién o una contraccion horizontal de f(x). Si k > 1, la gréfica de f(x)
se contrae horizontalmente, pero si 0 < k < 1, la grafica de f(x) se dilata
horizontalmente.

En la Figura 2.77, g y h se obtienen a partir de f contrayendo o dilatando su
grafica en direccion horizontal.

gx) = f(2x) h(x) = f[%]

Como el factor que determina el valor de a es mayor que 1, la grafica se
contrae. Como el factor de b es positivo y menor que 1, la grafica se dilata.

Las parabolas de la Figura 2.78 no se han trasladado ni horizontal ni vertical-
mente; asi que sus graficas son el resultado de dilataciones o contracciones
dey = x*yy = —x, respectivamente. Los factores de dilatacién o contrac
cién no pueden determinarse a simple vista, pero es claro que hay valores
positivos menores que 1y positivos mayores que 1.

Pensamiento variacional

QH

f

AN/

O 1 X
YI
g f h
ol 1 X\
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laciona

Pensamiento vari

Construye familias de parabolas usando el software GeoGebra

Observa el procedimiento para graficar las funciones:

y=x
y=x*+3
y=x'—4
y=K—3y—4
y=Kx+2P+5

Primero digita en la barra de formulas y = x% A
continuacion selecciona del menu de preferencias
estas opciones:

@ Vista Grifica

Visualiza la cuadricula y cambia de color el
rrazo de la primera funcién. Para ello, ubi-
cate en la ventana de férmulas y seleccio-
na con el cursor la expresion que acabaste de
digitar.

Luego digita en la barra de férmulas las dos fun-
ciones siguientes. Cuando digites la primera obser-
va detenidamente el cambio que sufre la funcién
y = x%. Ahora cambia el color de cada una de las
nuevas funciones.

Luego digita las dos dltimas funciones. Ten en
cuenta que al presionar la tecla Enter, en la barra de
formulas, va a aparecer la expresion desarrollada y
no la que digitaste en la barra.

Para visualizar mejor este cambio, marca las funcio-
nes de color rojo y verde, y asi desapareceran de la
visualizacién de la pantalla.

Paralasdosnuevasfunciones, ingresanuevamenteal
menU Objetos y busca la opcion Estilo/Estilo de trazo,
y selecciona la linea discontinua.

[ 745004 N -

b Vil Algedraics
Conicy
s gy=a'

= ___' Vi Gratca

Eretrada 1 @
Rl ~ LB OO et & 3:
» Wista Algelsaics =Y Vista Grahes | =
: :r:.\r - |I| /
:::-;' :'-%I IH * 1{
-y« S \.,\ /
e
a, /
\ T/
‘\_\ o %
\ e W
\"a /
+ 4 L] ) ] . L) L]
Eneradda s @
AP OO LN - o
-_::a:.nuu s b Viia Geifica . S / || -l
s ey-ut \ |
j 'E":::I --..? -l: ! ll' \ 1 I |/
\ \ /
\W\ 1/
\\ f z
\//
\ o /
\\: ‘I/
3 v ] T ' i ]
2
Tatrada t @
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Pensamiento variacional

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

guientes funciones.

a.g)=f)+4y  hl)=f(x)—1

b.glx) =flx+4) y  hx)=flx—1)
=30 v AW =3 f

dg)=fG3) y hx)=tf [%]
y
| f
» X
o 1 -
|
Figura 2.79
f1y
1 \ |
@] & ~
Figura 2.80

Resolucion de problemas

a y

l Figura 2.81

o Observa la grafica de f (Figura 2.79 y Figura 2.80).
® Lluego esboza en cada caso las graficas de las si-

o Identifica en cada caso la expresion correspondien-
& rteacadaunade las graficas de las figuras 2.81a 2.83.

Figura 2.82

Figura 2.83

Evalvacion del aprendizaje

o Analiza la grafica de f(x) = x’ y dibuja las graFcasw
#& de las siguientes funciones utilizando traslaciones
dilataciones y contracciones.

a. a(x)=x2—4
()
)—x2+2x

de(x) XX —4x+ 4= (x—2)

o Escribe la formula de la funcion resultante cuando
& la gréfica de f(x) = x* se transforma en cada caso.
Luego elabora su grafica.

a. Sube tres unidades y luego se desplaza otras
tres a la derecha.

b. Baja una unidad y luego se desplaza dos hacia
la izquierda.

c. Baja dos unidades y luego se desplaza cuatro a
la derecha.




[

Saberes previos

;Por que crees que las ventanas
enmarcadas en metal necesitan
espaciadores de goma? ;Qué ocu-
rrirfa con ese tipo de ventanas si
hace mucho calor y no tuviera
espaciadores?

Pensamiento variacional

Y hnaiza

: A un cuerpo que lleva una velo-
cidad de 3 m/s se le imprime una
aceleracion constante de 0,1 m/s%

» ;Qué velocidad lleva el objeto
después de 30 segundos?

58

11 Variacion lineal y exponencial. Razén de cambio

La velocidad final v, de un objeto en funcion del tiempo al que se le imprime
una aceleracion constante a cuando parte desde un punto con una velocidad
inicial v,, viene dada por la expresion: v, =at + v, donde la constante a es la

pendiente de unarectay b = v, es su ordenada en el origen.
Asi,como v, = 3m/s,a = 0,1 m/s’y t = 30 s, entonces:
W= 01m/s?(30s) +3m/s=3m/s + 3m/s =6m/s.

Asi, el objeto lleva una velocidad de 6 m/s después de 30 s.

11.1 Variacion lineal

Dos variables estan relacionadas por una variacion lineal si su gréfica es una
linea recta que no pasa por el origen de coordenadas, es decir el punto de
partida de una relacién que es una variacion lineal es un punto (0, b).

Siy es la variable dependiente y x la variable independiente entonces y y x estan
relacionadas con una variacién lineal si se cumple que y = mx + b donde m
representa la constante de variacion lineal o pendiente de la recta y b corres-

ponde a la ordenada desde la que parte la recta.

La grafica de una variacion lineal es una linea recta y la constante m se cal-
cula a partir de las coordenadas de dos de sus puntos (x, y.) y (x, y,) ast:

Y, = 4
M= v =%
X2 X1

La longitud L de un resorte varia linealmente con respecto a una masa M
que se suspende del extremo del resorte. En la Tabla 2.20 se muestran los
datos de dicha variacion y la gréfica, que corresponde a una variacion lineal,
se presenta en la Figura 2.84.

L(em) M (kg) ¥
0 L=5u+2 T

0,2 =i

0,4 - =

06

08 I
1 ¥

12 —*

1,4

16 o —
1.8 Masa (kg)

2 Tabla 220 Figura 2.84

L {em)

o Do NN s W

Para calcular la pendiente, podemos tomar dos puntos como (04; 4) y (1,6; 10):
_ 10kg—4kg _ 6kg
T 16cm —04cm  12cm

De otra parte, la ordenada en el origen es b = 2, asi que la variacion que

muestra la relacion entre la longitud del resorte L y la masa M que se le sus-

pende en su extremo viene dada por la expresién: L = SM + 2.

= 5kgf/cm

MATEMATICAS © LAROUSSE
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11.2 Variacion exponencial

Se denomina variacién exponencial a aquella situacion que se presenta
cuando una cantidad y = f(x) varia con respecto a otra cantidad x mediante
la siguiente expresion: f(x) = ka*, donde k es considerada como el valor inicial
de f(x) y a como una constante que define el crecimiento de la misma, razon
por la cual se dice que f(x) varia de una forma exponencial con respecto a x.

En el afo 2011 la poblacion mundial era de casi 7000 millones de personas
con una tasa de crecimiento relativa de 2,56% anual. Si la poblacién contintdia
creciendo a este ritmo, es posible determinar cuantas personas poblaran el
mundo mediante la funcion: P(t) = P_e***** que muestra la variacion expo-
nencial de la poblacion mundial con respecto a t.

Asi, P(10) = 7000e™%6 ~ 9 024,20 millones de habitantes.

11.3 Razon de cambio promedio

La razon de cambio promedio se refiere a la medida en la cual una variable
se modifica con relacién a otra.

La grifica de la Figura 2.85 muestra la cantidad de peces en un lago después
de haber introducido 800 especimenes.

La razén de cambio entre los meses 10 y 30 esta dada por:

Cambio en poblacion 5600 peces — 1000 peces
Cambio en tiempo 20 meses

Razdn de cambio promedio = =510 peces/mes

11.4 Razon de cambio instantanea

La razén de cambio instantanea de una funcién en un punto A, se refiere a la
rapidez con que la pendiente de una curva cambia en determinado momento.

Una empresa libera toneladas de un quimico en la atmdsfera para combatir
el smog; estas se calculan mediante la funcion f(x) = 0,2x* + 2x, donde x es
el tiempo, en horas.

La razén de cambio promedio de liberacién de la sustancia quimica para los
lapsos de 8,0001 a 8,00001 y 8,00001 a 8000001 son los que se indican debajo
de la grafica de la Figura 2.86.

A medida que los intervalos de tiempo sean tan pequefios como se quiera,
la razén de cambio promedio esta cada vez mas "cerca” del valor 5,2 (tone-
ladas). Este valor corresponde a la razon o liberacion de cambio instantanea,
del quimico, parax = 8.

Pensamiento variacional

Poblacion (en cientos de peces)
¥

56001

1 000+

o 10 20 30
Tiempo (en meses)

Figura 2.85

28,80052 — 28800052

80001 — 800001 190

28,800052 — 28,8000052

00007 — 8000001 > 1297
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Pensamiento var

o

e

laciona

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Un movil aumenta su velocidad a medida que pasa
&1 el tiempo como se indica en la Tabla 2.21:

e o | 1 | 2 | 3 | 4| 5

umfs) 1 3 S

9 1
Tabla 221

a. Halla la pendiente de la recta que describe esos
puntos y explica a qué corresponde.

~

b. Explica desde el punto de vista fisico qué indica
la ordenada en el origen.

¢. Escribe la funcién que relaciona a t con v.

d. Traza la grafica de esa funcion.

e. ;Cual sera la velocidad del movil a los 13 segun-
dos si se sigue desplazando de la misma forma?

o Un objeto es desplazado x metros cuando se le apli-
2l can diferentes fuerzas F sobre él, segiin se observa
en los datos de la siguiente tabla:

W 6 4|20

ﬂ 0 1 2 3 Tabla222

a. {Corresponde ese modelo a una variacion lineal?
Explica.

b. ;Que ocurre a medida que la fuerza que se le
aplica al objeto aumenta?

¢. ;Cudl es el valor de la pendiente? ;Cudl es su
signo? ;Qué indica ese signo?

d. ;Qué fuerza debe aplicarse sobre el objeto para
que se desplace 1,5 m?

e. Si al objeto se le aplica una fuerza de 3 N, ;cudl
serd su desplazamiento?

Modelacion i

o La grafica de la Figura 2.87 represen- ~ [km
& taladistancia a la que se encuentra
una persona con respecto a otra en
relacion con el tiempo transcurrido.

°EI carbono 14 (G-14) es un

Explica en tus palabras como varian , h X

las d ri resentadas.
0s variables representadas Figura 287

—
Razonamiento

o Clasifica las variaciones que se representan en la Fi-

@ gura 2.88 como lineales, exponenciales o ninguna
de estas. Justifica tu respuesta.

da. Y b
: X X
a 1 1
& d.
Y) ¥
i /
X 1
-—.-:.ﬁo—’-—H—- o X
" Y Figura 2.88
! X
1
\-_.

Resolucion de problemas

o Un cultivo de bacterias se duplica cada hora. Si ini-

@ cialmente se cuenta con 30 bacterias, jcuantas bac
terias hay al tiempo x?

o En 1980, la poblacion estimada de cierto pais era de

@ 357 millones, y creci6 a una tasa de alrededor del
20% anual. La poblacién N(t), t afios més tarde se
calcula con la expresion N(t) = 651°0%1,

;Cual era la poblacion de este pals en el afio 20007

@ elemento que se utiliza para
conocer la edad de fosiles.
Si el hueso de un animal
encontrado cuando estaba
vivo constaba de m gramos
de ese elemento cada 5730 o
anos esa cantidad se reduci-
ra a la mitad de lo que habia
cada vez. Encuentra la for-
mula que indica la cantidad
en gramos que queda de
C14 después de x periodos
de 5 730 afos.

MATEMATICAS 1 LAROUSSE
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Modelacion

o En la Tabla 2.23 se consigné la informacién con res-

@ pecto al numero total (acumulado) de personas,
N(t), de una ciudad que contrajeron Zika en los t
primeros ocho dias del mes de agosto.

S 1 | 2 (3|4 |5 |6 | 7|8
N) 20 80 140 220 230 245 247 250
Tabla 223
a. Representa graficamente estos datos.

b. ;Cudl es la tasa de variacion media de N(t) entre
el segundo y el cuarto dia?

c. ;Entre qué par de dias consecutivos se registro la
mayor tasa de crecimiento de la enfermedad?

d. ;Cual es la tasa de variacién media de N(t) entre
el octavo y noveno dia?

Ejercitacion
o Un objeto cae desde una altura de 50 metros. Si la
@ caida esta descrita por la funcion f(t) = 5,1t%, donde

f(t) se mide en m, jcudl es la rapidez promedio del ob-
jeto durante los dos primeros segundos de la caida?

Comunicacion

@ Un globo asciende verticalmente, después de x ho-
@ ras una altura f (en km) con respecto al suelo dada
por la funciéon f(x) = —2x* + 4x.

a. Traza un esbozo de la
grafica de la funcion.
;Sube indefinidamente
el globo? ;Por qué?

b. ;Cudl es la velocidad
instanranea exacta-
mente media hora
después que inicio su
ascenso?

0 Andrés corre en pruebas de velocidad se mue-
& ve en linea recta de acuerdo con la expresion
S = t?+ 3t — 2. Para poder representar a su pais en los
Juegos Olimpicos, debe alcanzar a los 4 segundos de
haber iniciado su recorrido desde velocidad cero, una
velocidad de 11,2 m/s. ;Puede Andrés representar a su

pais en los Olimpicos?

Pensamiento variacional

@ Realiza todas |as actividades en tu cuadermo |

@ Una epidemia de una extrafa enfermedad azota

& unaciudad y los médicos estiman que las personas
enfermas en un tiempo x (medido en dias desde el
principio de la epidemia) esta dado por la funcién:
fix) = —x* + 60x’.
;Cudl es la razon de propagacion instantanea de la
epidemia para x = 30 dias?

Resolucion de problemas

@ Un edificio habitado por 50 personas tiene una re-
& serva de agua portable de 120000 litros. Cada per-
sona utiliza 80 litros de agua diariamente para sus
necesidades basicas pero el sistema de tuberias se
dana con el tiempo y ocasiona fugas de agua po-
table, ademas de la evaporacion natural. Se calcu-
la que el volumen de agua que fluye de la reser-
va diariamente se puede calcular con la férmula:
V' = 4000t + 0,05 t* donde V es el niimero de litros
de agua y t es el tiempo medido en dias. ;Con qué
rapidez disminuye el volumen de agua a los 25 dias?

Evaluacion del aprendizaje

o Un vendedor de celulares gana un salario bésico
& de $ 800 000 y recibe una comision de $ 20 000
por cada celular que venda.

Elabora una tabla que muestre cuanto dinero re-
cibe en cada uno de los meses de enero, febrero,
marzo y abril si cada uno de estos meses vendio
120, 85, 215 y 201 celulares, respectivamente.

;Corresponde esta situacion a un modelo de va-
riacion lineal?
o Marcela diluyd una botella de un compuesto qui-
& mico agregando agua hasta llenar la botella cada
vez que ésta se encontraba a la mitad de su nivel.
Realizd esto cinco veces revolviendo el contenido
perfectamente después de agregar agua. Si el con-
tenido de la botella tenia inicialmente una concen-
tracion del 16%, jcudl es la concentracion del com-
puesto al final?

@ Un modelo de poblacion de una cierta especie de

# ave predice que después de t meses, la poblacion
sera P(t) = —0,5t% + 56t + 43 (en cientos de aves).
;Cual es la razén de cambio instantanea de la po-
blacion parat = 3 meses?
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12 Introduccion al limite de una sucesion

Saberes previos

Toma una calculadora y divide
secuencialmente a 1 entre 2, 3,
4,5y 6. ;Qué ocurre con los co-
cientes a medida que el divisor se
hace mayor?

Pensamiento variacional

Se inscriben poligonos regulares
en una circunferencia de radio r.

sesssssasnnnnnn,

« ;Qué ocurre con el perimetro de
un poligono con un gran nume-
ro de lados en comparacion con

: el perimetro de la circunferencia?

....... S nnmnmmmm T

" ,/ \, f \\
1 5]
/N
//‘ g . \

62

SiP esel perimetro del poligono regular de n lados inscrito en una circunferen-
cia de radio r, tantos mas lados tenga este, mas cerca estara su perimetro al de
la circunferencia. Esto definird una sucesién de los valores de los perimetros de
los poligonos respecto a su nimero de lados. (Figura 2.89)

12.1 Sucesion

Una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los naturales
y el cero o N U {0} y su codominio es cualquier otro conjunto de niimeros,
de figuras geométricas o de funciones.

Los llamados ntmeros triangulares: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, ... conforman

nin + 1)

una sucesion cuyo término general es x = ————= y cuya representacion
grafica se muestra en la Figura 2.90.

12.2 Limite de una sucesion

El limite de una sucesion es el nimero al cual se van aproximando los térmi-
nos de una sucesion cuando r se hace lo suficientemente grande. Si existe tal
valor, la sucesion es convergente y en caso contrario es divergente.

Si la sucesién a,_ converge a un valor L, escribimos: lima, = L

e
Donde a_ es una expresion o un criterio que permite determinar cualquier
término de la sucesion, conocido como término general. Para determinar
el término general de una sucesion, se debe encontrar, una expresion que
relacione el valor del término n-ésimo con el 0 y cualquier niimero natural n.

e 1 B - 1
Lasucesiona =1, —, -- CUYO término enésimo es g, = -, conver-

g}

2'3' 4 1

ge a 0, pues cuanto mayor sea el valor de n, el valor de o se aproxima a 0,
0

g 1
estoes: lim=— =
N—s3 1

" nin + 1) . ; ,
La sucesion b = B de nimeros triangulares es divergente, porque

cuanto mayor sea el valor de n, b_crece indefinidamente. Esto se indica me-
diante el limite im b, = +%

n=%

La sucesion ¢, = (—1), n cuyos primeros términos son —1,2, —3, 4, =5, 6,

... No es convergente ni divergente y se le denomina oscilante.

MATEMATICAS © LARDUSSE



MATEMATICAS € LARDLISSE

Pensamiento variacional

Realiza todas las actividades en tu cuaderno }

Actividades de aprendizaje

Comunicacion
o Clasifica como convergente, divergente o ninguna
.| deestas cada una de las sucesiones que se represen-
tan en las Figuras 291 a 2.94

a. a, b. 3
j ot
1 n
22 .
2 1 .
. n
Ol 5 +
Figura 2.91 Figura 2.92
C a, 1 d. a,
=TT
i 4! ! AN S RN
T n
or i
Figura 293 Figura 294

Ejercitacion
o Escribe los primeros diez términos de cada sucesion
.1 eindica si son convergentes.

a.a =3—5n !.'.~.a”=n+1
_2n—3 _n _

c.a”—w d.anw—3 +_:;
_— ae N

€. a” - 2 + 4 f‘ an 2n

g.a =8+ 02n hg= %

La =3"—1 Ja=2n+1

Razonamiento

o Analiza el valor de verdad de las siguientes afirma-
& ciones.

a. El limite de una sucesion cuyos términos son
todos negativos es —%,

b. Una sucesién con todos sus términos iguales no
tiene limite.

c. Sia partir de un término, todos los de la suce-
sién son mayores que un valor positivo cual-
quiera, la sucesion es divergente.

d. Una sucesion de términos decimales no puede
tener por limite un nimero entero.

Modelacion

o Observa y describe como se obtiene la sucesion de
& cuadrados de menor tamafio de un paso a otro.
I+
4

2 Figura 295
Pasos 123 ¢8|5
N. de cuadrados 1(4]|7[10]18
Longitud Longituddellado 1 1 1 1 1
del cuadrado mas pequefio 2 4 8 16
Tabla 224

a. jCuantos cuadrados hay en el décimo paso?

b. ;Cudnto mide el lado de cada uno de los cua-
drados mas pequefios en este paso?

¢. ;Es la sucesion del nimero de cuadrados con-
vergente o divergente?

d. ¢Es la sucesion de la longitud de los cuadrados
mas pequenos convergente?

Comunicacion

o Seaa,=0,a,=1a=ad _,+a . Loscinco prime-
) n n .‘I’ n—2

& ros términos de esta sucesion son:

a, =4 a= 1 a3=az+a1= 1+ 0=1,

a =a3+a2=1+1=2,

g.=d,+*a=2+1=3

Halla los siguientes cinco términos de la sucesion.

Evalvacion del aprendizaje

o De un material radiactivo se sabe que 1 kilogramo
& sereduce a la mitad cada ano.

a. Escribe la cantidad de material después de los
primeros tres anos.

b. ;A qué valor converge dicha sucesion?

c. Determina el afio a partir del cual la cantidad
de material restante es inferior a 1 gramo.

4



-

Concepto de funcion

Comunicacion

& nes

Practica mas

o Determina si las siguientes graficas describen funcio-

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

: o Dadas las funciones

. fix) = — yg(x) = ¥ — 4 halla el dominio y el
recorrido de cada funcion.
a. f(x) + glx) b. g(x) — fix)
c. fix) - g(x) d. fx) + g(x)

Composicion de funciones
Ejercitacion

o Representa las tres funciones y compara los domi-

o Halla el dominio y el recorrido de las siguientes fun- |

| ciones.
a‘ Y
‘|__
o[+
Flgura 2.9
b. Y
I1__ X

Operaciones con funciones

Ejercitacion

Halla las operaciones indicadas si fix) = x* + 2x vy

B gx)=3¢—xX
a. f(x) + g(x)
c. fix) - gx)

@® niosy los recorridos de cada una.

a. fix) =x*+x
gx) = 3x + 2¢
fix) = gx)

b. h(x) = x+2
k() =2x*+2
k(x) © h(x)

o Evalla, si es posible, los valores en las funciones.
® olf(~2)] glf(—3)) ey lfis)
1 ;
fx) = 5 yald =yax' —4

Funciones inyectivas y funciones inversas
Razonamiento

o Representa cada una de las funciones y determina si

b f0) + [0 — 0] |
d. () + g] = g0) |

A soninyectivas, Luego escribe los intervalos en donde
son crecientes y decrecientes.

a.flx) =3x+5 b. fix) =3x+ 2

¢ fix) = Xl d. fix) = x* — 2¢

+
© Dadafix) = 2"5 ¢
9 .

a. Halla su inversa.
b. Representa las dos funciones.

¢. Realiza la composicion entre las dos funciones.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Resolucion de problemas

Estrategia: Hacer una grafica

Problema
Analiza la funcién inyectiva f(x) = 3x + 1. ;Como se

relacionan graficamente la funcion y su inversa?

1. Comprende el problema

+ ;Qué informacién proporciona el enunciado?

R: La expresion algebraica de una funcion

« jQué se pide?

3. ” L Bt \
R: La relacion grafica entre |a funcion y st

2. Crea un plan

« |dentifica las propiedades de la funcion y evalia las
caracteristicas que debe cumplir para admitir inversa.
Traza las dos graficas en un mismo plano.

3. Ejecuta el plan

« Para encontrar la funcién inversa, se despeja x en la fun-

cion y se intercambia x con y.
y—1 i =1
T X luego la funcién inversaesy = -
« Graficamente se tiene:
1y
f(x)
y=x
24 Inversa de f (x)
X
2

Figura 2.100
R: La funcion y su inversa son simétricas con respecto a
larectay = x.

4. Comprueba la respuesta

« Verificaquefof'(x) = x.

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo |

Aplica la estrategia

o Observa la Figura 2.101 que corresponde a la

funcion fix) = \J1—2x.

i N

Figura 2.101
;Podrias determinar algunos puntos del plano y
trazar la grafica correspondiente a f~'(x)?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

c. Ejecura el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

6 La férmula que relaciona la temperatura en °F y
5 (0

— (=32
- F—2)

;Para qué temperatura la lectura es igual en las

°C esta dada por la expresion °C =

dos escalas?
o Dadas las funciones f(x) = x> — 1y
g(x) = J1— 4, jes posible calcular g(f(3))?

Formula problemas

o Escribe una funcion que tenga inversa y deter-
mina la expresion de esta Ultima.

Enriguece tu vocabulario

« Busca el significado de funcion inversa y fun-
cion reciproca y explica si son equivalentes.

)




Evaluacion del aprendizaje

Concepto de funcion. Dominio y recorrido
Razonamiento

o Escribe falso (F) o verdadero (V) de acuerdo con la
#& validez de cada una de las siguientes proposiciones.

VERDADERO/FALY

a. El nimero real x perteneciente al dominio de una
funcién f, recibe el nombre de variable depen-
diente. ()

b. El dominio de la funcion fix) = x* + x es el con-
junto de todos los numeros reales. ()

c. El dominio de la funcién f(x) = % es el conjunto
de todos los niimeros reales mayores que 0. ( )

d. El recorrido de la funcion g(x) = cosx es el mismo
de la funcion f(x) = senx. ()

e. El dominio de fix) = x* + x* + 1 es el conjunto de

todos los nimeros reales positivos. ()

Razonamiento

o Relaciona cada funcion con su rango:

- a. fix)=x+1 '—'7[%00)
b.fix) =x*—4 [0,1)U(1,%)
¢ f)=9—x [1, )
d.fix) = N+ 1 (—= 9]
e. f) =\47% [~4,%)

Modelacion

° La tarifa de un taxi en una ciudad es de $200 por
& bajada de bandera y por cada kilometro recorrido
$80. (GOLUGEN BE FRGBIES

a. Haz una tabla que exprese el precio del viaje seglin
los kilbmetros que se recorran.

b. Encuentra la funcién que relaciona los kilémetros
recorridos (x) y el precio del viaje (y).

c. Representa dicha funcion graficamente.
d. jCuél es el dominio de la funcion?

e. ;Cuadl es el rango de la funcion?

Resolucion de problemas

o Decide cual de las siguientes graficas corresponde a
#& una funcion. Determina su dominio y su recorrido.

(SOLUCION OF PROBLEMAS
a. 7 b. il
Il
t =— i ! |
;/-F X | x
Lt :
Figura 2.102 Figura 2.103
€5 v d. Y
.as Eanan
X X
a1 o
.'/.
.4
.-'/
Figura 2704 Fgura 2.105

Operaciones con funciones

Comunicacion

o Asocia cada funcion con su grafica.

& ACTIVIDAD DE RELACIONAR
ay=-3x+5 b.y=(x+ 2)
c.y=3x d.y= —dx
P
&) x—4
A. B. Y

21\ e
&) E
\
i\
Figura 2.106 Figura 2.107
Y
= I\ Y D.
AT
o 2 f X
[e]
Figura 2.108 $
Figura 2.109
E x 7
| X
ol 2
Figura 2.110

Composicion de funciones

Ejercitacion

o Dadasf(x) = 2x — 3y g(x) = %, halla:
a. f(g (0)) b. flg (—2))
c. g(f (5) d. fig (x))

MATEMATICAS £ LARDUSSE
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Resolucion de problemas

o La relacién entre la temperatura del aire T (en °C) y la
o altitud h (en metros sobre el nivel del mar) es lineal
para 0 < h = 20000. Si la temperatura a nivel del
mar es de 16 °C y por cada 5000 m de altitud que se
sube, la temperatura del aire baja 7 °C:
| SOLUCION DE PROBLEMAS

a. Expresa T en funcion de h.
b. Calcula la temperatura del aire a 15 000 m.

¢. Calcula la altitud a la que la temperatura es 0 °C.

Funciones inyectivas y funciones inversas
Ejercitacion

o Decide si la funcién f(x) = 2 inyectiva. ;Tiene
¥ inversa la funcion f? Si as, es gncuentra f 'y grafica

fyf™

Algunas propiedades de las funciones

en el mismo plano.

Resolucion de problemas

o El nivel de audiencia (evaluado en una escala de 0 a
& 10) de cierto programa de television de 30 minutos
de duracion se comporta de acuerdo con la funcién:
I(t) = At + Bt + C,0 =t =< 30, (A # 0),donde A, B

y C son constantes a determinar.

(soLucion pe PROBLEMAS

Sabiendo que a los 20 minutos de comenzar el pro-
grama se alcanza el indice de audiencia 10 y que el
programa se inicia con un indice de audiencia 6é:

a. Determina las constantes A, By C.
b. Traza la grafica de la funcion. Para ello, elabora una

tabla de valores.

Funciones pares y funciones impares

Ejercitacion

@ Clasifica cada funcién como par, impar o ninguna de
& las dos.

[ acrivibAD DE REFUERZD |

o m
afm) = o
b f(x) = 3% — 2.
c fx) = i .

@ Realiza todas |as actividades en tu cuaderno )

Funciones periodicas

Comunicacion

@ Dibuja una funcién periédica de periodo T = 4,

& siempre creciente y simétrica respecto al origen de
coordenadas "ACTIVIDAD DE APLICACION

Funcion exponencial
Modelacion

@ Halla el dominio y el recorrido de la funcion f(x) = 3%,
#& describe sus caracteristicas y traza su grafica.

SOLUCION DE PROBLEMAS

Funcion logaritmica

Ejercitacion

@ Halla el dominio de definicion de las siguientes fun-

& ciones: ACTWIDAD DE REFUERZO |
a. fix) = log(x + 3) b. g(x) = log(x* + 3)

Construccion de funciones por traslacion y
dilatacion

Comunicacion

@Completa cada uno de los siguientes enunciados

# relacionados con la dilatacion y la traslacion de fun-
ciones.

"ACTIVIDAD PARA COM

TA

a. A partir de la grafica de una determinada funcion
y = f(x), se puede representar la grafica de cual-
quier funcién de la formay = f(x) + b, siendo b
un numero real cualquiera. Si b > 0, la grafica se
desplaza ... .. bunidades.

b. A partir de la grafica de una determinada fun-
cion y = f(x), se puede representar cualquier
funcién de la forma y = b(f(x)) siendo b un nu-
mero real menor que 1. La grafica de f(x) se alarga

Variacion lineal y exponencial. Razon de cambio
Modelacion

@ Se bombea aire en el interior de un globo esférico

& a razon de 45 pies clbicos por minuto. Calcula la

razon de cambio del radio del globo cuando el radio

es de 2 pies.

SOLUCION DE PROBLEMAS ]




3 Razones trigonométricas




« Reconocer el conjunto de va-
lores de cada una de las varia-
bles relacionadas entre si.

Pensamientos espacial, métrico y variacional

Vamos a aprender

« A interpretar la definicion de « Determinar la medida de an-
las razones trigopnometricas gulos y calcular distancias de
en un triangulo rectangulo y forma precisa.

para cualquier angulo.




Pensamiento métrico

70

1=

1 ] IViealcia de é;:_r;gulos

;Qué angulo forman las maneci-
llas del reloj a las 3:00, a las 6:00; a
las 9:00 y a las 12:00? Haz un dibu-
jo en cada caso.

R fvaize

Un viajero observa en su brijula
que debe girar 52° 24'18" al orien-
te para llegar a su destino.

o ;En qué sistema de unidades
esta expresada la medida de
este angulo?

........................................

Figura 3.1

Un dngulo que gira en el sentido con-
trario al al movimiento de las agujas
del reloj, se considera positivo, mien-
tras que si lo hace en el sentido ho-
rario, se considera negativo. Asi, un
angulo de = corresponde aLl de
rotacion en el sentido contrario a las
manecillas del reloj y otro de -

rota esa fraccion pero en el sentido de
las manecillas del reloj.

1.1 Sistema sexagesimal

La medida del angulo de giro de la brujula esta expresada de manera precisa
en el sistema sexagesimal. En este sistema, un angulo de rotacion completo se
divide en 360 angulos iguales. Cada angulo mide un grado (1°) sexagesimal.
Para medir angulos mas pequenos se utilizan los minutos (') y los segundos
("). Si 1° se divide en 60 angulos iguales, cada uno de ellos equivalea 1" y si 1’
se divide en 60 angulos iguales, cada uno de ellos equivale a 1”. Asi, la medida
expresada es de 52 grados, 24 minutos y 18 segundos.

En el sistema sexagesimal se manejan las siguientes equivalencias.

o__Lo rzio " — 1 i - ] 7o "
1—[360] 1 [60) 1 (—3600)1 60 1" = 60

Ejemplo 1
La expresion decimal de la medida 52° 24" 18" se puede obtener como sigue.
52°24' 18" ( 1 T

60

1 1) Se multiplican los minutos por
= 52° +24'(—) + TS'(m}q— 1Y
y los segundos por(3600) :

52° + 04° + 0,005° <«— Serealizan las sumas parciales.

Por lo tanto, 52° 24" 18" = 52,405°.

1.2 Sistema ciclico

Si se toma cualquier circunferencia de radio r y se lleva esta longitud (r) so-
bre un arco de la misma (como se observa en la Figura 3.1) el angulo central
determinado por el arco y sus radios extcremos mide un radian. Se simboliza
como 1 rad.

Ejemplo 2

Cuando el radio de la circunferencia es 1, la longitud de la circunferencia es
24r. Por lo anterior, la medida angular de una rotacion completa es 21 rad.
Observa la Figura 3.2.

i 1 i 1 oy ™
1 rotacion = 247 rad ry rotacion = 1r rad T de rotacion = 5 rad

27 rad T
= rad % e

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Pensamiento métrico

1.3 Relacion entre grados sexagesimales y radianes

Como la medida angular de una rotacion completa es de 360° o 27 radianes,
la relacion entre grados y radianes esta dada por la proporcion:

360°  180°
27 rad T rad

. L T rad
Para expresar grados en radianes se multiplica por( 180° ],

_ o 180°
Para expresar radianes en grados se multiplica por [11 rad]

Ejemplo 3

ﬁrad]

Para expresar 135° en radianes, se multiplica por[ cpuns

d %
1350.[1Tf3°]: 135 1zrad =i1'rrad
180 180 4
Es decir, 135° = % w rad.
1.4 Longitud de arco

Es posible hallar la longitud de un arco S si se conoce la amplitud del dngulo
0 (en radianes) que lo subtiende y la medida del radio r (Figura 3.3). Para S
esto, se utiliza la expresion:

S=0r

Al despejar cada variable, se obtienen expresiones para hallar otras medidas.

= 3, a S
0 r y or -

Ejemplo 4
{Qué distancia ha recorrido un patinador que se mueve desde A hasta B en
la pista circular representada en la Figura 3.4, si describe un angulo de 108°?

Si la distancia recorrida por el patinador es la longitud del arco S, que corres- e N
ponde al angulo 6, entonces: )

Se expresa el angulo en radianes.  Se calcula la longitud de arco.

! (8] !
L AT :
108° - [“rad] = 2 mrad S B; A eTe,
180° 5 5= —m.25="15mw
Lo anterior significa que la distancia recorrida por el patinador es 15T m o S

47,12 m, aproximadamente.



Pensamientos espacial y métrico

1 Medida de angulos

 vainarcs'

Expresa medidas angulares en la calculadora cientifica

Las calculadoras cientificas permiten el uso de tres sistemas de medicion: Deg, Rad y Grad, que respectivamente
corresponden a grados, radianes y gradientes. Estos se activan desde el menu. Una vez seleccionado el sistema
grados, es posible convertir medidas angulares del sistema sexagesimal expresadas en grados, minutosy segundos
a expresiones decimales, y viceversa.

Observa el procedimiento para expresar 58, 69° en grados, minutos y segundos.

Selecciona el sistema grados y digita la secuencia  (EDEDEDEDEN VESY

M en pantalla se observa asi:

SEOY12Y”
--;nl?lT

Por lo tanto, 58, 69° = 58° 41" 24"".

8 —

Actividades de aprendizaje
—

Ejercitacion

o Convierte a grados, minutos y segundos las siguien- o Representa graficamente estos angulos.
&l tes medidas angulares. ® ., 3° b, —98°
a. 39,78° b. —32,98°
) . c. —180° d. 45°
€. =180 d. 4545
e. 259,12° f. —8745° e. 2597 f. —45°
=] o
g. 89,45 h. 368,78 g %,n_ = h. St
i, —7883° . —57221° - ? .
o Expresa en grados decimales las medidas angulares g rad g™ rad

&1 que se presentan a continuacion. L -
] . — = rad
a. 2°4" 14" b. 5°5' 7" 2 2
c.47° 59 d. —12° 47" o Completa la Tabla 3.7.
e. 48°36' 45" f. 24° 24" 24" ©®  Grados  Radianes  Rotaciones
g. —26° 12’ 58" h. —16° 15’ 35°
Comunicacion E
; L , . 256°
o Mide los siguientes angulos y expresa su medida en
@ grados y radianes. 371
i b.
2
4
Figura 3.5 Figura 3.6 Tabla 3.1
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o Observa la Figura 3.7. Luego, escribe las medidas fal-
# rtantes en grados y radianes.

o Lee y soluciona.

@ Un angulo en posicion normal es un angulo repre-
sentado en un sistema de coordenadas, donde su
vértice es el origen y su lado inicial coincide con el
semieje positivo X, tal como muestra la Figura 3.8.

Figura 3.8

Representa los siguientes angulos en posicion normal.

a. 42° b. —135°

¢ 135° d. —5rad
) 5

e. ?'ﬂ rad f. g'rr rad
7 5

L h, — =2

g 4T rad T rad

Ejercitacion
o Encuentra la longitud de arco correspondiente al
# radioy al angulo dados en cada caso.

ar=2cm6O=mrad b r=5m;8=2mrad

c.r=28mo= %fmad d r=6km6= —;—ﬂrad

o Halla la medida del radio que corresponde a la lon-
# gitud de arco y al angulo dados en cada caso.

a,s=12m: 8 =mwrad b.s=28m:8=%1'rrad

c.5=2cm:8=31'rradd.s=7km;8=%'rrrad

Pensamientos espacial y meétrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

@ Halla la medida del angulo a partir de los datos que
& sedan a continuacion.

a.r=5cms=28cm b.r=81ms=98m

c.r=10ms=55m d.r=9km;s=01km

Resolucion de problemas

0 La rueda delantera de una moto mide 50 cm de dia-

@ metro. ;Qué distancia ha recorrido la moto si la rue-
da ha dado 120 vueltas? ;Cuéntas vueltas ha dado la
rueda trasera si su didmetro es de 60 cm?

@ Tres barcos A, B'y C navegan por el océano Atlanti-
@ co como se observa en la Figura 3.9.

Figura 3.9

a. ;Cuél es la distancia entre el barco A y el barco
C si el didmetro de la Tierra mide 12800 km?

b. ;Cual es la medida angular entre los barcos A y
B si la distancia entre ellos es de 1800 km?

Evalvacion del aprendizaje

0 Un aspersor es un dispositivo mecanico que gira

#& sobre un mecanismo que le produce un movi-
miento de giro de un sexto de rotacion. Su uso es
basicamente para riego de césped o cultivos.

a. ;Cuantos grados sexagesimales corresponden a
un sexto de rotacion?

b. ;A cuantos radianes corresponde un sexto de
rotacion?

c. Si el chorro de agua
que lanza el aspersor
es de 16 m, jcudl es
la longitud del arco
correspondiente?

Figura 3.10
_—

3



2 Triangulos

Saberes previos

Si tienes tres palillos, uno de 3 dm,
otro de 4 dm y otro de 5 dm, ;se
puede construir un tridangulo con
estos? Si es asi, ;qué caracteristicas
tiene?

Pensamiento espacial

R hraiza)

Se dispone de seis palillos de
madera con las medidas que se
muestran en la Figura 3.11.

4 dm 3dm 2dm 1dm
Figura 3.11
¢+ ;Qué clases de tridngulos se
pueden formar con ellos?

........................................

Cateto
A b . C
a Cateto
c
Hipotenusa B

74

2.1 Clasificacion de triangulos

Los triangulos se pueden clasificar seglin la medida de sus lados y segtin la me-
dida de sus angulos (Tabla 3.2).

Clases de tridngulos segiin la medida de sus lados

_ Equilatero | Isdsceles _ Escaleno
Los tres lados tienen la Dos de sus lados tienen la  Sus tres lados tienen dife-
misma medida. ~ misma medida. rente medida.
Clases de triangulos segiin la medida de sus lados
Acutangulo Obtusangulo _ Rectangulo

Todos sus angulos son

Tiene un angulo obtuso. = Tiene un angulo recto.
agudos.

Tabla 3.2
De acuerdo con lo anterior, con los palillos de la Figura 3.11 pueden construir
uno equildtero, tres isdsceles acutangulos y uno escaleno obtusangulo.

2.2 Propiedades de los triangulos

A continuacion se enuncian algunas propiedades de los tridngulos.
« Lasuma de la medida de los angulos internos de un tridngulo es 180°.
+ Lamedida de cada uno de los angulos internos de un tridngulo equilatero es 60°.

» Si un triangulo tiene dos dngulos de igual medida, entonces los lados opues-
tos a esos angulos son congruentes.

2.3 Relaciones en un triangulo rectangulo.
Teorema de Pitagoras

La Figura 3.12 muestra un tridngulo rectangulo ACB. El lado opuesto al 4ngulo
recto se denomina hipotenusa (c) y los otros dos lados reciben el nombre de
catetos (ay b).

El teorema de Pitagoras establece que en todo tridngulo rectangulo la suma
de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

c=a*+ b

MATEMATICAS B LAROUSSE
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Una escalera de 6 m se apoya sobre una pared alcanzando una altura de
3my formando un dngulo de 56°. Para determinar la distancia que separa la
pared de la base de la escalera y el dngulo que forma el suelo con la escalera,
se puede representar la situacién mediante un tridngulo rectangulo, como
muestra la Figura 3.13. En este caso, se conoce el valor de la hipotenusa, el
valor de un cateto y el valor de un angulo. Al utilizar el teorema de Pitagoras
y la relacion entre los dngulos internos de un triangulo, se tiene que: | b C

Pensamiento espacial
@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

=

o

6 =3+ b mAA + m4B +m< C=180° AR
b =6 — 3 mXA + 56° = 180° — 90°
bt = 36 -9 mAA = 90° — 56°
b*= mxA = 34°
b= J2_7 ~519m
La distancia de la pared a la base de la escalera es de aproximadamente
~ 5,19 m. El 4ngulo que forma el suelo con la escalera es de 34°.
Actividades de aprendizaje
_.
Ejercitacion Evalvacion del aprendizaje
i e g L, - o & N
? (c:;c!iiutl?iékr: nglda de los dngulos descoriocidos en 0 Clasifica cada uno de los siguientes triangulos. Halla
& #& lamedida del angulo que falta en cada uno y deter-
a. 8 mina la hipotenusa en el triangulo rectangulo.
— i
Jom 60°
es "\]IO’ —— dcm
\\W\_ Figura 3:14 Flgurd 315 25‘"1\'2,(0:- l =
Figura 320 —— 7en———
C L Figura 321
38° B0
Iem 3em
1500 B2
o w/\ o \ N 200 I "
Figura 3.16 Figura 3.17 L Figura 322 F wan 4 Figura 3-1
Encuentra la medida de x en cada tridngulo. idad
4 g psevaalY lacy,
T 2 .
8 X > 21
|m ¥
® Figura 3.18 Figura 3.19

Resolucion de problemas
Felipe debe decorar la diagonal de una bandera rec-

;Qué medida debe tener la cinta?

@ rtangular blanca de 4 m por 8 m con una cinta roja.




Saberes previos

Dibuja dos tridangulos rectangu-
los isosceles y determina la razon
entre uno de los catetos y la hi-
potenusa. ;Obtienes aproximada-
mente el mismo valor? Explica tus
observaciones.

o

. Observa la Figura 3.24.

Pensamientos espacial, métrico y variacional

_C
1 |
56,310
D
; 1
|2 o
[ 1] i 1| 33,699/
E—3 —p
Figura 3.24

.+ ;Cudl es la medida del angulo a?
;Cuanto mide el segmento AB?

........................................

/\
a

| rB
c |

Figura 3.25

/ \
2u
.oy

/
V5u

Figura 3.26
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3 Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo

Los triangulos rectangulos ABC y EBD son semejantes porque cumplen el crite-
rio de semejanza Angulo-Angulo (los dos tienen un 4ngulo recto y comparten
la medida del angulo de 33,69°). Por lo tanto, el dngulo a es congruente con el
angulo G es decir, a = 56,31°.

Por ser triangulos semejantes, se pueden establecer razones y proporciones en-
tre las medidas de sus lados y asi hallar la medida del segmento AB.
AC _ AB 4 _ AB
— = —;entonces, — = —
ED EB 2 3
Por lo tanto, AB = 6.

Otro tipo de razones se pueden establecer entre las medidas de los lados y los
angulos agudos en un tridngulo rectangulo. Estas razones se denominan razo-
nes trigonometricas.

Sea el triangulo rectangulo de la Figura 3.25, se definen las razones trigonomé-
tricas del angulo B como se presenta a continuacion.

Seno del nB = Medida del cateto opuestoal X8 _ b
angulo B Medida de la hipotenusa a
Coseno del o0sB = Medida del cateto adyacenteal B _ ¢
angulo B Medida de la hipotenusa a
Tangente R Medida del cateto opuesto al X.B _b
del angulo B Medida del cateto adyacente al X.B c
Cotangente e Medida del cateto adyacenteal XB ¢
del angulo B = Medida del cateto opuestoal X8~ p
Secante - Medida de la hipotenusa . a
del 4ngulo B %%~ "Medida del cateto adyacente al XB ¢
Cosecante e = Medida de la hipotenusa _a
del angulo B Medida del cateto opuesto al .8 b

Una razén trigonométrica expresa la relacion entre la medida de uno de los
angulos agudos y la medida de los lados de un tridngulo rectangulo.

Ejemplo 1
Las razones trigonométricas para el angulo agudo a en el tridngulo rectan-
gulo ABC de la Figura 3.26 se calculan aplicando las relaciones anteriores.

sena = 2 cosot=£ Eana=i=£
3 3 Js 5
cota = -—5 SEC 0L = i o= ﬁ coseco = i
2 J5 5 2

MATEMATICAS & LAROUSSE
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Pensamientos espacial, métrico y variacional

Ejemplo 2
. 7 ; i : ;
Si se sabe que sen@ = %, es posible calcular las demés razones trigonome-

tricas para el angulo 6. Dado que el seno se define como la razon entre el
cateto opuesto Y la hipotenusa, se puede dibujar un triangulo rectangulo tal
que 0 sea uno de sus angulos agudos, la longitud del cateto opuesto a 0 sea
J7 uy la de la hipotenusa, 4 u (Figura 3.27).

Al utilizar el teorema de Pitagoras, se obtiene que la longitud del cateto ad-
yacente a 0 esta dada por:

x= ¢ —(F) =45 =3u

De modo que, las demas razones trigonométricas se pueden calcular ast:

. _ N7
cosh = y tan® = 5~
_ 1 _ 1 _ 3 _37 _ 1 _1_ 4
coth = oo G 7 e = 3 3
? 4
1 4 4
cosech = — S PR
sen B & 7 7
4
Ejemplo 3
« Observa la Figura 3.28. e LT
Para calcular las razones trigonometricas de \ -
los angulos a y 3 del triangulo rectangulo, g E}’J
se usa el reorema de Pitdgoras como sigue: S
4 Figura 3.28
Y=5+12=55+14 =13 B
Por lo tanto:
sena = = cosa = 12 ana = =
13 13 12
=13 =13 w12
coseca = ¢ seca = cote = ¢
~ 12 = 3 =12
senB = 3 cosB = 3 tanp 3
= 13 - 13 - 2
cosec3 = = sec3 3 cotPB =
. _ 3 = % = 2
« Si se sabe que senfB = 7 cosp = &Y tan@ = -, para calcular las

demas razones trigonomeétricas se tiene en cuenta lo siguiente.

Como cosec B es una razon inversa a sen B, sec es inversa a cosf y cotp
es inversa a tan B, entonces:

5

= 5 w 2
3,sec[3- y y cotp = 3

cosecB =

77



rico y variaciona

t

-

, me

Pensamientos espacial

Razones trigonometricas en un triangulo rectangulo

MatemaTICS

trigonométricas de un angulo.

Para calcular seno de 30° digita la secuencia:

digita la secuencia.

A

Calcula razones trigonométricas con la calculadora cientifica

Las calculadoras cientificas permiten obtener las razones

Al calcular la cotangente, la secante y la cosecante se
debe tener en cuenta que son razones trigonometri-
cas inversas. Entonces, para calcular cosecante de 30°

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula las razones trigonométricas de los angulos
& agudos de los triangulos rectangulos ABC tales que:

a.mxA=90°b=10cmyc=12cm
b.mXB=90°%b=15cmyc=12cm

c.mXC=90%a=15cmyc=25cm

Comunicacion

e Halla las razones trigonométricas del angulo 6 en
& cada triangulo rectangulo.

a. b.
10 em
/ 6cm
Z
Figura 330
C. d.
24 cm
A J>
—7 cm—
Figura 3.31 Figura 332

o Encuentra, en cada caso, todas las razones trigono-

@ métricas del angulo B.
a. SitanB = =
b.Sisecfy = ?

Razonamiento

o Calcula la cosecante, la secante y la cotangente del

L 4

angulo de menor amplitud del tridngulo rectangulo
cuyos catetos miden 5 cm y 10 cm, respectivamente.

Modelacion

o Halla las razones trigonométricas de un angulo de

30° y de otro de 60°. Para ello, toma un tridngulo
equilatero de lado a y dividelo en dos por una de
sus alturas.

Comunicacion
o Observa el triangulo de la Figura 3.33.

>

e

C I'+I \é Figura 333

a. Calcula las razones tri.gonometricas de los angu-
los agudos Cy B.

b. Halla la medida de BH y CH.

'|5cm

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Ejercitacion
o Urtiliza la calculadora para determinar el valor de las

@ siguientes razones trigonomeétricas. Aproxima los
resultados a las milésimas.

a. sen36° b. cos24°

c. tan31°® d. cosec27°

e. sec26° 33’ f. tan23° 23" 23"

2. Cos 3717 h. sec0,3

i tan% j. cot0,75
Razonamiento

o Responde las siguientes preguntas.
#® a. En un widngulo recténgulo, ;cudl es el lado de
mayor longitud?
b. {Por qué el seno de un angulo agudo en un
triangulo rectangulo nunca es mayor que 17

c. iEs posible que la tangente de un dngulo agudo
en un triangulo rectangulo sea igual a 17 Justifica
tu respuesta.

o Halla las razones trigonométricas seno, coseno y tan-
# gentede manera exacta en cada uno de los triangulos.

a. b.
A

2

\l _
2334 Figura 3.35

Figur
C d.
=
| Va
."rl
,-’j
/
&
ax
S
/
(¢ { /f
£
Figura 336 Figura 3.37

Pensamientos espacial, métrico y variacional

2) Realiza todas las actividades en tu cuademo]

@ Urtiliza la informacion para responder la pregunta.

® En un triangulo MNP, %P es recto. ;Qué relacion
existe entre el sen M y el cos N? Justifica tu respuesta.

0 Calcula la altura, el perimetro y el drea del trapecio
@ delaFigura 3.38.

-— 4cm —

i |
(e}
=
o

[
Lo
o0

N vl
f—————— 10an ——

@ Halla las razones trigonomeétricas para el angulo
21 cuyo vértice es (0, 0), si su lado inicial coincide con
el eje X y su lado terminal pasa por el punto dado.

a. (3,1) b (1,3
c. (1,1) d (2,2

Evalvacion del aprendizaje

o Las bases de un trapecio isdsceles miden 10 cm

& Yy 5 cm, respectivamente. El angulo que forma la
base mayor con cada uno de los lados no parale-
los es de 35°.

Calcula la altura, el perimetro y el area del trapecio.

o Un cono mide 3 ¢cm de radio y 7 cm de altura
& (Figura 339).

Generatriz
g

Radio r Figura 339

a. Halla la medida de la generatriz.
b. Encuentra el area del cono.
. Calcula el volumen del cono.

d. Expresa las razones trigonomeétricas seno 'y
coseno entre los elementos del cono, tomando
como angulo & aquel formado por el radio y la

generatriz.
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Saberes previos

Dibuja un triangulo equilarero, tra-
za sus tres alturas y midelas. ;Ob-
tuviste el mismo valor? ;Cuantos
tridngulos rectdngulos determinas-
te al trazar las alturas?

o

¢ La medida de los lados del triangu-

: lo equilatero ABC de la Figura 3.40

esa,y BM es laaltura sobre el lado
AC.

Pensamientos espacial, métrico y variacional

B

A M C

Figura 3.40

s ;Cuales son las medidas de los
angulos internos del ABMC?

;Cuales son las medidas de MC y
BM?

........................................
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“ 44 Razones trigonométricas de angulos notables

Como el AABC es equilatero, los angulos interiores miden 60°% por lo tanto,
mX.ACB = 60°. Por su parte, la altura BM forma sobre AC el dngulo recto
BMG; es decir que mX.BMC = 90°. Por Ultimo, la altura BM es bisectriz de
4 ABC, lo que significa que mX.CBM = 30° (Figura 3.41).

La altura BM del AABC determina dos segmentos de igual medida (por ser

e iy . — a
triangulo equilatero); por lo tanto, la medida de MC es o

Para calcular la longitud de BM, se utiliza el teorema de Pitagoras.

g’ = (BMy + (MCP =  (BM)'= a?— (MC) 7
(BM) = a* — (g] =  BM=,d _[2] /" o i "’.__\

= 2 _af N N
BM = 40 g BM ; A M|._% C

4.1 Razones trigonométricas para el angulo de 30°
Para calcular las razones trigonomeétricas del angulo de 30°, se utiliza un trian-
gulo como el de la Figura 3.42.

. a aV3 .
En este caso el cateto opuesto mide o el cateto adyacente =T la hipote-
nusa a.

Por lo anterior:

a a3 5
2 o 2 _ A3
Sen30°= ; :% COS3O == E _7
a A a3
w2 _ 1 _ N3 i B
tan 30 3 — B g cot30° = a =3
2 2
2 243
sec30° = - =—=i cosec30°=i=2
a3 3 3

a
2

Las razones trigonométricas para el angulo de 30° son:

- s_3 .3
sen 30 > cos 30 s tan30° = 3
2
cot30° =3 sec30° = g cosec30® =2

MATEMATICAS © LAROUSSE
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4.2 Razones trigonométricas para el angulo de 60°

Pensamientos espacial, métrico y variacional

L]

Para calcular las razones trigonométricas del angulo de 60°, se utiliza un trian-

; a3
gulo como el de la Figura 3.43. En este caso el cateto opuesto mide EE el

a .
cateto adyacente 3 ¥ la hipotenusa a.

X

Por lo anterior: A M
a_ﬁ i F:.._lLll':l 3.43
3 2
sen60° = —— = B cRErE L =L
a 2 a 2
a3 a i
2 2 1 3
tan60° = —2— =43 o6’ = — = = —= = —
a a3 53
2 2
a a 2 Z\E
secb)* = — =2 cosech) = —F= = &= = —
g a3 B33
2 2

4.3 Razones trigonomeétricas para el angulo de 45°

Para calcular las razones trigonomeétricas de un angulo de 45°, se utiliza un
triangulo rectangulo isdsceles cuyos lados congruentes miden a y cuyos angu-

los agudos miden 45°, como se muestra en la Figura 3.44.

Para calcular la longitud de AB, se utiliza el teorema de Pitagoras.

(AB)Y =a’ + a’= (ABY=2a> = AB= a2
Por lo anterior;
a 1 ﬁ a 1 \5
N4’ =—F=-—F4=— 84S’ =—F=—F=—
a\E JE 2 a2 2 2
o= 4 — cot4s° = L =1
tan4s5® = - =1 -
2
sec45° = Ea— s N2 cosec45° = a2 -
a
Ejemplo 1

A A
S
45°
4 a2z
\\\
An ® pY
C| — | e

Una escalera de seis metros se apoya contra una pared. Si forma un angulo
de 60° con el suelo, ;hasta qué altura llega? ;A qué distancia de la pared que-

da la base de la escalera?

Para responder la primera pregunta se puede usar la razén seno, ast:

=33 m=52m.

5

sen60° = % de donde, h = 6 - sen60®* = 6+ =

Para determinar la distancia a la que se encuentra la base de la escalera a la

pared, conviene usar la definicion de la razén coseno:

1
6+ — =3m.

cosb0® = 5

%_AI despejar x: x = 6 * c0s60° =

Figura 3.45
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Figura 3.46

=

tricas de angulos especiales

Ejemplo 2
Utilizando los valores de las razones trigonométricas para los angulos de 30°,
45° y 60° es posible calcular el valor de la siguiente expresion:

sen 30° + cos45° + tan60°

sen 30°+ cos45° + tan60° = % H %-i- V3= @

Ejemplo 3

Un agrimensor observa que un punto S ubicado al nivel del suelo esta a una
distancia de 15 m de la base del asta de una bandera, como se muestra en la
Figura 3.46. Para hallar la medida h del asta, se puede utilizar una razén tri-
gonomeétrica de 30°. En este caso, resulta conveniente emplear tan 30°, pues
h corresponde a la longitud del cateto opuesto y el cateto adyacente mide

15 m.
i

tan30° = %:h= 15+ tan30°=h = 15-?3:}1 =5

Entonces, la longitud del asta es de 5v3 m.

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

® ., en™ +cos™ rsen ™
4 3 6

b.sen™ —cos ™ « cot T
3 3 4

m T

Comunicacion

o Halla el valor numérico de cada expresion.

b.tan™ —sec™ + cosec ™
3 6 4
c ot L o gen L sgpt T
6 % 4

o Calcula el valor exacto de las siguientes expresiones.

® cosec% + tan% + sen%

csenT —@an ™ —cos T
6 4 3

Razonamiento

o Encuentra la medida desconocida en los triangulos
& rectangulos de las figuras 3.49 a 3.54.

a. A/\ bAT_] soy\c
i
|
B

~25em

; \/ 75m %
o 30% /

€
Figura 3.49 £ o
‘e B~ Figura 3.50

~/ X\\
ic

o Calcula los valores de a y b en los tridngulos rectan-

- 30°
\Eg*' /
B B

& gulos de las figuras 3.47 y 3.48. Figura 351 Figura 352
d. 2 b. _AX e _A . f
‘ 45° / o~ T
12.cm a 59 cm \ W
a \ 16¢cm \ % b '
R i 30° l O b P / \/B

B b 1€ Bl—b—° BX |

Figura 347 Figura 3.48 Figura 3.53 Figura 3.54

e — = Pam————————————
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o Resuelve,

® 2. Explica por qué el seno y el coseno de un angulo
de 45° son iguales.

b. En términos de las medidas de los catetos,
{como se puede interpretar el resultado
tan45° = 17

e Explica como se puede hallar la medida del lado de

# un cuadrado, si se conoce la medida de una de sus
diagonales y no se dispone de instrumentos de me-
dicion.

o Calcula la medida a del lado del cuadrado que se
& muestraen la Figura 3.55.

Figura 3.55

La maxima distancia horizontal que alcanza una
& balon al ser pateado desde la grama se determina

2v *sen AcosA
—0 — donde A es

el angulo de tiro y g la aceleracion de la gravedad.
:Con que angulo se logra el mayor alcance, con uno
de 30°, con uno de 45° o con uno de 60°? Explica.

con la expresion x =

Resolucion de problemas
o En la Figura 3.56 se observa el plano de una zona de
@ juego, en la que se ubicd una cuerda a lo largo de
una de sus diagonales.

La longitud de la cuerda
utilizada para dividir el rec-
tangulo es 12 m y el lado
mas corto del rectangulo
mide 7 m.

Figura 356

iCual es la medida del dngulo determinado por la
diagonal y el lado mas largo del rectangulo? ;Cual es
el drea de la zona de juego?

Pensamientos espacial, métrico y variacional

@aiiza todas las actividades en tu cuaderno )

@ Cuando la inclinacion de los rayos del sol es de 307,
@ la sombra de un arbol mide 17,32 m. ;Cuél es la al-
tura del drbol? Resuelve el mismo problema para
cuando el angulo sea 45° y luego 60°. Obtén una
conclusion.

307

5]
=

Figura 3.57

Evalvacion del aprendizaje
-

o Halla el valor de cada expresion:

w sen 30° + cos 45°
L cos 60°

ol2)ef
=8

o Halla la altura del arbol y la distancia a la que se
#& halla de la estaca.

Figura 358

Dos planetas estan en semisextil cuando la dis-
tancia angular entre ambos es de 30 grados. Los
astrologos toman este hecho para definir los 12
signos del zodiaco.

{Qué opinas de quienes toman decisiones
basados en el hordscopo?
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Saberes previos

Toma una cuerda y forma con ella
varios triangulos, uno de ellos rec-
tangulo. Mide los lados de cada
uno de los triangulos que formas-
te y sus angulos y construye una
tabla con la informacion. ;Qué di-
ferencia al triangulo rectangulo de
los demas?

: Un arquitecto construye una ram-
pa de 8 m de largo contra una
. pared formando un angulo de 38°
: respecto al piso.

: « ;Cudl es la altura de la rampa?

o ;Cuales la distancia entre la base

de la rampay la pared?

© o jCuél es la medida del angulo

entre la rampa y la pared?

4

Resolucion de

triangulos rectangulos

5.1 Resolucion de un triangulo rectangulo cuando se
conocen las medidas de un lado y de un angulo agudo

Para responder las preguntas de la situacion inicial, conviene trazar un triangulo
rectangulo como el de la Figura 3.59 que modele dicha situacion.

Primero, se halla la medida del angulo desconocido. En el AABC se tiene que
mXA = 38°ymxB = 90°.

Por lo tanto:

mx.C = 180° — (38° + 90°) = 52°

Luego, se plantean ecuaciones que relacionen alguna razon trigonomeétrica de
los angulos vy lados conocidos con la medida de un lado desconocido.

Para calcular la medida de c se utiliza el coseno de o, dado que AB es el cateto
adyancente a a.

_ C -, 1
cosa = b = cos 38 3

c=8-cos38° = c=8+079 =% c=632cm

Para calcular el valor de a se puede usar una razon trigonomeétrica de alguno de
los angulos agudos del triangulo.

_ a o— a4
seno = b = sen 38 3

a=8-+5en38 = a=28-+061 = a =489 cm

En resumen, el AABC queda resuelto, dado que sus elementos son:

MmXA = 38° mX.B = 90° HiX.C = 52°

a = 4,89 cm b=8cm c=632cm

De esta manera, la altura de la rampa es de 4,89 m; la distancia de la base de la
rampa es de 6,32 m, y el angulo entre la pared y la rampa es de 52°.

Resolver un triangulo rectangulo es hallar las medidas de sus tres lados y las
medidas de sus tres angulos. Es posible resolver un tridngulo rectangulo en
los siguientes casos:

» Cuando se conocen las medidas de un lado y de un angulo agudo.

» Cuando se conocen las medidas de dos lados.

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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5.2 Resolucién de un triangulo rectangulo cuando se
conocen las medidas de dos lados
Cuando se conocen las longitudes de dos de los lados de un triangulo rectan-

gulo, se pueden utilizar el teorema de Pitdgoras y la definicion de las razones
trigonometricas para encontrar las demas medidas.

Ejemplo 1
En la Figura 3.60 se observa el AMNO, en el cual n =30cmym = 15 cm.
\ O
// A
/ 5
n=30cm ¥
< m=15cm
M 0 N b

Para calcular la medida del tercer lado, se utiliza el teorema de Pitagoras.
M+ o0’ =n'=0=\n—m =0=30-15 =0 =153 cm
Luego, se puede emplear una razon trigonomeétrica con el fin de calcular el

angulo 6. Por ejemplo:
153 _ V3

cosO= < = cos0 = —— =0 =230
n 30 2

Por Ultimo, se calcula la medida del angulo ¢:
@ = 180° — (30° + 90°) = 60°

Las razones trigonomeétricas inversas permiten hallar un angulo del que se
ConoCe su seno, su coseno o su tangente. La forma clasica de referirse a las
de mayor uso es arco seno (arcsen, o sen™"), arco coseno (arccos o cos ') y
arco tangente (arctan o tan™').

Para un numeroy enelintervalo [—1, 1]:arcsen y = acsi y solo si sena = y.
Para un nimero y en el intervalo [—1, 1]: arccos y = a siy solo si cosa = y.
Para un nimero y en ( —ee, +eo):arctan y = a si y solo si tana = y.

Ejemplo 2

arcsen (0,5) = 30° ya que sen 30° = 05.

El valor de arcsen (0,5) se obtiene con la calculadora usando la tecla sin™'
(que suele activarse pulsando SHIFT sin 0.5). También arcsen (0,5) = 150°,
puesto que sen150° = 0,5. Asf pues, hay dos angulos, en la primera rotacion,
cuyo seno es 0,5. Y dos angulos mas en los sucesivos giros. Por tanto, los an-
gulos & que cumplen que su seno es 0,5 son

m
— -+ 277K
30° + 360°k ‘ p
o= o en radianes; a= con k EZ.
150° 4+ 360°k T

Pensamientos espacial y métrico
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Ejemplo 3

arccos(—0,5) = 120° ya que cos120° = —0,5. El valor de arccos(—0,5) se
obtiene con la calculadora con la tecla cos™' (que suele activarse pulsando
SHIFT cos(—05) ).

También arccos(—0,5) = 240°, pues igualmente, cos 240° = —0,5.
Por tanto, los angulos o que cumplen que su coseno es 0,5 son:

2
o =+ omk
120° + 360°k ; _J 3
o= " ., oenradianes: = con k € Z.
240° + 360°k 4

Ejemplo 4

arctan (1,5) = 56,31° ya que tan 56,31° = 1,5. El valor de arctan (1,5) se ob-
tiene con la calculadora usando la tecla tan™' (que suele activarse pulsando
SHIFT tan 1.5). Pero también arctan (1,5) = 236,31° = 56,31° + 180°, pues
igualmente, tan 236,31° = 15.

En general, arctan1,5 = a, si y solo si a = 56,31 + 180°. Las soluciones co-
rrespondientes en radianes son o = 0,9828 + k1 con k EZ.

Ejemplo 5

Para hallar la medida del angulo formado entre la escalera y el edificio repre-
sentados en la Figura 3.6, se utiliza la razén seno. Para hallar la altura del edifi-
cio, se puede utilizar la razon coseno o la razon tangente.

— é a— é
senf = 40 tan 8,63 -
senf = 0,15 X = 6
! tan 8,63°
0 = 863° x = 39,53 pies
Ejemplo 6

En el AABC de la Figura 3.62,a = 29 cm y ¢ = 35 cm, por lo cual se puede
Figura 361 utilizar el teorema de Pitagoras para calcular la medida de la hipotenusa.

ad+ct=b=b=\a +=b=29+35 =bh = 4545cm

C

=5 La medida del angulo a se puede encontrar utilizando la razén trigonomé-

5 trica tangente.
|
! b
2o fana = %:ﬂana= % =083= a =3969°

l_| af Finalmente, se calcula: y = 180° — (39,69° + 90°) = 50,31°.

B|——35cm——|A
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@Eﬁm todas las actividades en tu cuaderno |

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Resuelve los siguientes triangulos rectangulos.

9 T« b. \g/\
u\ /\/ TOD\m\
32cm 5 X y
o X
L / 45 /\
._—| Ir( > B 2 Z
Figura 363 FlgneE: 36

o Resuelve el triangulo ABC, rectangulo en B, si se sabe
® que

a. mAA =58ya=634cm.
b.b=8dmymXxC= 25"
ca=2kmyc=4km.

d.a=200myb=354m.

o Calcula la medida de los lados y los angulos que fal-
@ tan en los siguientes triangulos rectangulos.

a. b.
gl—18em —

"3
\ -L.C

24 cm L A
60° : .4013
“B Figura365 Figura366 A
C d.
B
_A_J‘““ 22 cm — =
I )
22 cm 10 ¢m c
N
/
5cm
= Figura 3.67 /
C Figura 368 2,

Razonamiento

o Resuelve cada tridngulo ABC sabiendo que X.C es
& unangulo recto,

a. XA =55ya=36cm.
b.c=20cmyb=12cm.

ca=9cmyb=75cm.

e Halla la longitud de la altura de un triangulo equila-
@ terode 12 cm de lado.

Resolucion de problemas

o En un tridngulo isosceles, el angulo determinado

@ por los lados congruentes mide 80° y el lado opues-

to a este angulo mide 16 m. ;Cudl es la medida de la
altura sobre ese lado?

o Las proyecciones de los catetos de un triangulo rec-
@ tangulo sobre la hipotenusa miden 6,4 cmy 3,6 cm.
Halla las longitudes de los lados.

o La diagonal mayor de un rombo mide 8 cm y forma
@ con cada lado contiguo un angulo de 26°. ;Cuanto
mide el lado del rombo?

o Halla las medidas de los angulos internos del trape-
@ ciorectangulo de la Figura 3.69.

Bl——9cm
TE

7cm

lc

ura 3.69

= JE D Fig
Al 12 em I 2

Evalvacion del aprendizaje

~

0 Un profesor pidid a sus estudiantes resolver el
& tridngulo rectangulo KNP que aparece en la Figura

3.70.
\N/\
a0
p \
/ ,
?I n 1P Figura 3.70

Estos fueron algunos de los datos encontrados
por tres estudiantes:

MXP =25 mxK=85k=4cmyn=44cm
mMXP =25 mAK=65k=4cmyn=34cm
mXAP =25 mXK=65k=4cmyn=44cm

;Cuadles de las respuestas anteriores no pueden ser
correctas? Justifica tu respuesta.

- 87



Pensamientos espacial y métrico

88

6 Angulo de elevacién y angulo de depresion

Saberes previos

Supén que miras un avién en el
cielo mientras se aproxima. Haz un
dibujo de la situacion y muestra
como varia tu linea de vision hasta
el momento en que el avion se en-
cuentra por encima de tu cabeza.

Desde un punto A de un barco en
altamar, cierto observador ve el
punto B en el extremo superior de
un faro de 20 m de altura desde la
altura de sus ojos. (Figura 3.71).

Figura 371
» Si el hombre se encuentraa 50 m
de la base C del faro, jcudl es el
angulo que forma la recta AB con
la horizontal? ;Cual es la distancia
entre los puntos A y B?

A 30° l

f 20m {

6.1 Angulo de elevacién

Para responder las preguntas se puede hacer una representaciéon geométrica
de |a situacion.

En este caso, se deben considerar dos lineas imaginarias: la linea visual que va
del observador al extremo superior del faro y la linea horizontal. Segiin lo an-
terior, se obtiene un esquema como el que se observa en la Figura 3.72.

B
T T
| TEeg
| “~.__ Linea visual
20m T
l ! Linea horizontal / A
£ 50m ——— .

Dado que el triangulo ACB es rectangulo en C, AC = 50 m y BC = 20 m, se tiene
que:

tana = %g =04 =>a=218°

Este resultado significa que el angulo que forma la linea visual con la horizontal
es de 21,8 Este angulo es llamado angulo de elevacion.

La distancia AB, se puede calcular aplicando el teorema de Pitdgoras.

AB? = (20)* + (50)’ = AB = /400 + 2500 = 53,85 m

Por lo tanto, la distancia entre los puntos A vy B es 53,85 m.

Se denomina angulo de elevacion al angulo formado por la linea horizontal
y la linea visual entre un observador y un objeto situado por encima de la
horizontal.

Ejemplo 1

Un saltamontes se encuentra a 20 m del pie de una palmera y observa la
copa con un angulo de elevacion de 30° (Figura 3.73). Para calcular la altura
de la palmera, se puede utilizar la siguiente relacion:

sen 30° = % = h=20"+05= 10 m=—Altura de la palmera

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Ejemplo 2

Un arbol proyecta una sombra de 760 cm de largo. Desde el punto donde
termina la sombra, una persona de 170 cm de estatura ve la copa del arbol
con un angulo de elevacion de 25,78°. La Figura 3.74 muestra la representa-
cion de esta situacion.

Para hallar la altura aproximada del arbol h, primero se halla la altura parcial
del arbol x y luego se adiciona la altura de la persona. Para hallar x se utiliza
la tangente del angulo 25,78".

ands = X o X = tan25,78° - 760 = 367,07

760

Sumando la altura de la persona, se tiene que 367,07 + 170 = 537,07 cm.

Entonces, la altura del arbol es de aproximadamente 537,07 cm porque los
o0jos de una persona no estan a la misma distancia de su altura.

Ejemplo 3

Un cuadro esta colgado en una pared de forma que su extremo mas bajo
se encuentra a 2,5 m del suelo. Una persona de 175 cm de estatura ve el
extremo inferior del cuadro con un angulo de elevacién de 5° y el extremo
superior con un angulo de elevacion de 8° (Figura 3.75).

Para saber a qué altura, con respecto al piso, se encuentra el extremo supe-
rior del cuadro, se hacen las siguientes deducciones:

& 75 c+ 75 75
Se observa que tan5° = = yran8° = ; por lo tanto, d =
q d ¥ d P tan5°
e+ 75
rang®

Aligualar las dos expresiones y despejar ¢, se obtiene:

75 _¢t75
tan5° tan8°

__ 75(tan8° — an5°)
a= tans°

€ =455cm

Para saber a qué altura se encuentra el extremo superior del cuadro, se adi-
ciona el valor de c con la longitud que separa su extremo mas bajo del piso.
Es decir, 250 cm + 45,5 cm.

Entonces, el extremo superior del cuadro se encuentra a 295,5 cm del suelo.

6.2 Angulo de depresion

El angulo de depresion es el angulo formado por la linea horizontal y la linea
visual entre un observador y un objeto situado por debajo de la horizontal.

Pensamientos espacial y métrico

0] 760 cm
Figura 3.74
T
¢
f
75cm
5 B !
f I d 1250 cm
175 ¢m
= iR
Figura 3.75

Linea horizontal

Tl \,! Angulo de depresién

"=~ Linea visual

- Figura 3.76
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6 Angulo de elevacion
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90

~— 3560 m ——|-— x—|

A
7 30° 57°

|

P

Figura 3.77

y angulo de depresion

Ejemplo 4

Un piloto de un avion que vuela horizontalmente a una velocidad constante
de 178 m/s observa desde un punto A, con un angulo de depresion de 30°, un

punto P situado en un terreno. Veinte segundos mas tarde, el angulo de de-
presion con el que el piloto observa el mismo punto P es de 57° (Figura 3.77).

Para conocer la altura a la que se encuentra el avion, se debe calcular en pri-
mer lugar la distancia recorrida por el avion en 20 s.
Como el avion recorre 178 m cada segundo, entonces en 20 s recorre:

178 » 20 = 3560 m
A partir de la informacion se pueden plantear estas ecuaciones:

9% = _b_ L —h
tan57° = . tan 30 3560 F x
De donde,
h = xtan57° h = (3560 + x)tan 30°
Por tanto,

xtan 57° = (3560 + x)tan 30°

x(tan57° — tan30°) = 3560 * tan 30°
3560 * tan 30°

tan57° — tan 30°
x=213541Tm

Como tan57° = % entonces:
h = xtan57° = 2135,41(1,54) = 328853
La altura del avion es de 3288,53 m.

X =

Actividades de aprendizaje

Resolucion de problemas

los faros?

o Lee cada situacion y responde las preguntas.

depresion con el que ve Antonio al caballo es
mayor? Justifica tu respuesta.

b. Desde un faro de 32,4 m de altura se observa un S —
barco con un angulo de depresion de 41°. Desde s \33"},?;.
otro faro, de 44,7 m de altura, se observa el mis- N
mo barco con un angulo de depresion de 36°. oo

+ Silos dos faros y el barco estan alineados, y el % Yax
barco esta en medio, jcual es la distancia entre . e

o Desde una torre de vigilancia en una playa, un sal-

@ 2. Desde un arbol, Antonio observa un caballo que @ vavidas observa una boya en el mar con un angulo
se encuentra a 20 m del arbol. Luego, el caballo de depresion de 3°. Si la observacion se hace desde
se mueve sobre la horizontal ubicandose a 15 m una altura de 4,5 m, ja qué distancia esté la boya de
del &rbol. ;En cudl de los dos casos el dngulo de la torre?

o Observa la Figura 3.78 y responde.
@ c

———————————

« Formula una pregunta que se pueda respon- Figura 378
der con los datos iniciales, si los dos faros y el
barco no estan alineados.

;Cual es la distancia que separa los puntos By D?

MATEMATICAS € LAROUSSE



MATEMATICAS © LAROUSSE

o Observa la Figura 3.79.
&

;Cudl es la altura de cada edificio?

o Miranda ve la copa de un arbol con un angulo de
@ elevacion de 65°. La situacion se represento en la Fi-
gura 3.80.

65
| 19.cm |

o)
o

Figura 3.80

;Cudl es la altura h del &rbol?

o En la Figura 3.81 se represento la ubicacion de un
@& observador que se encuentraen un punto O,a24m
del pie de un edificio.

24m

Figura 3.81

Si otra persona lo ve desde el punto mas alto del
edificio (M) con un angulo de depresion de 53°,
;cudl es la altura del edificio?

Pensamientos espacial y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Evalvacion del aprendizaje

o Observa la Figura 3.82.
w

a
I
T

o —f

\. —\ Figura 3.82

Si la distancia de la cometa a la horizontal es 3 m
mayor que la distancia del perro a la horizontal,
;cudntos metros hay entre la cometa y el perro?

o Desde un globo H, ubicado a 42 m sobre el ni-
#& vel del mar, se observa una gaviota G, que esta a
20 m del globo, con un angulo de elevacion de 7°.

En la vertical de la gaviota hay un pez Pa 8 m bajo

el nivel del mar (Figura 3.83 ). ;Cual es la distancia
entre la gaviora y el pez?

ol
Lo
20

83

Figurs

= '\‘-?;'\"\:'k al
o™
, Q{\

%/ Una superficie que forma un angulo de 30° con
un rayo del Sol recibe menos radiacion solar que
una que forma un angulo de 90°.

+ Representa la situacion e investiga en qué
partes del planeta los rayos del Sol forman
estos angulos con la superficie terrestre.
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Saberes previos

Toma una cuerda y traza una cir-
cunferencia con ella. ;Cuanto mide
el radio? ;Cudnto mide el diame-
tro? ;Qué angulo se determina con
un cuarto de giro?

 hvaizs

: En una competencia de tiro, el

competidor A logra impactar el

tablero en el punto (4, 3) y el com-
: petidor B en el punto (—5, 2).

Y
4, 3)
=512 i
( -__‘)‘ 21
C:’P 2 X

« Si gana quien esté a menor dis-
tancia del centro del rtablero,
icudl competidor gané?

Y1
L O EP()f.y)
— 1
-1 0 x |X

Figura 3.86

Circunferencia unitaria

Para determinar quién gano la competencia se pueden interpretar las distan-
cias entre los puntos y el centro como radios de dos circunferencias.

Al trazar las circunferencias y comparar los radios (Figura 3.85) se observa que
=

Figura 3.85

De acuerdo con lo anterior, se concluye que el jugador A gano la competencia.

La interpretacion de la distancia de un punto P (x, y) al centro de un plano car-
tesiano permite relacionar el radio r de una circunferencia con la hipotenusa de
un triangulo rectangulo y los catetos x y y de la siguiente manera:

# 4 P=

=

XXty =r
Si el radio de la circunferencia mide una unidad como en la Figura 3.83, se
obtiene:

x2+y2=12
X+ y =1

La circunferencia unitaria es aquella cuyo radio mide una unidad y cuyo
centro coincide con el origen del plano cartesiano. También es denominada
circunferencia goniométrica. Las coordenadas de cualquier punto P(x, y) de
la circunferencia unitaria satisfacen la ecuacion:

X+ yr=1

Ejemplo 1
Al utilizar la ecuacion de la circunferencia, es posible verificar si el punto

301 . o
[%E] pertenece a la circunferencia unitaria.
3 (1Y
2 2 4

El punto pertenece a la circunferencia unitaria porque cumple la ecuacién
xX+y =1

1 _
- =1

MATEMATICAS © LARDLUSSE
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Pensamientos espacial y métrico

7.1 Angulos en posicion normal

El angulo « es un angulo en posicion normal si su vértice coincide con el
origen del plano cartesiano y su lado inicial esta sobre el semieje positivo de
las abscisas.

Ejemplo 2
Las figuras 3.87 y 3.88 muestran angulos en posicion normal. El primero es
positivo y el segundo, negativo.

K Y
| Lado inicial
Lado terminal *\a 0
s lado | A X
Lado inicial terminal
Figura 387 Figura 3.88

Seglin la medida de un angulo en posicién normal, este se considera ubicado
en alguno de los cuatro cuadrantes en los que se divide el plano cartesiano
(Figura 3.89).

Primer cuadrante Segundo cuadrante Tercer cuadrante ~ Cuarto cuadrante
0°<a<90° 90° < a < 180° 180° < a0 < 270° 270° < o < 360°
Orad < a < % rad 121 rad<a<mwrad rrad<a< 3~;—T rad 3?'” rad < a < 27 rad

Tabla 3.3

El lado terminal de un dngulo a en posicion normal, interseca la circunferen-
Cia unitaria en un Unico punto P(x, y).

Ejemplo 3

En la Figura 390 se observa que el lado terminal del dngulo a = —} rad,
ubicado en posicion normal, esta contenido en la recta y = x; por tanto, el
punto P esta a la vez en dicha recta y en la circunferencia unitariax’ + y* = 1.

. . v = X
Esto significa que las coordenadas de P satisfacen del sistema e
Rl =

cuya solucion esta dada por: x* + > = 1.
Como y = x, se tiene que:
=] =% ¢ =1 = x3=%
(- _d

2 Y 2
Luego, el tinico punto determinado por el lado terminal de @ = % radenla

V2 A

circunferencia unitaria, es P s

|
1 80”( o°
m 2w
%

270eh

m
90°} 3
Il
0
i

Figura 3.89

Figura 3.90
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Clr

ferenaa unltarla

Figura 391
¥
o=T7NCT =
Figura 3.92

]

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

a. (5,6)
€ {—3,—3)
e (55)

Comunicacion

a. (0, 1)

7.2 Angulos coterminales

Dos angulos a y B en posicion normal son angulos coterminales si tienen
el mismo lado terminal.

Ejemplo 4
Los dngulos @ = 120° y B = 480°, representados en la Figura 3.91, son co-
terminales.

Los angulos coterminales intersecan la circunferencia unitaria en el mismo
punto.

Ejemplo 5

Los angulos 8 = rad yb=—-— rad de la Figura 3.92 son coterminales
J'

y ambos cortan la arcunferenaa unitaria en el punto P ‘2_ -

Ejemplo 6
Al representar el angulo de —72° (Figura 3.93), este queda ubicado en el
cuarto cuadrante.

Si se quiere encontrar un angulo positivo coterminal con —729, se calcula la
diferencia:

360° — |—72°| = 288°
Para hallar un angulo negativo coterminal con —72°, basta con sumar un
angulo de un giro completo negativo. Es decir:

—360° +(—72°) = —432°

o Representa los siguientes puntos en un plano carte-
@ siano. Luego, define un triangulo rectangulo y halla
las razones trigonométricas.

b. (=2 4)
d. (5—3)

f (=2,-2)

o Determina si cada punto esta en la circunferencia
@ unitaria o no.

b. (3,4)

d. (—1,0)

o Encuentra las coordenadas del punto P en el que &
@ interseca la circunferencia unitaria.

a.a=0rad b.a = arrad

ca=Trd da= 3T rad

o Determina si los siguientes pares de angulos son co-
& terminales o no.

a. 1000° y 280° b. 135°y —225°

c.%"rady——rad d.%"rady——rad

e.30°y 410° f. 60°y —420°

MATEMATICAS © LAROUISSE



MATEMATICAS © LARDUSSE

Razonamiento

o Halla la coordenada desconocida en cada caso y
& completa la Tabla 3.4,

Puntoenla Cuadranteen
circunferencia el que esta Punto

unitaria ubicado
=)

" IV

(3]

'3 Il
‘é I

3" Y

Tabla 34

Ejercitacion
o Halla el angulo en el intervalo [0°, 360°) que es co-
& terminal con el angulo dado en cada caso.

a. 450° b. 720° c. 1300°
. 1800° e. 540° f. 900°
g. 1235° h. 930° . 1400°

Comunicacion

o Dibuja los siguientes dngulos en posicion normal.

® 2 200° b, —75° c. 350°
d. —250° e, — %T rad f. % rad
-8 —1—? rad h. % rad i. 3’—;-7 rad

o Determina en qué cuadrante esta ubicado cada an-
& gulo en posicidn normal,

a. 210° b. —280° c. 175°
—310° y e DN iy

d. —370 e. =3 rad f. 35 rad

g. —3%‘ rad h. %T rad i, ‘5;—7 rad

o Encuentra dos dngulos positivos y dos dngulos ne-
@& gativos coterminales con el dngulo a.

a. o =50° b. a = 125°
o= —260° d o=-—315°

e. o 3 rad [« ¢ rad
g.a=—8%Trad |1.a=—%rad

Pensamientos espacial y métrico

Realiza todas las actividades en tv cuademo )

Resolucion de problemas

@ MN interseca la circunferencia unitaria en los pun-
@ tosMy N (Figura 3.94).

M

/ﬁj"\

o\

\x

Figura 3.94

.‘N

Sean a y B los angulos en posicion normal en el in-
tervalo [0°, 360°] que intersecan la circunferencia en
los puntos M y N.

4. {Son a y B coterminales? Justifica tu respuesta.

b. ;Qué relacion existe entre las medidas de los
angulos ac y 37

Evalvacion del aprendizaje

En la Figura 3.95 aparecen dos circunferencias de
# radio 1, una de ellas con centro en el origen O del
plano cartesiano.

N,

2. {Cudles son las coordenadas de los puntos Oy Q?

Figura 3.95

b. ;Cudles son las medidas de los lados del
AOPQ?

c. Seglin la medida de sus lados, ;qué tipo de
triangulo es el AOPQ?

d. Si las coordenadas del punto P son (a, b), jcuél
es el valor de a?

e. Halla el valor de b.
f. ;Cual es la medida del X.POQ?

2. Si XQOT y X POQ son angulos coterminales
de medidas diferentes, y X.QOT es un angulo
positivo, jcual es la menor medida que puede

tener X.QOT?
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[ hnaiza

Saberes previos

Describe las caracteristicas de la
circunferencia unitaria. ;Cual es su
centro? ;Cual es su radio?

: La Figura 3.96 muestra un angulo a
: en una circunferencia unitaria.

.

Y

1

Px, ¥)

-.“‘ 1

S

v, X

=1 Figura 3.96

» Determina las razones trigono-
meétricas para dicho angulo.

Y41
4
AL

Figura 397

— P(x, y)

Figura 3.98

8 Definicion de las razones trigonométricas
en la circunferencia unitaria

En la Figura 3.96 se observa que el dngulo « esta en posiciéon normal en el
primer cuadrante y que su lado terminal corta la circunferencia unitaria en el
punto P(x, y). La proyeccion de P sobre el eje de las abscisas forma el triangulo
rectangulo OMP. Como la hipotenusa OP del AOMP mide 1, se determinan las
razones trigonométricas del triangulo rectangulo.

Sea o un angulo en posicion normal cuyo lado terminal determina el punto
P(x, y) de la circunferencia unitaria, las razones trigonométricas para este
angulo se definen de la siguiente manera:

rana = {—,conxqﬁo

sena =y cosa = x
1
cota = %.cony 0 seca= %,conx #0 coseca = 7,cony#0
Ejemplo 1

Como se observa en la Figura 3.97, el lado terminal del angulo a = %T rad

determina el punto P[—l, —ﬁ] de la circunferencia unitaria. Por lo tanto:
2 2

& B
4m — _N3 - P ] o = D o
SEH? 3 C053 2 tan3 _J \E
1 2
am_ 2_ 3 am_ 1 _ g _ 1 _ 23
cot3 __ﬁ— - sec 3 3 P cosec 3 _£ 3
2 2 2

Sea o un angulo en posicién normal y P(x, y) un punto de su lado terminal
. ‘ 2 2 . ¥
(Figura 3.98), si r = OP = VX" T, entonces las razones trigonomeétricas

para el angulo a de un radio cualquiera se definen como:

X
seno = J;— COSE. = = rano = {—,conxio
(1
X

r

y ,cony #0

X
cota = —,cony ¥ 0 seca = —,conx #0 coseca =

y

Los signos de las razones trigonométricas de un angulo 6 en posicion normal
dependen de los signos de las coordenadas del punto P(x, y) en su lado termi-
nal, como se observa en la Tabla 3.5.

Cuadrante Abscisa Ordenada senf cos® tan® cotb secl cosecH
| - + b | o | w | x| @ +
I - + + = = = =t +
11l — = = = + + - -
1Y, + - = + = = i =
Tabla 35

MATEMATICAS © |ARQUSSE
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Ejemplo 2

Pensamientos espacial y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

En la Figura 3.99 se observa un angulo negativo 6 en posicién normal cuyo

lado terminal pasa por el punto P(—3, 4).

Como en este caso, x = —3yy = 4,entoncesr = \Jx° +y’ = ‘j(—3)2 +4 =5,

De modo que: i
_Jy_ 4 _x__3 —y__4 “ L
senf = <+ = 3 cosh = : tanf = < 3
5 5
coth = %=—% sech = — =-73 cosec9=';—=?

Actividades de aprendizaje

Figura 3.99

Ejercitacion
o Calcula el valor de las razones trigonomeétricas para

@ los angulos que se presentan a continuacion (re-
cuerda que la division por 0 no esta definida).

a. Orad b. % rad ¢ 7rrad d. 37-5 rad

Razonamiento

o Indica el signo de todas las razones trigonométricas
@ de los siguientes angulos expresados en grados.

a. 120° b. —70° c. 256° d.800°
e. 315° f.1200°  g.55° h. —460°

o Indica el signo de todas las razones trigonométricas
@ de los siguientes dngulos expresados en radianes.

3w

_Im om
% d

b. HT'" e 4m e —

a 3 6 4

Comunicacion

o Determina, en cada caso, el valor de las razones tri-
#® gonométricas para un angulo 8 cuyo lado terminal
pasa por el punto P dado.

aP(5—=12) b P11 c P(—3—6)

e Determina las razones trigonomeétricas del angulo
& 0 que, en posicion normal, corta la circunferencia
unitaria en el punto dado.

a. (—1,0) b. (0, —1)
N [_ﬂ,_ﬁ] 4 {ll_ﬁ]
1" 2 2’ 2
1R e[=1 s
o N ‘| 4 3

—»
Resolucion de problemas

© sien 12 Figura 3.100 mx.DBC = 30°y mX.CBA = 90,
@ hallasen,siendo B = X DBA.

Y

Figura 3.100

Evalvacion del aprendizaje

o Encuentra el valor de cada uno de las seis razones
# trigonométricas, si el punto P(—2, —3) pertenece
al lado terminal del angulo ae como se muestra en

la Figura 3.101.

Usa la razén inversa Y
arcoseno para de- akb\ X
terminar la medida :
del angulo a.

P(=2,-3)

Figura 3.701
o Identifica el cuadrante en el que se halla cada an-
# gulo dado el signo de dos de sus razones trigono-
meétricas:

a.sena > 0ycosae < 0. b.tanf >0y cscP < 0.
c.cosd < 0ycotd <0. d.secd >0yrand <0.

- J
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O Calculo de las razones trigonométricas usando
angulos de referencia

Saberes previos

Ubica los siguientes angulos en
posicion normal. Luego, indica en
qué cuadrante queda el lado ter-
minal de cada uno.

. —48° . 1530
. 208° . —1320

Y foaiz

: Observa la Figura 3.102.

Y
W) | N\
ll.’ . . .\'
[ \J o% 150° | x
-1 0 [1
\I‘.\ :lll.’l.’
\ o
~ Lk
Figura

¢ » Calcula el valor de las razones

trigonometricas seno y coseno
del angulo o

........................................

9.1 Angulos en el segundo cuadrante

En la Figura 3.102 se observa que el angulo a esta ubicado en el segundo cua-
drante. Luego, existe un angulo 6 tal que ® + a = 180°. Por lo tanto, B = 180° — av.

El dngulo 6 se considera un angulo de referencia (Figura 3.103). En este caso:
6 = 180° — 150° = 30°

De esta manera, para calcular las razones trigonomeétricas de un angulo a en el
segundo cuadrante, se utiliza el angulo de referencia 8 = 180° — «, teniendo
en cuenta el signo de las razones en cada cuadrante.

Por lo anterior, y considerando que en el segundo cuadrante la razon seno es
positiva y la razon coseno es negativa, se tiene que:

sen 150° = sen (180°—150) cos 150° = —cos(180°—150)
= sen 30° = —cos30°
o ol __\
R 2

Si o es un angulo en posicién normal ubicado en el segundo cuadrante,
entonces su angulo de referencia es 180° — a y se cumple que:

sena = sen(180° — a) cosa = —cos(180° —a) tana = —tan(180° — o)

cota = —cot(180° — &) seca = —sec(180° —a)  coseca = cosec(180° — a)

9.2 Angulos en el tercer cuadrante

Para un angulo a en el tercer cuadrante existe un angulo @ tal que
180° + 0 = a (Figura 3.104). Es decir, = a — 180°.

Si o es un angulo en posicién normal ubicado en el tercer cuadrante, enton-
ces su angulo de referencia es a — 180° y se cumple que:

sena = —sen (a — 180°) cosa = —cos(a — 180°) tana = tan (o — 180°)
coto = cot (o — 180°) seca = —sec (o — 180°) coseca = —cosec (e — 180°)
Ejemplo 1

El procedimiento para calcular las razones trigonométricas tangente y se-
cantede asi o = %"T es el siguiente.

I _ o P m_
Lan 6‘ = [an[—s ‘IT] sec ‘_6 = SeC[ p Tf]
o T _ \E _ 7T _ _2\@
tan _6 = __‘3 = secC '6" =" 3

MATEMATICAS © L ARDUSSE
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9.3 Angulos en el cuarto cuadrante

Para un angulo a en el cuarto cuadrante existe un 4ngulo O tal que

0 + a = 360° (Figura 3.105). Es decir, = 360° — a.

Si a es un angulo en posicion normal ubicado en el cuarto cuadrante, su

angulo de referencia es 360° — a y se cumple que:

Pensamientos espacial y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuadermo )

sena = —sen(360° — o) cosa = cos(360° — ) tana = —rtan(360° — a) o
2 ¥l
cota = —cot(360° — o) seca = sec(360° — ) coseca = —cosec(360° — a) St
Ejemplo 2

Calcula las razones trigonométricas cotangente y cosecante de a, si o = 315°,

cot315° = —cot(360° —315°)  cosec315° =

—cosec(360° —315°)

= —cot45° = —1 = —cosec45° = —2

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula el valor exacto de las siguientes razones tri-
@ gonomeétricas usando angulos de referencia.

a. sen 150° b. cos225°
c. tan330° d. cosec135°
e. sec240° f. cor300°
g. sen 240° h. cos135°
i. cosec 330° j- tan 300°
k. sen %T |. cosec %T

Razonamiento

o Clasifica cada afirmacion como verdadera (V) o fal-
& sa (F). ustifica tus respuestas.

a. Si a es un angulo del Ill cuadrante y B es su an-
gulo de referencia, entonces sena y sen B tienen
SIgNoSs Opuestos.

b. El coseno de un angulo del IV cuadrante y el co-
seno de su angulo de referencia tienen diferentes
signos.

c. Para cualquier angulo del II, Il y IV cuadrante se
cumple que su tangente es igual a la tangente de
su angulo de referencia.

®
Resolucion de problemas
o En la Figura 3.106 los puntos A, B, C'y D son los vér-

@ tices de un rectangulo en el plano cartesiano cuyas
diagonales miden dos unidades y B = 30°.

¥.

Figura 3.106

a. ;Cudles son las coordenadas de los vértices del
rectangulo?

b. ;Cuanto mide cada lado del rectangulo?

Evalvacion del aprendizaje

o Responde las siguientes preguntas. Justifica tus
& respuestas.

a.Sitan® = —rtan+yyy es el angulo de referen-
cia de 6, jen qué cuadrantes puede estar el
lado terminal de 67

b. Sicosa = cosB y B es el angulo de referencia
de «, jen qué cuadrante o cuadrantes puede
estar el lado terminal de &?
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Saberes previos

Traza un angulo en posicién nor-
mal de 30° en sentido horario. ;En
qué cuadrante quedd el angulo?
;Cuédles son los signos de las ra-
zones trigonométricas que con
él se pueden establecer cuando
se interseca con la circunferencia
unitaria?

om

: Compara los valores de las razones
. trigonomeétricas de los angulos de
:30°%y —30°

Figura 3.107

. o ;Qué relacion tienen? Ten en

cuenta la informacion de la Figu-
ra 3.107.

........................................

A‘/ X
f |jgura 4. 10¢

10.1 Razones trigonométricas para angulos negativos

Los dngulos de 30° y —30° en posicion normal se intersecan con la circunferen-

o B (B ; L
Clda unitaria en |OS pUl"I[OS ‘2—,5 y T._E rESPEC[IVEmenEE.ACOn[InUﬁClOﬂ

se presenta la relacion entre sus razones trigonometricas.

Como sen30° = % ysen(—30°) = — —;— entonces sen (—30°) = —sen 30°.
3
Como cos30° = 3{2—- y cos(—30°) = % , entonces cos (—30°) = cos 30°
| - J— \/E {+] — 3 o p— aQ
Como tan30° = 5 y tan(—30°) = e entonces tan (—30°) = —tan30

De manera similar, se tiene que:

cot(—30°) = —cor30° sec(—30°) =sec30° cosec(—30°) = —cosec30°
En la Figura 3.108 se observa que los puntos A y B son simeétricos con res-
pecto al eje X, de modo que AOA’A y AOA'B son congruentes. Por consi-
guiente:

sen(—a) = —sena cos(—a) = cosa tan(—o) = —ana

cot(—a) = —cota sec(—a) = seca cosec(—a) = —coseca

10.2 Razones trigonométricas para angulos
complementarios

Los angulos a y 90° —a de la Figura 3.109 son complementarios.

Los triangulos AOA'A y ABB'O son congruentes, por lo cual se puede afir-
mar gue:

sena = cos(90° — a) cosa = sen(90° — a) tane = cot(90° — a)

cota = tan(90° — ) seca = cosec (90° — a) coseca = sec(90° — )

Ejemplo 1

Como los angulos de 60° y 30° son complementarios, se cumple que:

sen60° = cos30° = % cos60° = sen30° = %—
tan60° = cot30° =3 cot60° = tan30° = _\2_5
23

sec60° = cosec30° =2 cosec60° = sec30° = Y

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Pensamientos espacial y métrico

10.3 Razones trigonométricas para angulos coterminales

Como dos angulos a y B en posicion normal son coterminales si tienen el mis-

mo lado terminal, entonces cualquier punto P(x, y) del lado terminal de o, est4 4
a la vez en el lado terminal de B (Figura 3.110). En consecuencia, el valor de las P, )
razones trigonometricas de los dos angulos coinciden.

Si los angulos a y B en posicién normal son coterminales, entonces: )
sena = sen cosa = cos B tana = tan B 1T 8
cota = cotP seca = secf3 coseca = cosec 3
Figura 3.170
Ejemplo 2

Observa como se calculan los valores de sen1920° y tan157r.
sen 1920° = sen (5 - 360° + 120°) = sen 120° = sen (180° — 120°)
3

=sen60’ = —
2

anism=tan(7- 2w+ w) =tanwT =0

Ejemplo 3
Para calcular cot 225°, tan 300° y cos 1509, se pueden reducir al primer cua-
drante como sigue.

e cOt225° = cot(225° — 180°) = cot45° = 1
« tan300° = —tan(360° — 300°) = —tan60° = -3

o cos 150° = —cos(180° — 150°) = —cos30° = —é
Ejemplo 4
. . 3 , %
Las razones trigonométricas dea = — 3 se hallan asi: o
3 -
Comoa = — 31717 = —[S ‘2m+ g} se deduce que — 3%“ es coterminal con .

- % (Figura 3.111).

Aplicando la definicion de las razones trigonomeétricas para un angulo nega-
tivo, se obtiene: T

T o T — _\E B e T L
SEH( 3 ] = sen 3 = 5 COS( 3] CcOs 3 2
N
m T m b1 \/g
——|= —rtan4 = - cor|—— |= —cot5 = ——
tan[ 3J 3 WEY ( 3] 3 :
T T m m™ 2\/5
—_—— = _—= —— | = —CoseC —— = ——
sec( 3] sec3 2 cosec[ 3) 3 =
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10 Raznes_trigonométrica

s para angulos

= - e T, =

negativos,

complementarios y coterminales

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula cada razén trigonomeétrica considerando la
@ razon correspondiente del angulo opuesto.

a. cos(—30%) b. cosec(—45°)

c. sen(—45°) d. tan(—30°)
e. sec(—60°) f. cot(—30°)
g. cosec(—30°) h. sen(—30°)

o Halla el valor exacto de las siguientes razones trigo-
@ nomeétricas.

a. sen1215°

K]
C. COSEC(-—)
2

e. tan(—15m)

b. cos(—600°)

d. cot1830°

: ( 1311')
. Sec| ———
3

o Responde las siguientes preguntas.

Razonamiento

® a Por qué en los cuadrantes | y Il la razén seno es
positiva y en los cuadrantes Ill y IV es negativa?

b. jPor qué en los cuadrantes | y IV la razdn coseno
es positiva y en los cuadrantes Il y IIl es negativa?

c. {Como se puede recordar el signo de las razones
seno y coseno en cada cuadrante?

d. ;Como se puede determinar el signo de las
demas razones trigonomeétricas a partir del signo
de las razones seno y coseno?

o Responde y soluciona.

® 2 Siaesun angulo del primer cuadrante, jen qué
cuadrante esta —a?

b. Completa la Tabla 3.6 para responder la pregun-
ta anterior, cuando a es un angulo de cada uno
de los cuatro cuadrantes.

Angulo Cuadrante al que pertenece
a I _ Il I IV

kL

Tabla 36

e Analiza y responde,

® :Como se puede determinar la relacion que existe
entre las razones trigonométricas de los angulos a
y —a a partir de las relaciones encontradas en la
actividad 4 by los resultados de la Tabla 3.67

o Lee la siguiente informacion y responde las pregun-
& tas que se formulan a continuacién.

B es un angulo de 1575° en posiciéon normal.

a. ;Cuéantas vueltas completas da el lado terminal
del angulo alrededor del origen del plano carte-
siano hasta ubicarse en su posicién final?

b. Si 0 es el angulo en el intervalo [0°, 360°] que es
coterminal con B, ;como se puede hallar 67

c. {Qué relacion existe entre las razones trigono-
métricas de By 67

d. ;Cudl es el angulo de referencia de 67

e. ;Como se pueden utilizar las razones trigonomé-

tricas del angulo de referencia de 0 para hallar
las razones trigonomeétricas de p?

f. Sta = —B, jcomo se pueden hallar las razones
trigonometricas de «?

Comunicacion
o Expresa cada una de las razones trigonométricas en
@ términos de las razones seno o coseno del mismo
angulo.

a. sec458°

c. cosec1200°

b. tan (—250°)
d. cot(—700°)

Razonamiento

o Utiliza las conclusiones de la actividad 7 para calcu-
#® lar cada una de las siguientes razones trigonomeétri-
cas.

a. tan(—30°)
c. cosec (—405°)
e. sec 1860°

b. sec780°
d. cot1215°
f. tan (—765°)

MATEMATICAS © LAROUSSE
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o Indica si cada igualdad es verdadera (V) o falsa (F).
& Justifica en cada caso.

a. €0s560° = —cos20°
b. tan1130° = —ran50°
c. sec1520° = sec80°
d. cot 750° = cotr30°

e. cosec 1105° = —cosec 25°

Comunicacion
@ Sigue las instrucciones.
® | Dibuja cuatro angulos en posicién normal, cada

una de ellos en uno de los cuadrantes del plano
cartesiano.

il Utiliza la grafica de cada uno de los angulos
dibujados en el literal anterior para explicar por
qué cosec (—a) = —coseca.

0 Lee la informacién y responde las preguntas. Justifi-
A Catusrespuestas.

En la Figura 3.112, @ y B son angulos positivos en
posicion normal tales que B + 90° = a.

P

#
g

Figura 3.112

a. Halla el angulo de referencia de a.
b. Halla el angulo de referencia de .

c. ;Qué condicion debe cumplirse para que los
angulos de referencia de o y B sean iguales?

d. ;En qué caso senax = —senB?

@ Propon dos maneras de justificar que
@ sen20° = cos70° sin hallar los valores de estas ra-
zones.

Pensamientos espacial y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Resolucion de problemas

En un concurso hay una pista circular de 9 m de
A radio en la que se halla un indicador en forma de
flecha como se represento en la Figura 3.113.

Linea de meta

Indicador

Cada participante debe hacer girar el indicador
desde el punto Oy, cuando este se detenga, el con-
cursante debe ubicarse en el punto del borde del
circulo senalado por el indicador; luego, desde ese
punto, debe correr hasta la linea de meta. Quien lo
haga en el menor tiempo posible es el ganador. Si el
indicador se detiene sobre la linea de meta, el con-
cursante pierde un turno.

Cuando Antonio hizo girar el indicador, este marco
un angulo de 2550°. ;Qué distancia debe recorrer
Antonio hasta la linea de meta?

Evalvacion del aprendizaje

.
o Calcula, en funcion de h, el valor de cada una de
o las siguientes razones trigonométricas.

a. sen 123° siendo sen57° = h
b. cos220° siendo tan40° = h
. cos247° siendosen113° = h

d. cosec 701°, siendo cot 199° = h

0 Calcula todas las razones trigonométricas del an-
& gulo o, seglin la condicion dada.

a. a es un angulo del primer cuadrante y

2
cosa = 3.

b. a pertenece al segundo cuadrante y sena = 0,25,
. 180° < a < 270°y tana = 2.

d. 3l;—T<t:m<2'rrysec0t=\/5.
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11 Dpefinicion de las funciones trigonométricas

Saberes previos [ Conoce |

: i i irari to P(x, v) de la misma, se cumpl e
Liallavalor de la raziin seno delos En una circunferencia unitaria y en un punto P(x, y) ple qu

angulos notables y construye un sena =y cosa = x rana = 4)‘:— ,conx#0
plano para localizar los puntos co- 4 . .
rrespondientes. ;Como es la gréfi- cota = -, cony #0 seca= -,conx#0 coseca = 7 cony #0

ca aproximada?

=,

. 1 1
Si y = 7, entonces sena =; por lo tanto, & = z

N Analiza_ 5 B

- : == = = por lo tanto, @ = = . Se puede comprobar que
: Observa la Figura 3.114, en la que # =T eanastie =g pario “= % pu mprobar q

ése muestra una circunferencia

. Por su parte, como

. ’ o L T
el valor de las demaés razones trigonométricas coinciden con las de &+ por lo

unitaria.
x Yy que se puede afirmar que & = %
Pix, y)
] V2
; 3 3
3 A 1 Sia=%,sesabequesen—?—=7ycos~"}=7AComosena=yy
- -1 0 M | x

cosa = x, entonces P(x,y) = P {g ""2\@}

De esta manera, en una circunferencia unitaria a cada angulo a le corresponde
un Unico punto P(x, y) de dicha circunferencia. De igual forma, a cada punto
P(x, y) le corresponde un angulo a.

+ ;Cudl es la medida del angulo a
si su lado terminal corta a la cir-
- ‘ NERR
¢ cunferenciaen|—.-
} 22 , : ; & N— . D
: Debido alo anterior, es posible definir una funcién trigonométrica o funcion cir-
: » ¢Cudles son las coordenadas del  cular de acuerdo con las relaciones que presentan las razones trigonométricas.
puntoPsia = 77 ‘ . '
En una circunferencia unitaria, a cada nimero real t en (0, 21) le correspon-
de un angulo de t radianes en posicion normal. A su vez, a un angulo en t
radianes le corresponde el nlimero real t. Por lo anterior, es posible definir las
funciones trigonométricas de la siguiente manera:

sent =y cost = x tant= ¥ ,conx # 0
cort= ~-,cony#0  sect= +,conx#0  cosect= --,cony#0

y
Ejemplo 1
Sise sabe que t = 3 Y €l lado terminal de t corta a la circunferencia unita-

ria en el punto P(x, y) = [1 I%], entonces:

3t
. e
_ 1 2 23
sent = >~ cost = = tant—T—T=J§
2
2 1 3 1 1 2 24/3
tt=—F=—F]=— sect=—=12 coseCt=—F4F== ——==—=
B3 : 5 B3
2 2 2

MATEMATICAS £ LARDUISSE
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Pensamientos espacial, métrico y variacional

11.1 Dominio de las funciones trigonométricas

El dominio de las funciones trigonométricas esta definido como se muestra en
la Tabla 3.7.

Funciones Dominio
Seno y coseno Todos los niimeros reales t.
Tangente y secante No estan definidas si x = 0, es decir, todos los nu-

meros reales t diferentes a % + n1r con n entero.

Cotangente y cosecante No estan definidas si y = 0, es decir, todos los
numeros reales diferentes a nr con n entero.

labla 3.7
11.2 Funciones trigonométricas para angulos cuadrantales

Un angulo cuadrantal es un dngulo en posicion normal donde el lado final
coincide con uno de los semiejes del plano cartesiano.

La Figura 3.115 muestra los angulos cuadrantales 0, % Ty 3—31 sobre la circun-
ferencia unitaria. Ademas, se observa que el angulo 27 es coterminal con 0;
luego, 27 rad = O rad.

Para hallar el valor de las funciones trigonométricas de los angulos cuadrantales
sobre la circunferencia unitaria, se toman las coordenadas P(x, y). La Tabla 3.8
resume los valores de las funciones para estos angulos.

Radian Grados P(x,y) Sen  Cos Tan Cot Sec  Cosec

0 0 (1,0) 0 1 0 Indef. 1 Indef.
= %0 (01 1 0  Indef. 0  Indef 1
™ 180 (—1.0) 0 = 0 Indef. =1 Indef.
M0 (@-1) -1 0  Indef 0 Indef -1
2m 0 (1,0) 0 1 0 Indef. 1 Indef.
Tabla 38
Ejemplo 2

Para hallar sent y tant, si cost = % y t es un dngulo del cuarto cuadrante,
se usa la identidad pitagorica sen’t + cos’t = 1.

2 2 y _ sp % % N
sent+[3] =1 sen‘t =1 9 sent == 3
Como t se encuentra en el cuarto cuadrante, entonces sent = —é.

Luego, para hallar tant:

‘ézjﬁ:
6

ant= %

V5
2

La|ro

De acuerdo con la Figura 3116,
seno = y y cose = X.

De otra parte, en el triangulo rectan-
gulo OMP, se tiene por el teorema de
Pitagoras que:

X+ y? =1, luego (cosx)’ + (senx)’ =1,
queequivaleaescribircos’ + sen’x =1
o0 sen’x + cos’x =1.

A esta igualdad se le conoce como
identidad pitagorica.

Figura 3.116
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—1 1 Defini

cion de las funciones trigonomeétricas

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Halla, en cada caso, el valor de las funciones trigo-
@ nomeétricas a partir de P(x, y).

8 e
9

o Complera la Tabla 3.9 con los signos de las funcio-
@ nes trigonomeétricas en cada cuadrante.

|
I
11}
IV
Tabla 3.9
Comunicacion

o Representa, en cada caso, el angulo t en posicion
@ normal y encuentra el valor de las funciones trigo-
nometricas seno, Coseno y tangente.

-3 - s '
a.t—~—2 b. t=2n r:.t-—2

—21T :_"lT :__Tl'
d.t= 3 et 6 3

Ejercitacion
o Halla los valores de las demas funciones trigonomé-
@ tricas a partir de la funcion dada, con valores en el
primer cuadrante.

1

343
a.tant = b. cost = ? c. cosect = 2

53
1
2 e sect =3

3
d.sent = E cott = 3~

Encuentra un angulo que cumpla con las condicio-
# nes dadas en cada caso.

a. La tangente es negativa.
b. La cotangente es positiva.

c. El seno es negativo.

d. El coseno es positivo.

Cuadrante sen t_ cost _tan t cott sect cosect

Comunicacion

o Halla los puntos P(x, y) pertenecientes a la circun-
& ferencia unitaria de los angulos mas representativos
en el primer cuadrante (Figura 3.117).

Y

—
.1

1,0
! Figura 3117
o Halla los puntos P(x, y) pertenecientes a la circun-
& ferencia unitaria de los angulos mas representativos
en el segundo cuadrante (Figura 3.118).

Figura 3.118

o Completa los puntos P(x, y) pertenecientes a la cir-
& cunferencia unitaria de los angulos mas representa-
tivos en el tercer y cuarto cuadrante (Figura 3.119).

| =

0.—-1)

Figura 3.119

o Halla sent y tant, si cost = — —‘;'— y t se ubica en el
@ segundo cuadrante.

MATEMATICAS & LAROUSSE
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; 1 ;
@ Halla cost y cott, si sent = 3 ytse ubica en el
@ segundo cuadrante.

m Calcula el valor de las siguientes expresiones.

® . wan(—250° b. sen(—25°)
c. cot78° d. sec10°
Ejercitacion
@ Completa las tablas.
® a b.
t sen t t cost
0° 0°
30° 30°
60° | 60°
o0r 90°
1200 120°
150° 150°
180° 180°
210° 210°
240° 240°
270° 270°
300° 300°
330° 330°
360° 360°
Tabla 3.10 Tabla 3.11
C d.
I | tant t cot
00 . Oo
0 | 30°
60" 60°
90° 90°
1200 120°
150° 150°
180° 180°
210° 210°
240° 240°
270° 270°
300° 300°
330° 330°
360° 360°

Tabla 312 Tabla 3.13

\ s

Pensamientos espacial, métrico y variacional

Realiza todas las actividades en tu cuaderno]

@ Completa tablas similares a las de la actividad 12
@ para las funciones sect y cosect.

Razonamiento

@ Identifica distintos valores de t para los cuales se

& cumple cada condicion.
a. sen30° = sent b. ces 15— cost

c. tan30° = tant d. cot30° = cort

@ |dentifica los valores de t en el intervalo

4 o<t<2m
para los cuales tant es indefinida.

Resolucion de problemas

Halla el valor de cada expresion. Compara los resul-
A tados en cada literal. ;Cémo explicas lo sucedido?

'n' 1T
a.sen— sen| —+2m
3 Y (3 ]

v
b. sen X sen[—+21r

sen—¢ Yy :

@ Halla el valor de cada expresion. Compara los resul-
A rtados en cada literal. ;Cémo explicas lo sucedido?

a. tan10° y tan(10° + 180°)
b. tan25° y tan(25° + 180°)
. tan78° y tan(78° + 180°)°

]

Evalvacion del aprendizaje

o Se sabe que el lado terminal de un angulo a
#& corta a la circunferencia unitaria en el punto

Pix,y) = [—ﬁ—‘é]

2.7 2
a. Determina todas las razones trigonométricas
del &ngulo a.

~,

b. Halla la medida del angulo a.
o Determina el valor de verdad de cada afirmacion.

#® . No existen angulos para los cuales seca. = cscar.

oc[ﬂ]——1

b. Y5 |~ .

2 CEH(E]
2

c. El dominio de la funcién senx es igual al recorri-

do de tanx.
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=i

Supon que tomas una cuerda y
construyes un triangulo. Si fijas dos
de los vértices y mueves el tercero,
;qué cambios ocurren sobre la me-
didas de los lados y de los angulos?

Y dniza)

: Un 4guila vuela sobre un prado
. plano y despejado; desde alli ob-
: serva dos ratones con angulos de
: depresion de 32° y 48°, respecti-
: vamente. Los ratones estan a 2 km
: uno del otro.

: » ;Cudl de los dos ratones esta a
menor distancia del aguila?

TassssssassansanaEnas srsssssnnssnann sawn

12 Teorema del seno

Conoce
Para resolver esta situacion, se puede utilizar el teorema del seno.

El teorema del seno permite resolver un triangulo cualquiera, si se conoce
un lado y otros dos elementos del triangulo (al menos un angulo). Este teo-
rema indica que dado un tridngulo ABC cualquiera se verifica que:

g _ b C

senA  senB  senC

Sea el triangulo ABC con h la altura sobre el lado BC, como se observa en la
Figura 3.720.

\A/\
b \C
b h

/
Z : \/
C H B

Figura 3.120

El triangulo AHB es rectangulo en H; por lo tanto, senB = % =h =c-senB.

El triangulo AHC es rectangulo en H; por lo tanto, sen C = g =>h=b-senC.

De las dos igualdades se deduce que: ¢ - senB =b - senC= yei = £

nB senC’

La otra igualdad se obtiene al considerar la altura sobre el lado AB .

A
Para responder la pregunta planteada 5T G I T
en la situacion inicial, se puede utilizar dR, 100° . aR,
la Figura 3.121 y plantear el teorema del
Seno como se muestra a continuacion. R, 32° 48°¢ R
| 2 km |
Figura 3.121
Para el raton 1 Para el raton 2:
2 _ dR 2 _ dR,
sen 100° sen 48° sen 100° sen 32°
Al despejar dR | y dR, en cada una de las expresiones, se tiene que:
_ 2-sen48° _ _ 2-sen32° _
dR, = S Smor =~ 1509km dR, = £—=125- = 1076 km

Por consiguiente, el aguila esta mas cerca del ratén 2.

El teorema del seno se usa en dos situaciones especificas de triangulos: cuando
se conocen un lado y dos dngulos y cuando se conocen dos lados y el angulo
opuesto a uno de ellos.

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Ejemplo 1

Para encontrar el angulo B del triangulo ABC de la Figura 3 122, en el cual
—_ — = Q _b

b=10cm,c =5cmymx.C = 65° se parte de B T o C de donde:

10
senB = % -senC = (?]sen65° ~ 181

La ecuacion sen B = 1,81 no tiene solucién pues el seno de un angulo cual-
quiera oscila entre —1y 1. Se dice que el tridngulo no tiene solucion.

Ejemplo 2
Observa como se hallan los lados y dngulos que faltan en el triangulo de la
Figura 3.123.

ComomXA + mXB + mx.C = 180° entonces:

mXB = 180° — (XA + mXC) = 180° — (48° + 57°) =

. b ;
Ahora, haciendo uso del teorema del seno —2— = ——, se tiene que:
senA senB

a= -2 -senA :( 47 c]sen48° (097](074}'“362 cm

sen B sen 75
Para hallar el valor de ¢, se puede usar la igualdad 4 = de donde:
senA sen C
_ _a_ . _ (362 o (362 _
C= gonp NG [sen48°] sens7 (0_74] (083) = 40,6 cm
Ejemplo 3

« Se quiere calcular la longitud del lado a de un tridngulo ABC con
b=12cm mXA = 60°y mxB = 40°.
b

Para ello, se aplica el teorema del seno 4= 2.
senA  senB

_ b-senA _ 12-sen60° __
9= TsenB  sen40° 16,17 €m

« Para determinar el valor de b en la Figura 3.124 se debe calcular primero el
valor de c. Se puede iniciar encontrando el angulo «:

a = 180° — (60° + 75°) = 45°
Conocido el angulo o, es posible aplicar el teorema del seno asf:

E_ - 200 _ (2% ] o ( 200 ] ~
= = === 4
sen60°  sen4s® ¢ [sen45° RN 0,70 (087) =240

Ya conocido el valor de ¢, se aplica de nuevo el teorema del seno.

b _ 2486 _( 248,6 o[ 248, 6]
sen50°  sen90° b= (sen90°]sen = [ 1 (0.77) =~ 131,42

Pensamientos métrico y variacional

10cm

Figura 3.122

47 cm

57°

.+
€

Figura 3.123

Figura 3.124
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Dibuja el tridngulo y halla los angulos y los lados que
@ se desconocen.

a.b=70cm mxA = 80%a = 100cm
b.mXA =35 mXB=65%c=98cm
c.c=36cmmXC=52%b=46cm

o Resuelve cada triangulo.
\ b.

A P&

< /_

€ - 30,56“' )
> -~ !b 26cm 8343
By 40,37°
16em ~N53,13°
e B a €
Figura 3.125 Figura 3,126
C d.
B
\ =
3 Q(icm L_I60,4°
355 —\ Figura 3.128
o 124 cm A 8 y
Figura 3.127
e, f.
5 Cla
J / —— _S_,_S _‘—"i
i 119,6° B
349° - 27 o
b Tt
13° ' A
Aj' - 8 Figura 3.130
po— 87 ——
Figura 3.129
g h.
¢ AN
/\\d I \ “\_\H b
61  519° N
‘ 3.3 ~
& |\ e
\ _l_ \"ﬂ"..f'-‘-fsfl‘a'
B B
AH"_'_'_'_ 4.8
Figura 3,131 Figura 3.132

o Resuelve los siguientes triangulos. Uriliza la ley del
@ seno, razones trigonométricas y el teorema de Pita-
goras segun el caso.

a b.
A A/\
TR
zge 161
b 8'2\\ e
c \ =
Dyoe S
M [ € B ] ¢
B
| 10 — Figura 3.134
Figura 3.133
c d. A
3 :
//<
= 11,3 .
11,7 b o5 b
3y '\59“ 59"( .\§_3}4°.":
B d C .(qc
Figura 3.135 Figura 3,136
e f.
8,2 -——"’J\ & "““A/
L / N

A
def 9 4

b s 2 / c
38,7° £ oy =
B Figura 3.137 Figura 3138
Comunicacion
o Responde a partir de la Figura 3.139.
o

Figura 3139
a. ;Cuanto mide el radio de cada circunferencia?
b. ;Cudl es la medida del dngulo que falta?

MATEMATICAS © LAROUSSE
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o Calcula la distancia entre los puntos C'y D presenta-
& dosen la Figura 3.140.

A\ 50 1379 8 \716° 369°/ E
| 10 | 10 |

Figura 3.140

Resolucion de problemas

o Un avién viaja entre dos ciudades B y E con angu-

@ los de elevacion de 31° y 45° respectivamente. La

distancia entre las ciudades es de 1500 km. Halla la
distancia del avion a cada ciudad.

s

Be, (o ERANE S |

Bl 1500km E

Figura 3,141

o Un montanista observa dos pinos, A y B, desde la
@ cima de una montafa con un angulo de 77°. El an-
gulo de elevacién de A al montanista es de 31° y la
distancia entre los pinos A y B es de 12 km. ;A qué
distancia esta el montanista de cada pino?

Figura 3.142

o Halla la medida de la diagonal mayor de un parale-
@ logramo con lados 7 cm y 8 cm, y el dngulo interno
mayor de 145°,

Pensamientos métrico y variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademc)

o Un avion vuela entre dos ciudades A 'y B que distan

@ entresi 75 km. Las visuales desde A y B hasta el avion

forman angulos de 36° y 12° con la horizontal. Cal-

cula la altura a la que vuela el avion y las distancias

a las que se encuentra de A y de B, si el avion y las
ciudades estan sobre el mismo plano vertical.

@ Dos personas estan separadas 2 km de distancia.
@ Sobre su plano vertical y en el mismo momento,
hay una nube bajo angulos respectivos de 73y 84°,

Calcula la altura de la nube y la distancia de la mis-
ma a cada una de las personas.

Evalvacion del aprendizaje

.
o Determina la longitud del puente de la Figura
& 3.743, si la distancia del punto X al Y es de 95 m.

Figura 3.143

0 Si la embarcacion C de la Figura 3.144 se dirigeala
& embarcacion B, ;qué rumbo debe tomar la embar-
cacion C para ir a la embarcacion A?

=

. /\/g

15 km

= l'l,/ (/
A /8 /
25 km N
0-—I—E
o c~ 3

Figura 3.144
-
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Saberes previos

Tres amigos estan en un campo
de fltbol. Entre Juan y Fernando
hay 25 metros, y entre Fernando y
Camilo, 12 metros. El angulo for-
mado en la esquina de Camilo es
de 20°. Traza un dibujo a escala y
determina la distancia que hay en-
tre Juan y Camilo. ;Depende esa
distancia del angulo?

Y hnaiza

: En la Figura 3.145 las diagonales
del paralelogramo miden 10 cm y
: 12 cm, y el angulo entre ellas mide

: 500,
e 2
S s
sam” g
D A
Figura 3.145

: o ;Cuanto mide cada uno de los

lados del paralelogramo?

/ \\
B M B
Bl - x—ef—x—|A
A
2 AT
b=12cm
/ c=14cm
<
AL
a=10cm
\/B_ Figura 3.147

13 Teorema del coseno

Antes de resolver la situacion planteada es necesario formular un nuevo
teorema.

El teorema del coseno permite resolver triangulos de los cuales se conocen
tres lados o dos lados y el angulo comprendido entre ellos. Este teorema
indica que, dado cualquier triangulo ABC, se cumple que:

a* = b* + ¢t — 2bccosA
b’ = a* + ¢* — 2accosB
¢ =a*+ b*— 2abcosC

En el tridngulo de la Figura 3.146 se considera la altura h sobre el lado AB que
determina el segmento x = AH sobre AB .

El triangulo AHC esrectanguloen H, asique: b’ = X' + = h’> = b’ — X

El tridngulo BHC es rectangulo en H, asf que:
F=p+c—KF=R+E+¥—2x

Si se sustituye la primera relacion en la segunda, se obtiene: a> = b* + ¢* — 2cx

Como cosA = % =x=bcosA=ag*=b>+ c? — 2cbcosA

Las otras igualdades se demuestran de manera similar tomando las otras altu-
ras del AABC.

Retomando el paralelogramo de la Figura 3.146, se tiene que:
Para el lado de menor medida: ¢ = 6>+ 5 — 26+ 5c0s50° = 2243
Para el lado de mayor medida: ¢ =6+ 5" — 2+ 6+ 5 cos130° = 99,56

Ejemplo 1

Para calcular la medida del angulo B del triangulo ABC de la Figura 3.147,
se puede usar la segunda formula proporcionada por el teorema y despejar
cosB:

2 2 i
b’ =a’+ ¢ — 2accosB=>cosB = gte b
2ac
_ 107+ 142 =122 _ 152 _
= T 200004 280 054
= j =5731"
Para hallar la medida del &ngulo A, se despeja cosA en la primera férmula.
2 T ST
g’ =b*+ ¢ — 2bccosA = cosA = 8 ¥e —o
2bc
_ 12 +142 10 _ 240 _
2(12)(14) 336 '
= A = 4476°

MATEMATICAS £ LARDUSSE
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Ejemplo 2

Dos personas parten de un mismo punto A y sus caminos forman un angulo
de 60°. Si una hora después han caminado 10 km y 12 km, respectivamente,
;qué distancia los separa ahora?

Si A es el punto de partida, los puntos B y C corresponderan a los puntos de
llegada de cada persona. Estos tres puntos determinan el triangulo ABC de la
Figura 3.148, en el cual la medida de BC sera la distancia que los separa luego
de haber realizado su recorrido.

Como los datos conocidos son: b = 12 km, ¢ = 10 km y mXA = 60°, y
BC corresponde al valor de a, se utiliza la primera formula del teorema del
coseno.
a’ = b* + ¢ — 2bccosA = 12% + 107 — 2(12)(10)cos 60°

= 144 + 100 — (240)(0,5) = 244 — 120 = 124 =>a =~ 11,13

De acuerdo con lo anterior, la distancia que los separa una hora después de
haber iniciado su recorrido es aproximadamente 11,13 km.

Ejemplo 3

* Se quiere calcular la medida del angulo B de un triangulo ABC en el cual
a=14cmb=12cmyc=10cm.
Para ello se utiliza el teorema del coseno como sigue.

al + C_“- — bz
2ac

_ 1964100 — 144 _
=~ 2.14-10 034

B = arccos(0,54) = 57,31°

b>=a’>+ ¢ — 20ccosB=cosB =

Se desea construir un tunel por deba-
jo de una montana y, para hacerlo, un
topografo toma las medidas indicadas
en la Figura 3.149.

\/_,, gm 1A
C Figura 3.149

Los datos proporcionados indican que de un triangulo ABC, se desea co-
nocer la medida de su lado BA, es decir el valor de c. Para ello, se puede
utilizar la tercera formula del teorema del coseno:

E=a*+ b*— 2abcosC
= 5% + 82 — 2(5)(8)cos 133° = 25 + 64 — (80)(—0,68) = 1434
c =~ 1434 = 11,97

Luego, la medida del tlinel es aproximadamente 11,97 m.

Pensamientos métrico y variacional

10km /
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Pensamientos mét

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

L

o Dibuja el tridngulo y halla la medida de los angulos
@ v los lados que faltan.

a.b=70cm;c=85cm;a = 100cm
b.a=18m;mXB=65%c=26m
c.c=6dma=78dm;b=95dm
d. mXC=41%b=105m;a = 140 m
e.b=98cm;mXA=15%c=125cm

o Resuelve los siguientes triangulos.

®. b.
b S
C
r4.1/_""-_’\ P l
/\ 4.5 /\ . 30
6'7."\/\/ 37 NAL }
: g
B o —
\/B
Figura 3,150 _
Figura 3.151
C d.
& 33,4° R 3
/'\ + a5 [
37 22,4
8 .
r‘I "‘"“-—--_.1[3
Figura 3.152
Figura 3.153
e f.
122—IC Al
=~ Y
B y By s
B B—41 2/’\
Figura 3.154 —
Figura 3,155
g h.
A /\C
I
e R, 22,4 A\
32 = -
6 94 J A 2
250 34,8°1
/ Te \31 6
~ a '
8 B
Figura 3.156 Figura 3.157

Modelacion

o Lee y resuelve.

@ Cuando se conocen dos lados a y b de un triangulo
ABCy el angulo B comprendido entre ellos, el area A
del triangulo se puede obtener mediante la expre-

sion:

Area del triangulo ABC = A, = J;_;a “Cc~5enB

Calcula el 4rea de cada triangulo.

a, b.
8.2 =
36,1 oo 224 A\/’
i B0 ey
-/TG4°
B C c a
. - 38,7%
Figura 3.158
D
B Figura3.159
C d.
AC_ ", P
22-4/'-,"‘\ A LY
\/___'.-' \
A \\
L \ 31,6 82,9° 36,1

Al \ se”

Figura 3.160

Comunicacion

o Explica en qué casos se utiliza el teorema del seno
A yenqué casos el teorema del coseno cuando se re-

suelve un tridngulo.

o Halla el &rea de la region sombreada.

© 38cm 1236cm
— 447 cm
Figura 3.162

Figura 3.161

MATEMATICAS 1 LAROUSSE
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o Calcula la medida del angulo B.
o

-

Figura 3.163

Resolucion de problemas

o Dos escaladores se encuentran en los picos de dos
@ montafas (Figura 3.164). El escalador A se encuen-
tra a 56 km del campamento C, y el escalador B a
12,6 km. El angulo de separacion entre los dos es de

85°. ;Qué distancia separa a los dos escaladores?

Figura 3,164

o Felipe esta en la azotea B de su edificio observando

& los dos edificios mas altos A y C de la Figura 3.165. Si
la distancia desde la azotea de su edificio a los otros
dos es 80 m y 110 m, ;cual es la distancia entre las
azoteas Ay (7

Pensamientos métrico y variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cUademo]

o Halla el area de la region sombreada de la Figura
A 3766, si P es el punto medio del segmento CD y la
altura del paralelogramo es de 30 cm.

D P c

N L
/ 123, 7 ;

Ocm

36,1 cm
_ h=3
/ 52,1°
~. W =8

60cm —|B

@ Calcula el angulo de tiro del jugador que esta situa-
21 doen el punto B del campo de la Figura 3.167.

| 100 m >

Evalvacion del aprendizaje

o ;Qué distancia debe recorrer la bola blanca para
& impactar a la verde si se sabe que la distancia en-
tre la bola blanca y la amarilla es de 25 cm, de la
amarilla a la verde hay 38 cm y el angulo entre las
distancias es de 55%7

Figura 3.168

o Plantea una situacién que tenga los siguientes da-
& [0Sy propdn a un companero resolverla.

b=35km;c=48km;a = 61km
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Practica mas

Medida de angulos y triangulos
Comunicacion
o Completa la Tabla 3.14.

A Grados Radianes Rotaciones
80°
™
2
8
95°
L
12
150°

Tahla 3.14
Razonamiento

o Encuentra la medida de los angulos y los lados fal-
A tantes en cada triangulo.

B
a. B8 b. e
i 31°
* e 2,3 5
A

|.' E;‘|."|_J 3

Razones trigonométricas en un triangulo
rectangulo
Ejercitacion
o Halla las razones trigonométricas de los angulos da-
A dos.

a. | b.
-
B N
10 4
AL [
6
= L Figura
6 Figura 3171
Resolucién de triangulos rectangulos
Ejercitacion
o Resuelve los siguientes triangulos.
A o i b.
Jg L_ _/13 h
h 4
7,2 ~.56.3° 26,6°
oA Ll 266°

@Reah‘za todas las actividades en tu cuademo |

| Angulo de elevacion y angulo de depresién
Resolucion de problemas

o ;Cual es la distancia entre dos ciudades A y B, si des-

A delaciudad A se observa un avién (que estd a una
altura de 1500 pies del suelo) con un angulo de ele-
vacion de 33° y del avion se observa la ciudad B con
un angulo de depresion de 277

Utiliza la Figura 3.175.
o=

1

A B

e, % |

[ Figura 3.175

| . 8w . # .

| Definicion de las razones trigonométricas en la
circunferencia unitaria y uso de los angulos de
referencia

o Indica cuales son las razones trigonométricas del an-
A gulo B cuyo lado terminal pasa por cada punto.

a. (8, —15) b.(—7,—4)  c.(—6 —8)
L2

Halla dos dngulos equivalentes al angulo 6 entre 0°y

A 360° en cada caso y represéntalos en el plano carte-
' siano.
a. B = 2460° b. 8 = —2460°
c. 6= —1580° d. 8 = 3260°

Definicion de las funciones trigonomeétricas

o Representa, en cada caso, el valor del angulo t en po-
A sicion normal y halla el valor de las funciones trigo-
nomeétricas sent, cost y tant, si existen.

= = 2T
a. t 5 b.t 3
_ T — T
c.t—9 d.t 9

Teoremas del seno y del coseno
‘ o Calcula la distancia del punto C al D.
/

<
3

I'"llo_rsu ( -/A
pA12535 §
[ e :
\ B =
283 116570 2974 ( g
\"_'\ Figura 3.176 §
v : £
=

7E
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Resolucion de problemas

Estrategia: Usar una formula

| . . . . +
La rueda panoramica de un parque de diversiones tiene

un diametro de 48 m. ;Qué longitud ha recorrido una
gondola si la rueda ha girado tres cuartos de vuelta?

1. Comprende el problema

« ;Qué informacion encuentras en el enunciado?

R: El diametro de la rueda panordmica y el giro que ha dado

« ;Qué debes hallar?
R: La longitud que recorre una gondola cuando la rueda ha girado

rres cuartos ge vieita.

2. Crea un plan

« Utiliza la formula de la longitud de la circunferencia y
la férmula de la longitud de arco para resolver el pro-
blema. Compara los resultados que obtuviste en cada
caso.

3. Ejecuta el plan
Observa los dos procedimientos.

« Al dar una vuelta completa, la gondola recorre una
distancia igual a la longitud de la circunferencia de la
rueda. Por lo tanto:

L=2-mwr=2-314-24=15072
Luego, se calculan tres cuartos de esta distancia.

% de 15072 = 11304

« Aldar una vuelta completa, la rueda gira un angulo @ de
2 rad. Entonces:

S=0-:r=2mw-24=15072

Lo que significa que, al girar tres cuartos de vuelta:

% de 15072 = 113,04

R: La gondola recorre una longitud de 113,04 m.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que, si la rueda tuviese un radio de 20 m, en los
tres cuartos de vuelta giraria 94,2 m.

@j Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Aplica la estrategia

o Francisco observa el reloj que hay en la pared
de un consultorio y calcula que la longitud del
minutero es de 15 cm. Si Francisco llegé al con-
sultorio a las 12:45 p. m. y fue llamado a su cita
ala 1:00 p. m, ;qué distancia recorrio el extremo
del minutero mientras Francisco esperaba?

a. Comprende el problema
b. Crea un plan

¢. Fecurta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o Dos personas observan al mismo tiempo un
avién que vuela, en el mismo plano, a una altura
de 1200 m. Si lo observan con angulos de eleva-
cion de 18° y 24°, respectivamente, ;qué distan-
cia separa a las dos personas?

Formula problemas

o Inventa un problema que involucre la siguiente
informacién y resuélvelo.

% Las razones trigonométricas de un angulo
dependen de su medida y no de la
longitud de sus lados.”

Enriquece tv vocabulario

« Completa en tu cuaderno.
Un tNgUIO s tiene mayor un
angulo recto, mientras que UNO ...
tiene sus tres angulos agudos.

)



Evaluacion del aprendizaje

Medida de angulos
Ejercitacion
o Une con una linea las medidas equivalentes.

& ————

a. 163°29' 132" (164,225°)

b. 1635° (16330’ |

umw

¢ 164,25

d. 163°73' 30" (163,487

13w ( qges )

e. 20 - 165 ¥
Triangulos
Modelacion

o Completa la frase con base en la Figura 3.177.

Figura 3

Para que la figura determine un triangulo rectangulo
se debe cumplir que:

— AD — AD
a.senf = C b. senf = A
_ AD _ D
c. tanB = CA d. tan@ = A

Resolucion de problemas

o Dos automoviles parten de un mismo punto simul-

& taneamente por carreteras rectas que difieren 90° en
direccion. Si el primer vehiculo viaja a 62 km/h y el
segundo a 55 km/h. ;A qué distancia se hallaran el
uno del otro al cabo de 10 minutos?

SOLUCION DE PROBLEMAS

Razones trigonométricas en un triangulo
rectangulo

Modelacién
o En la Figura 3.178, cosec B esté definida por:
& I SELECTION MULTIFL
. £ p: X (B ' Figura 3,178
a. cosec3 = % b. cosec = %
= SI — AS
c. cosecB = Z d. cosecp = 7

Resolucion de problemas

En un tridngulo isésceles la altura mide 9 cm, uno de
#& los angulos formado por la base y uno de los lados
congruentes del triangulo mide 30°.

Las medidas de los lados (1) y la base (b) son:

SELECCION MULTIPLE

a.l=16cmyb=8/3cm
b.l=12cmyb=12{/3cm
cl=9cmyb=9{3cm

d.l=18cmyb = 18/3cm

Razones trigonométricas de angulos especiales
Resolucion de problemas
o Observa la Figura 3.179 y responde.

# A qué altura con respecto al suelo se encuentra la
cometa?

PROBLEMAS

5m /

E 120 em
Resolucion de triangulos rectangulos

1 Figura 3.179
Razonamiento

o Si en el triangulo rectangulo de la Figura 3.180
& N =283mymxA = 34,68, determina si las igual-
dades son verdaderas (V) o falsas (F). Justifica tu res-

puesta. VERDADEROIFALSD
a. m=497m ()
b. r% = 0,822 ()
C. p = tan 34,68 ()
d. XC = 5532° ()
e & =mnC ()

MATEMATICAS © L AROUSSE
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Angulo de elevacién y angulo de depresion
Resolucion de problemas

o Un mirador de 146 pies de altura estd ubicado al
#& borde de una piscina. Desde el punto mas alto del
mirador, el dngulo de depresién de un objeto en
el borde opuesto de la piscina es de 32,6°, ;cuanto
mide el ancho de la piscina?

(SOLUCION DE PROBLEMAS

o Desde un punto en el suelo se determina un angulo
& de elevacion de 30° hasta la cima de una torre; 38
metros mas cerca se determina un angulo de eleva-
cién a la cima de la torre de 60° (Figura 3.181). Halla
la altura de la torre. (SOLUGION DE PROBLEMAS

!

-
i

7
VA

I 38m I

Figura 3.18

Circunferencia unitaria
Ejercitacion
@ El punto P esta en la circunferencia unitaria. Si la

- J§
coordenada en x es — v la coordenada en y es ne-

gativa. Las coordenadas del punto P son:

SELECCION MULTIPLE

a. [ﬁ,_lJ b. [?-g]
2 2
(59 effe

Definicion de las razones trigonométricas en la
circunferencia unitaria

Comunicacion

Q Determina si cada igualdad es verdadera (V) o falsa
& (F).Justifica tu respuesta. (VERDADERGIFALSO )

a. sen90° = ()
b. cosec270° = — 1 ()
c. tan360° =0 ()
d. cot180° = 0 ()
e. cot90® = ()

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

Calculo de las razones trigonométricas usando
angulos de referencia

Ejercitacion
@ Halla las razones trigonome’tricas del angulo Q si se

sabe que tanQ =  yQestden el tercer cuadrante

Razones trigonomeétricas para a'mgulos
negativos, complementarios y coterminales

Razonamiento

@ Forma parejas entre las dos columnas, de tal manera
#& que se determinen equivalencias, “civinanof i

8

a. sen 5 ;_?_530;
b. cos(—210°) [ cos60° |
. sen45° |_ﬁd
d. cos150° (cos4s®
e. cos 780° |Es_150° ]

Definicion de las funciones trigonométricas
Ejercitacion
@ El lado terminal de un angulo a: coincide con la recta
& ¥ = —2xy se establece en el segundo cuadrante,
Halla las seis funciones trigonomeétricas del angulo a.
\CTIVIDAD DE REFUERZO |
Teorema del seno y teorema del coseno
Resolucion de Problemas

Una torre inclinada 13,35° en sentido positivo con
& respecto ala vertical proyecta una sombra de 6,46 m
cuando el angulo de elevacion del Sol con respecto a
la horizontal es de 57°. Calcula la longitud de la torre.

[SOLUCION DE PROBLEMAS |

B =13,35° Figura 3,182
@ Las medidas de un terreno triangular son 129,8 m,
& 1078 my 55,45 m. Calcula la medida del angulo me-
nor entre los lados del terreno.




Funciones e identidades
trigonométricas
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Pl
& T=-%a1] y |
_1d Sabemos
e Calcular las razones

trigonometricas.

ek~ S

+ Aplicar el teorema del seno y
del coseno.

it s o g

» A obtener la grafica de las
funciones trigonométricas a
partir de sus caracteristicas.

-

Pensamientos espacial y variacional

« Solucionar situaciones que se
modelen con las funciones
sinusoidales.
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1 Funcion seno

Saberes previos

En una oficina en Cartagena, se
controla la temperatura con un
ventilador electronico inteligente.
;Como crees que funcione este
aparato?

om

En la Figura 4.1 se presenta una cir-
cunferencia unitaria y un angulo 6.

Yil

Figura 4.1

« ;COmo se obtienen las graficas
de las funciones trigonométricas
a partir de esta circunferencia?

| _cotd | -t
,"t/dC)-SECH
Hp= e o Ol I
<o | [Z221\|Hane
17 R |
05§
Figura 4.2
a

h
S

1.1 Lineas trigonométricas

En la anterior unidad se definieron las funciones trigonomeétricas a partir de la
circunferencia unitaria. Con ayuda de esta, también es posible obtener el bos-
quejo de las graficas de las funciones trigonométricas por medio de las lineas
trigonométricas.

En la circunferencia unitaria de la Figura 4.3 se trazan las rectas m y n tangentes
a la circunferencia en los puntos A y F, respectivamente. Luego, se prolonga el
radio hasta cortar las rectas m y n (puntos J e /). Los tridngulos GOH, IOF y AOJ
son semejantes porque cumplen el criterio de semejanza Angulo-Angulo al
compartir las medidas de 0 y el angulo recto.

Por lo anterior, se tiene que:

5en9=$=@ c058=$=_H
_E W we A A —

Eane—ﬁ—f—ﬂz Cotﬁ—%—T—Aj
O O e 0 _ 0O _ —

secﬁ—ﬁ—T—Of COSGCB—@—T—OJ

Las lineas trigonométricas de un angulo en posicién normal corresponden
a los segmentos, donde su medida coincide con una de las razones trigono-
meétricas tal como lo muestra la Figura 4.2.

1.2 Funcioén seno

La variacion del angulo 8 produce una variacion en la medida de la linea tri-
gonométrica seno (segmento GH de la Figura 4.3). Al corresponder este hecho
con la definicion de funcion trigonométrica, se tiene que:

La funcion seno, denotada como f(x) = senx o y = senx, asocia al numero
real x el valor del seno de x (si existe), para un dngulo de x radianes.

Algunos valores relevantes de la funcion f(x) = senx, para x en radianes y gra-
dos, se muestran en la Tabla 4.1.

/ L Y
x(rad) © AW

w9

™
2

w |y

w
N
o |3
w g
ol%
w |y
)

x(°) 0° 30° 45° 60° 90° 120° 150° | 180° | 210° 240° 270° 300° 330° |360°

I I I

Wl = s Il 0

2 2 2 | % 5| 2

x| 0 | =

3]

~ |5
~ | &
&
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Pensamientos espacial y variacional

1.3 Grafica de la funciéon seno

En una circunferencia unitaria se localizan los valores de algunos angulos
especiales. Luego en un plano cartesiano se construye la grafica de la funcion
seno en el intervalo [0, 2] trasladando la medida de las lineas trigopnométricas
correspondientes (valores sobre el eje Y) tal como muestra la Figura 4.4.

Ypoo— Periodo 2w
1 =

g
2w 2

.L’_Jld

3 5w 1w |
Y 3 6 2w
X

~J
B
I~
ol

S ——
| cuadrante | |l cuadrante | |l cuadrante | IV cuadrante

IBUra 4.4

1.4 Caracteristicas de la funcion seno

Con ayuda de la calculadora se obtienen rapidamente los valores de la funcion
seno para otros intervalos (Figura 4.5).

1L ~
\ \ ;’/

I
5w 3

B3

|
Ll _J
i
3
:l -
|
ii:-»i\J_
|
9/
e
s ——

Figura 45

A partir de la gréfica de la funcion, se puede deducir que y = senx tiene las
siguientes caracteristicas:

» El dominio es R y el recorrido es el intervalo [—1, 1].

« El periodo es 21, por tanto su estudio se puede realizar en el intervalo [0, 2]
y después se extienden las caracteristicas obtenidas a R.

El valor maximo es 1y lo alcanzaen x = %; el valor minimoes —1y lo alcan-
zaenx = 37'” .Se dice, entonces, que la amplitud de la funcién es 1.

Es continua en todo su dominio.

Es simétrica con respecto al origen, ya que sen(—x) = —senx.

; o : : ™ 3
En el intervalo [0, 217], la funcion es creciente en los intervalos [0. ;] y [7 217)

; . T 3T
y decreciente en el intervalo =5 )
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Funcion seno

=

Poblacién

Ejemplo 1
Para la funcion y = senx se verifica que sen (x + 21r) = senx, pues, es una
funcion periédica de periodo T = 2.

—
La Figura 4.6 muestra la gréfica sobre el comportamiento de la poblacién de
ranas en un estanque.

Al identificar aspectos relevantes de la gréfica, se tiene que:

a. La poblacién maxima en el estanque es de 8000 ranas, y se registra en el
primer y el quinto mes.

2000 b. La poblacién minima es de 4000 ranas, y se registra en el tercer y en el
] . .
|
] - séptimo mes.
Fiolira 45 c. La poblacioén inicial de ranas fue de 6000.
d. El periodo de la funcion correspondiente al comportamiento de la po-
blacion es de 4 meses.
e. Durante el primer mes y del tercer al quinto mes la poblacién crece. Del
primer al tercer mes y del quinto al séptimo mes la poblacion decrece.
MatemaTICS
Representa graficamente la funcion seno en
GeoGebra
L B ] Fretwwcas
s Vista Grifica - -
Para representar la funcion f(x) = senx en GeoGe- T NWERS
. . . — Ejes iy Cusrots
bra, sigue las instrucciones. i Cuadricula =— m—
Barra de Navegacion s
q o i et e s raduscone
Zoom > o=
Abre GeoGebra. Bevs i 5 o e
Mostrar 1odos los objetos o Diica :
- 5 i s Vista estindar M Cradaacones | T
Verifica que en la interfaz estén habilitadas las " T—
¥ Vista Grifica Bouu | ¢ i -

opciones Vista Grdfica, Vista Algebraica y Entra-

da; de lo contrario, habilitalas en el menu Vista.

L _ Funcion W o= s~ 4
Haz clic derecho con el mouse y selecciona P o) =omin)
& A=inmory

Vista Grdfica.

En la pestana Eje X, habilita Distancia y seleccio-
o w . . ’
na la opcién —. De esta manera se visualizara

la numeracion del eje X en radianes.

Ubica un punto A sobre la grafica. Mueve el
punto y observa los valores (x, y) de la funcion.

Amhno Edta Wists Opclones Hemamventss Veniang Ayuds Aprir pewdn

Escribe en Entrada:f(x) = sen (x) y presiona Enter. L{E' RN GIF PN EE

b Uin.!z-\lm:ulc: ¥ | Vimia Gritica =

Erfaca M= s 4 : @
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuademc)

Ejercitacion

& Urica seno en cada cuadrante (Tabla 4.2). Justifica.

Tabla 4.2

o Utiliza la calculadora para hallar el valor de la fun-
& cioén seno de cada angulo.

a. f(45%) b (—45°) ¢ f125%)

" f[‘%) e f[—z?“) ¥ [21_3]

o Identifica los valores de x exactos o aproximados,

@ segln sea posible, en el intervalo [0, 21r] para los
cuales se cumple la igualdad. Explica en cudles se
tUVO que aproximar y por qué.

a.senx=20 b. senx =102
c. senx =05 d. senx =08
e. senx = —05 f. senx = —09

Comunicacion

o Representa la gréfica de la funcion flx) = —senx.
A Indica las siguientes caracterfsticas.

a. Dominio y rango.
b. Periodo y amplitud.

c. Valores maximos y minimos en el intervalo que
define el periodo de la funcion.

d. Continuidad y simetria.

e. Intervalos crecientes y decrecientes en el interva-
lo que define el periodo.

o Completa la Tabla 4.3 para la funcion y = 3senx.
@ Luego, represéntala graficamente.

Tabla 4.3

o Identifica cudl es el signo de la funcién trigonomé-

»
Resolucion de problemas
o La Figura 4.7 muestra la grafica del comportamien-
@ o de una poblacion de peces durante un lapso de
tiempo t en un estanque.

Cantidad de peces (miles)

123456 7
Tiempo (meses)

Figura 47
a. ¢Cual es la cantidad minima de peces en el
estanque durante seis meses?

b. ;Cudl es la cantidad maxima de peces en el
estanque durante seis meses?

¢. (Cada cuantos meses se repite la cantidad inicial
de peces en el estanque?

Evalvacion del aprendizaje
\

o Representa la grafica de la funcion seno en el in-
w tervalo [—4m, 4] en papel milimetrado. Utiliza
valores representativos.

o Realiza la grafica de la funcién seno y trasladala
& segun cada indicacion.

a. Dos unidades arriba.  b. Una unidad abajo.

38 5a\udable
N
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Saberes previos

En algunos paises con estaciones el
dia mas largo es el 21 de junio con
15,7 horas de luz y el mas corto, es
el 21 de diciembre con solo 83 ho-
ras de luz. Imagina y traza una gra-
fica que relacione los dias del afo
con la cantidad de horas de luz.

Observa la Figura 4.8 y responde.

1
G

l
'
'
[

X

—

i
\

71

Figura 4.8

« ;COmo es el comportamiento
. de la funcidn coseno en cada

unitaria?

PhssssssnsssRenBRsRRRRRRRRRBEN srssasnEns

cuadrante de la circunferencia

il

-1 v

Figura 4.10

2  Funcién coseno

La variacion del dngulo x produce una variacion de la medida de la linea trigo-
nométrica coseno (segmento OH de la Figura 4.8).

Para un angulo x situado en la circunferencia unitaria, se tiene que:

1. Del primer al segundo cuadrante, a medida que el valor del angulo x aumen-
ta el valor del coseno disminuye de 1a —1 (Figura 4.9).

2. Del tercer al cuarto cuadrante, a medida que el valor del angulo x aumenta
el valor del coseno aumenta de —1 a 1 (Figura 4.10).

La funcién coseno se denota por f(x) = cosx 0 y = cosx. Esta asocia al nu-
mero real x el valor del coseno de x (si existe), para un angulo de x radianes.

Algunos valores relevantes de la funcion f(x) = cosx, para x en radianes y gra-
dos, se muestran en la Tabla 4.4.

T ™ w 27 S 7T 47 3 S5 11w 5
B e — ] d— — — ™ — — e — Sy
xad) O | T |7 T3 3 |6 6| 3 |23 |% |
x(®) 0° 30° 45° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
f(X) i "E \/5 l 0 L £ ﬁ —1 0 l ﬁ 1
9. | 2 | 2 2 2 2 2 2 2

2.1 Grafica de la funcion coseno

De manera similar a la funcion f(x) = senx, en una circunferencia unitaria se
localizan los valores de algunos angulos especiales. Luego se construye la grafi-
ca en el intervalo [0, 27r] en un plano cartesiano trasladando la medida de las
lineas trigonomeétricas correspondientes al coseno tal como muestra la Figura
4.11. Los valores sobre el eje X corresponden con algunos de la Tabla 4.4.

™ Y Periodo 27 !
2 2 n .
3 3 H '
Eluy :
6 ;
ﬁ E T 7_7!' 47 "
- 0 3 b 6 3 "X
T T % Am 5w 11w 2
6 3 i ) 3 B
In (AL !
6 6 :
4_"’\*--.__ 5_11 =k ¥
3 -321 3 | cuadrante | Il cuadrante | Il cuadrante | IV cuadrantei
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2.2 Caracteristicas de la funcion coseno

Con ayuda de la calculadora se obtienen rapidamente los valores de la funcion
coseno para otros intervalos (Figura 4.12).

I 7 '[ . E
T w
2 s i 2m 5 37

i'.i'_:‘_'_ll.l 412
De acuerdo con la grafica, la funcién y = cos x tiene las siguientes caracteristicas:

» El dominio es R y el recorrido es el intervalo [—1, 1].

+ Es periddica y su periodo es 21r. Por lo tanto su estudio se puede realizar en
el intervalo [0, 27] y después se extienden las caracteristicas obtenidas a R.

El valor maximo es 1y lo alcanza en x = 0y en x = 217 ; el valor minimo es
— 1y loalcanza en x = 1. Luego, la amplitud de la funcién es 1.

Es continua en todo su dominio.

Es simétrica con respecto al eje de ordenadas, ya que cos(—x) = cosx.

En el intervalo [0, 27], la funcion es creciente en el intervalo (1, 21r) y decre-
ciente en el intervalo (0, 7).

Ejemplo 1
Al representar las funciones y = cosx y y = —cosx en el mismo sistema de
coordenadas, se obtiene la grafica de la Figura 4.13.

Y y = —C0sX

Figura .13

Las funciones tienen igual dominio, recorrido, periodo y amplitud, pero

la funcién y = —cosx alcanza el valor maximo en x = 1 y el minimo en
x = 0yenx = 2m ademas, es creciente en el intervalo [0, 7] y decreciente
en [, 2w]. Por lo tanto, y = —cosx es el reflejo de y = cosx con respecto
al eje X.

Pensamientos espacial y variacional
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MatemaTICS

Abre GeoGebra.

Verifica que en la interfaz estén
habilitadas las opciones Vista
grdfica, Vista Algebraica y Entra-
da. De lo contrario, habilitalas
en el men Vista.

Cambia la numeracion del eje
X a radianes, segun lo visto en
la seccion anterior.

Escribe en Entrada:
Funcién[cos (x), —21, 0].

Urtiliza para acomodar la |
pantalla al intervalo deseado. o—

%

YR

Representa graficamente la funcién coseno en el intervalo [—217, 0] en GeoGebra

Sigue las instrucciones para representar la funcion f(x) = cosx en GeoGebra en el intervalo [—21r, 0].

Abrir sesion. ..

D OJO) 4[N =[5

» Vista Algebraica X |~ Vista Grafica
Funcion
® f(x) = cos(x)

fnCr

f Entrada: Funcién[cos(x), -2/ , 0]

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Identifica cual es el signo de la funcion trigonomé-
# trica coseno en cada cuadrante (Tabla 4.5). Justifica.

i |

¢

Signo de cosx

Tablz 45

e Utiliza la calculadora para hallar el valor de la fun-
W cién coseno en cada angulo.

a. f(45°) b. f(—45°)
c. f{125°) d. f(235°)
s 27
N
Comunicacion

o Representa la grafica de la funcion coseno en el in-
& tervalo [—4r, 4] en papel milimetrado. Utiliza va-

lores representativos.

o Representa la grafica de la funcion f(x) = —cosx en el
A intervalo [0, 2]. Indica las siguientes caracteristicas.

a. Dominio y rango.

b. Periodo y amplitud.

¢. Valores méaximos y minimos.
d. Continuidad y simetrfa.

e. Intervalos crecientes y decrecientes.

Razonamiento

o Construye en el mismo sistema de coordenadas y
A enelintervalo [0, 2] las graficas de y = senx y de
y = cosx. Luego, contesta las preguntas.

a. jPara qué valores de x coinciden los valores de
estas funciones?

b. jCuantas unidades se debe desplazar la gréfica de
senx para que coincida con la grafica de cosx?
Explica.

MATEMATICAS © LARDUSSE
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o Observa la gréfica de la funciéon coseno e identifica
@ los valores exactos o aproximados de x, segin sea
posible, para los cuales se cumple cada igualdad en

el intervalo [0, 2]

a.cosx =20 b, cosx = 0,2
c.cosx =05 d. cosx =08
e. cosx = —05 f. cosx = —09

Comunicacion

o Lee y responde.

® 2. Lagrafica de la funcién coseno puede obtenerse
a partir de la del seno mediante una traslacion.
;Cudl es la magnitud y sentido de la traslacion?

b. La gréfica de la funcion seno puede obtenerse a
partir de la del coseno mediante una traslacion.
;Cual es la magnitud y sentido de la traslacion?

o Describe las diferencias entre las dos gréaficas de la
@ Figura 4.14. Utiliza las caracteristicas de cada una de
ellas.

DAUTAR

Figura 4.14

Razonamiento

o Contesta las siguientes preguntas sin necesidad de
@ representar las funciones. Justifica.

a. ;Son iguales las graficas de las funciones
y =cos2x yy = cos(—2x)?

b. ;Son iguales las graficas de las funciones
y=sen2xyy = sen(—2x)?
Modelacion

@ Utiliza GeoGebra para representar las siguientes
& funciones en los intervalos dados.

a. f(x) = cosx, para x en el intervalo [0, ).
b. f(x) = cosx, para x en el intervalo [—r, ).

c. flx) = cosx, para x en el intervalo [—2m, 2m].

Pensamientos espacial y variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno \]

Resolucion de problemas

m La Figura 4.15 muestra el proceso ritmico de la respira-
@ cion de un roedor durante un tiempo t en segundos.

51
41

|
| | | | | | | | |

g 1 2 3 4.5 & 7 B 8
Tiempo (segundos)

Flujo de aire (L/s)
(¥
|

Figura 415
a. ;Cada cuanto se lleva a cabo un ciclo de respira-
cién del roedor?

0. jCudl es la capacidad maxima y la capacidad
minima de aire que tiene el roedor?

Evalvacion del aprendizaje

0 Representa graficamente la funcion

% y = senx + cosx. Luego, sefiala
a. el dominio y el recorrido de la funcion.
b. los intervalos donde es creciente la funcion.
c. los intervalos donde es decreciente la funcion.

d. los valores maximos y minimos de la funcién.

(3}
o
w

e. los puntos de corte con el eje X y con el eje Y.

8 >

a\\&ad yla ciudadan &

o
%
’b\lb
> La funcién fix) = 10000cosx modela la
QQ variacion de las acciones de una empresa
O

en los primeros 5 afos. Si x representa el
tiempo en anos y f(x) el dinero en miles de
pesos, jen qué afio se obtuvo la mayor ga-
nancia? ;Qué estereotipos estan asociados
alas personas que negocian con acciones?
;Estas de acuerdo con ellos?

129



now cillateres’ = =

(Qué caracteristicas comparten las
funciones seno y coseno? Explica.

R hocize

. Es posible obtener funciones a par-
. tir de otras conocidas.

Pensamientos espacial y variacional

o ;Qué transformaciones se pue-

den realizar a las funciones
f(x) = senx y g(x) = cosx para
. obtener otras funciones?

Y
3__
| fix) = 3senx
2T/ 1\ W3
= f
e
o %
WIS I 7
_2__
29
34 WL
| 16
y
3__

fix) = 2cosx 1

2T K2 SLV

1 "\\d ] hf;ﬂ,{;c:as X

0 NS
TN T

Sy \-._./

L5 1

P R b
Flgura 4.1/
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3 Graficas de las funciones sinusoidales

A partir de las graficas de las funciones y = senx y y = cosx se pueden obtener
las gréficas de otras mas complejas, llamadas funciones sinusoidales. Para ello,
se aplican transformaciones tales como dilataciones, contracciones, traslacio-
nes y reflexiones sobre los ejes.

Las funciones sinusoidales son de la forma:
y=Asenw(x —d) + Boy =Acosw(x — d) + B

Las caracteristicas de las funciones sinusoidales son : amplitud (A), periodo (T),
desfase () y desplazamiento vertical (B).

3.1 Amplitud (A)

Si |A| > 1, la gréfica se dilata verticalmente respecto a la gréfica inicial. Si |A| <1,
|la grafica se contrae verticalmente respecto a la grafica inicial.

En las figuras 4.16 y 4.17 se observan dos ejemplos de funciones en las que se
varia la amplitud de la funcién seno y de la funcién coseno, respectivamente.

3.2 Periodo (T)

Si |o| > 1, la grafica se contrae horizontalmente respecto a la grafica inicial. Si
lo| < 1, la gréfica se dilata horizontalmente respecto a la grafica inicial. Para

; : o . s - 27
determinar el periodo de una funcion sinusoidal se utiliza la expresion T = —.

w
La Figura 4.18 muestra dos ejemplos de funciones en las que se varia el periodo
de la funcion coseno.

3__
2

T - Ve L il S eond i ]_ e
T ——
o NN T 27 3w i 4n X
T Z 2 T P 2
2 __2m " fx) = tos 3 X

= S

Figura 4.18

3.3 Desfase ()

Es el desplazamiento horizontal. Si & > 0, el desplazamiento es de & unidades
a la derecha. Si ¢ < 0, el desplazamiento es de |d| unidades a la izquierda.

La Figura 4.19 muestra 3_“‘"
dos ejemplos de desfa- 5
. Rl = senlx +-5)
se de la funcion sen x. i sl i gl ot 5
= sen - 3
IL/J”K\\\J _..J\ | | |
% | 9 e, m>om 5w 3nX
- T 2
Loy fix) = senx
i 70
|.:j-:=_"._|'.| 119
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3.4 Desplazamiento vertical (B)

Si B > 0, el desplazamiento es de B unidades hacia arriba. Si B < 0, el desplaza-
miento es de |B| unidades hacia abajo.

Pensamientos espacial y variacional

En las figuras 4.20 y 4.21 se muestran dos ejemplos de funciones que presentan
un desplazamiento vertical de la funcion seno.

Ejemplo 1

Observa el procedimiento para obtener la grafica de la funcién sinusoidal
fix) = 5sen2(x — ) + 4.

¥
11 - =
@) M‘H 3. _.Am
Figura 422
3 1-_Y .
A TS . X
Of-._ _.x LA 4

D

'n' \,2)11' '3.11 411'

Figura 4.24

5ty /\ |
vty / \ X
L0 11‘ . 317 | 4n

=5

Y, /\

________________ HEEHE
) ‘E"“ llll I =X
(@) ks \ 21 3 4

Se parte de la funcion f(x) = senx
en [0, 2] (Figura 4.22).

Como el desfase de la funcion es
wmy >0, la grafica se traslada
horizontalmente a la derecha
unidades y se obtiene la grafica
fix) = sen(x — ) (Figura 4.23).

Como w = 2, el periodo de esta
funcion es . Por lo tanto, la gra-
fica se contrae horizontalmente a
la mitad y se obtiene la grafica de
f(x) = sen2(x — ) (Figura 4.24).

Como A = 5, la gréfica se dila-
ta verticalmente y se obtiene la
grafica de flx) = 5sen2(x — )
(Figura 4.25).

Como B = 4, la grafica se traslada
verticalmente cuatro unidades ha-
cia arriba y se obtiene la grafica de
flx) = 5sen2(x — ) + 4

(Figura 4.26).

Y
o=
7 P~ e
iz
: — —
o T T\Mﬂx
fix) = senx
4720
¥
T fix) = sen x
S
0 T T 3 27X
== =8 7
e =
s 4 fix) = senx — 3
e ]
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MatemaTlCS

Abre GeoGebra. Verifica que en la interfaz es-
tén habilitadas las opciones Vista grdfica, Vista
Algebraica y Entrada; de lo contrario, habilita-
las en el menu Vista.

Cambia la numeracion del eje X a radianes.

En la barra Entrada escribe la funcion
flx) = senx.

Construye deslizadores con la herramienta
y las siguientes condiciones.

« Deslizador a:

Aychen EOt WS Opoones Hemamientas Vemn Apuds Ape sesidn
— T T o B = I
[l A= ofol &)Xl 2]+, -
¥ \inta Agenraica (2 | = vista Grinca ' — =@l |
Funcian I[___Dﬂ (=44
® 1is) = confa) i
® gle) = 1 sen(l (&) as=1
Nomero r’!""*-'_‘
® a1 -
- 1 - —
® ceh g f——
L] (] d=0
.
2
b .,
RSN . KN AN
AT BT I e O
2
P
] n " -
Enaza olxa sen b (vec) ¢ A @

Representa graficamente las funciones sinusoidales en GeoGebra con deslizadores

Para representar la funcion f(x) = asen b(x + ¢) + d en GeoGebra, sigue estas instrucciones.

Min 0.} Max 5 incremento: 0.1
« Deslizador b:

M Max 5 Incremern: 01
« Deslizador ¢;

Min 5 Min % Increemento. o1
« Deslizador d:

L Mix 5§ Incremarma 0.1

o

En Entrada escribe la funcion: g(x) = asenb (x + ¢) + d.

Mueve los deslizadores analizando la transformacion so-
bre la funcion seno.

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Halla la amplitud, el periodo, el desfase y los despla-

@ zamientos vertical y horizontal de cada funcion; lue-
go, represéntala.

a.y= —COS[3x+%J
b.y=—3sen(3x — m) + 1
c.y= —3cos(x +2)

d.y==g8nx+3

Comunicacion

o Determina la amplitud, el periodo, el valor maximo
& v el valor minimo de la funcién de la Figura 4.27.

Y 0,8
X

Figura 427

@
Razonamiento
o Estudia los dominios y los recorridos de las siguien-

A tes funciones; después, ayudandote de la calculado-
ra, estudia sus graficas y sus periodos.

a. y =sen(3x) b.y= sen[%)

C. y = 5cosx dy=2+ 4cos(-:-]

o Representa las graficas de las siguientes funciones
A trigonomeétricas. Para ello, estudia su dominio, su
recorrido y su periodo.

a.y = —sen(3x) b. y = Ssenx

C. y = cos(2x) dy=2+ 3cos(§]

MATEMATICAS © L AROUSSE
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o Urtiliza la calculadora y representa las graficas de las

A siguientes funciones.

a.y=senx + 2 b.y =sen(x +2)
C.y = —senx d. y = 2senx
e.y=senx — 2 f.y=sen(x—2)
g y =sen(—x) h. y = sen(2x)

A continuacion, indica cudl es el desplazamiento u
operacién que transforma la funcion y = senx en
cada una de las anteriores.

o Escribe una ecuacion de la forma

® y=Asenw(x —¢) + Boy = Acosw(x — &) + B
que verifique las condiciones representadas en la
grafica de la Figura 4.28.

NN
¥

Figura 428

(NIER

Resolucion de problemas

o Para simular la variacién de la temperatura se
@ usan funciones trigonométricas de la forma
y =a+ bseno(t —t,), dondea, b, t, @ son nume-
ros reales. Por ejemplo, la ecuacion mediante la cual
se puede determinar la temperatura en grados Cel-
sius de un lugar F, t horas después de la medianoche

de cierto dia, es:

F(t) =23 + 75@1{%{[—8)} 0=t=24

a. ;Cudl es la temperatura a las 8 a. m.?
b. ;A qué hora la temperatura es 23 °C?

. Representa graficamente la funcion F.

2l

d. ;Cudles son las temperaturas maximas? ;A que
hora se registran?

e. ;Cudl es la amplitud, el periodo y el desfase de la
funcién F(t)?

Pensamientos espacial y variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

o Para un péndulo que oscila de la vertical en un tiem-
@ po t (en segundos), el desplazamiento angular 6 se
calcula mediante la expresion 6 = 8 coswt, en la cual
0, es el desplazamiento inicial en t = 0's (Figura 4.29).

Elabora la grafica de la funcion resultante para

rad

w=3— pl. = % en el intervalo [0, 7).
5

Evalvacion del aprendizaje
5

o Escribe una ecuacion de la forma

® y=Asenw(x —d) +Boy = Acosw(x — b) + B
que verifique las condiciones representadas en la
grafica de la Figura 4.30.

o Indica qué transformaciones hay que aplicar a
# la funcién coseno para convertirla en la funcién

T :
= 4 — cos| 2x — — |y traza su grafica.
Y > )Y g

El uso de la funcion sinusoidal ayuda a medir
la actividad de las olas marinas, lo que ha con-
tribuido en parte a determinar los efectos del
calentamiento global. Consulta de que mane-
ra se usa la funcion sinusoidal para medir este
fenémeno meteorolégico. ;Como puedes
evitar el calentamiento global?
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44 Funcién tangente

Saberes previos [ Conoce |

’ . Al utilizar la definicién de la funcion tangent rtir de la circunferencia uni-
Si se define f(x) = 2, jexiste f(0)? _ e ‘ gente a partir de la ¢ PTG Y
Explica X taria y relacionandola con las funciones seno y coseno, se obtiene que:

sena
fano = %

cosa

N Analiza

Observa la Figura 431 De la expresion anterior se puede deducir que la funcién tangente no esta

definida para los angulos o donde cosa = 0. Algunos angulos donde el cose-

Pensamientos espacial y variacional

i /1'/” no toma el valor cero son —123 y %T; por tal razon, la funcion tangente no esta
: definida para estos angulos y muchos otros.

tana

: f ¥ De manera general, la funcion tangente no esta definida para a = % + km,
& % f con k entero.

k n La funcién que asocia al nimero real x el valor de la tangente del angulo x,

: — medido en radianes, se denomina funcién tangente y se denota por:

Fgura 4.3
, ' f(x) = tanxo y = tanx
« ;Para cuales valores de o la fun-
cién tangente no esta definida?
Algunos valores relevantes de la funcion f(x) = tanx, para x en radianes y gra-

dos, se muestran en la Tabla 4.6.

farmssnsensnnnne O

Tabla de valores de y = tanx 4.1 Grafica de la funcion tangente
x(grados) x(radianes) tanx
® | b g La funcién f(x) = tanx se construye en el intervalo [0, 21r] en un plano carte-
5 siano trasladando la medida de las lineas trigonomeétricas correspondientes a la
30 % 0,58 tangente tal como se muestra en la Figura 4.32.
60° = 173 %
90° 5 N.D. S e s I I —
5 2
120 N -173
5
150° - —058
180° T 0 27 5% 57 11w
} = 3 6 3 6 |x
&N 6 0.58 T oo Y Im 4w 3 2
St 6 3 2 6 3 I
240° 5 8@ | N | N el et s
270° . N.D.
5
300° e —173
iz Y ™ " Rt e
330° - ~0558
| cuadrante | Il cuadrante | Il cuadrante | IV cuadrante
360° 2m 0

134
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4.2 Caracteristicas de la funcion tangente

Las caracteristicas de la funcion y = tanx son las siguientes:
oo Y T .
« El dominio es el conjunto R — {5 +k, kenterO} y el recorrido es R.

i ’ .
o Lasrectasx = > + k1, con k entero, son asintotas verticales.
« Es periddica. El periodo es T = 1, ya que se verifica que tan (x + 1r) = tanx.
« Es continua en todo su dominio y simétrica con respecto al origen.

« Es estrictamente creciente en todo su dominio; por lo tanto, no tiene maxi-
mos ni Minimos.

4.3 Funciones de la forma f(x) = Atanw(x — ¢) + B

En las funciones de la forma y = Atan w(x — &) + B se identifican:

» Periodo (T).Si || > 1, la grafica se contrae horizontalmente respecto a la gra-
ficadey = tanx. Si |w| < 1, la gréfica se dilata horizontalmente respecto a la
grafica de y = tanx. Para determinar el periodo se utiliza la expresion T = ﬁ .

La Figura 4.33 muestra la grafica de f(x) = tan2x,con T = %

+ Desfase (b). Si d > 0, el desplazamiento es de & unidades a la derecha. Si
b < 0, el desplazamiento es de |b| unidades a la izquierda.

La Figura 4.34 muestra la grafica de f(x) = tan(x + %), con desfase % ala
izquierda.

» Desplazamiento vertical (B). Si B > 0, el desplazamiento es de B unidades

hacia arriba. Si B < 0, el desplazamiento es de |B| unidades hacia abajo.

La Figura 4.35 muestra la grafica de la funcion f(x) = tan (x) + 2, con despla-
zamiento vertical de 2 unidades arriba.

Ejemplo 1
La funcién y = tan(2x— %) se expresa de la forma y = tan 2[x —%} por
rantow =2ydb = % Entonces, T = % = % y el desfase es de % unida-

des a la derecha. La grafica de la funcion se observa en la Figuré 4.36.
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€4 Funcién tangente

instrucciones.

Abre GeoGebra. Verifica que en la interfaz estén
habilitadas las opciones Vista grdfica, Vista Alge-
braica y Entrada. De lo contrario, habilitalas en el
menu Vista.

Cambia la numeracion del eje X a radianes.

En la barra Entrada escribe la funcion f(x) = tanx.

Identifica los valores para los cuales no esta defi-
nida la funcion, por ejemplo, g—

En la barra Entrada escribe: x = %

Identifica otros valores y complera las asintotas
para el intervalo de [—2r, 2],

o

Representa las asintotas de la funcion tangente en GeoGebra

meummmmm Azar spsdn.
Al bolof 4N e =] +] i3
P Vigta Aigebraics @i wunr.n‘m el
¥ m ACw
® ((x) = rgls) (™ ; N U !
Fiects [ ¥
8 wu=i8r [ | i
o Ea=an i - i
@ ca=A47 I i
& ka=an i f
& mx=T0S ) ) |
| 4 i
| i
[ ! i
} M !
fi e o = ] e e e
| i
[
I
| I
1 + |
i ] I
I [] | I
Entrada i@

Las asintotas de la funcion tangente son las rectas verticales que pasan por los puntos x donde no esta definida la
funcion. Para representar las asintotas, identifica los valores x para los cuales no esta definida la funcion y sigue las

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Identifica cual es el signo de la funcion trigonométri-
Q ca tangente en cada cuadrante (Tabfa 4.7). Jusr:ﬁca

m=i v

~ Cuadrante I ! ; 1l
- Signo de tanx

Tabla 4.7

o :En cuales de los siguientes angulos no esta definida
2 la funcion tangente? Utiliza la calculadora.

a. f(450°) b. f{—450°) c. f(180°)
d. f(235°) e. f[—3_'”] f f[—s—’”]
2 2
Comunicacion

o Representa la grafica de la funcién f(x) = —rtanx.

A Senala las siguientes caracteristicas.
a. Dominio y rango.
b. Periodo y amplitud.

c. Valores maximos y minimos.

d. Continuidad y simetria.

Razonamiento

o Identifica las caracteristicas de estas funciones y ela-
@ bora la gréfica.

a.y=-—-tan(x+m) by= tan[x+g]

Cy=i [—E] dy=-—t [3;:—2)
Ly =an| K=o .y an S

o Determina el periodo, el desfase y el desplazamien-
@ to vertical de las siguientes funciones.

b y=
%x dy=rtan3x+4

a.y= —tan tan(3x — )

C. y = 2tan
ey=tnBx+m—2 fy= ran(x—g]+ 1
Comunicacion

o Representa la gréfica de la funcion f(x) en cada caso
& apartirde la funcion y = tanx.

a. Periodo 21T,

b. Periodo 2, desfase % a la derecha.

c. Periodo 2, desfase %

miento vertical 2 unidades abajo

a la izquierda, desplaza-

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Razonamiento

o Observa y resuelve. En la Figura 4.37 se muestran las
& grificasdey = tanxyy = tan2x,y en la Figura 4.38,

X
lasdey = tanxyy = tan =

VWYL

j j = tanx
= tan 35X
1
a. jComo es el periodo de y = tan 2x con respecto
aldey = tanx?

=

b. ;Cémo es el periodo de y = tan (i] con respec
toaldey = tanx? 4

¢. Haz una conjetura acerca de como varia el
periodo de las funciones de la forma y = tankx
con relacion al de y = tanx, cuando k es un
namero real positivo. Considera los casos
0<k<lyk>1

o ;Qué transformacion sufre la grafica de la funcion
A y = —tanxconrelacion aladey = tanx?

Encuentra una expresion general que determine los
A valores de los angulos para los cuales tanx = 0.

Encuentra una expresion general que determine los
A valores de los angulos para los cuales tanx = 3.

Pensamientos espacial y variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Modelacion

0 Determina la expresion de la funcion de color azul a

@ npartir de la funcién de color rojo y = tanx.

Evalvacion del aprendizaje

T ( / Figura 4.39

EJ«I-B
2

flx) = tan[x+ %+ 3

] fix) = —tan(x-ir

Figura 440 Figura 4.4

i
1
L%

2
gu

Figura 4.42

Figura 443

0 Relaciona cada grafica con su expresion algebraica.

\




_— [y
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Saberes previos

;Para que valores de x, senx = 0?

Observa la Figura 4.44.
1

y

: P(x, y)

5 Y, :

E I o r: 1

§ - Q VL

-1 Figura 4.44

138

« ;Cudl es el signo de los valores de
¢ la funciéon cotangente en cada
. cuadrante?

Tabla de valores de y_ = cotx

x(grados) x(radianes) cotx
0° 0 N.D.
0 1
30 - 173
60° d 0,58
3
o s
90 . 0
o 2
120 = —0,58
3
o s N
150 ; 173
180° 11' N.D.
o 7m
210 A 173
240° %‘T 058
0 £l
270 ; 0
o ST
300 = —058
330° U -173
6
360° om N.D.

Tabla 49

Funcion cotangente

Al utilizar la definicion de la funcién cotangente a partir de la circunferencia
unitaria y relacionandola con las funciones seno y coseno, se obtiene que:

PR, (O .
- Y seno
En la Figura 4.45 se observa la anterior "
relacion y el signo de las funciones seno / N\
y coseno en cada cuadrante. En conse- A A
. [ cotx = cotx — CO5X 1
cuencia, en la Tabla 4.8 se presentan los [ ST senx |
signos de la funcién cotangente. -1 0 _— J1
\cotx ==£02X | cotx ==gny /
Cuadrante I 1l mn v \\‘ _ 4
i = + = 4 i '\.\.\ ../,J
Signo de cotx m oy .
-1
Figura 4.45

La funcion cotangente es aquella que asocia a cada nimero real x el valor
de la cotangente del angulo x medido en radianes (si dicho valor existe). Se
denota por:

f(x) = cotxoy = cotx

Algunos valores relevantes de la funcion f(x) = cotx, para x en radianes y
grados, se muestran en la Tabla 4.9. En esta tabla se observa que la funcién
y = cotx no esta definida en x = m y en x = 2m. Al considerar que

1 ., , _
COtx = Ty Se concluye que la funcidn no esta definida cuando tanx = 0, es

decir para los valores de la forma x = k1t con k entero.

5.1 Grafica de la funcion cotangente

La funcion f(x) = cotx se construye en el intervalo [0, 24r] en un plano carte-
siano trasladando la medida de las lineas trigonométricas correspondientes a la
cotangente tal como se muestra en la Figura 4.46.

Il cuadrante

IV cuadrante

+1 cuadrante

FIELIra 4.90
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5.2 Caracteristicas de la funcion cotangente

La funcion y = cotx tiene las siguientes caracteristicas:
« El dominio es el conjunto R — {kmr, k entero} y el recorrido es R.

Las rectas x = kT son asintotas verticales.

Es periddica. El periodo de la funcion es T = 1, ya que cot (x + ) = cotx.

Es continua en x € R — {km, k entero} y simétrica con respecto al origen.

Es estrictamente decreciente en todo su dominio; por lo tanto, no tiene
mMAaximaos ni minimos.

5.3 Funciones de la forma y = Acotw(x — ¢) + B

En las funciones de la formay = Acot w(x — &) + B se identifican los siguien-
tes elementos:

ud
|of

La Figura 4.47 muestra la grafica de la funcion y = cot3x,con T = %

« Periodo (T). Para determinar el periodo se utiliza |a expresion T =

« Desfase (db). Si & > 0, el desplazamiento es de ¢ unidades a la derecha. Si
¢ < 0, el desplazamiento es de |¢| unidades a la izquierda.

La Figura 4.48 muestra la grafica de la funciony = CO[(X = %} con desfase T

2
a la derecha.

« Desplazamiento vertical (B). Si B > 0, el desplazamiento es de B unidades
hacia arriba. Si B < 0, el desplazamiento es de |B| unidades hacia abajo.

La Figura 4.49 muestra la gréfica de la funcién y = cotx — 2, con desplaza-
miento vertical de 2 unidades abajo.

@ Realiza todas |as actividades en tu cuaderno )

—/

fix)l = cat3x

W\

cotx

Figura 4.47

\

cotix

)

flx)

ra =

AW

ﬁx'a\f-— cotx) — 2
fix) = cotx
} -

otx

£

Figura 448

[ 0

Actividades de aprendizaje

Razonamiento
Halla el periodo, el desfase y el desplazamiento ver-
@ tical de las siguientes funciones.

a.y = —cot3x b. y = cot(2x — )

cy=cot(4x+m) +3 d y=cotdx —1

e.y=cot2x —3 t: y=C0t[x+%]~1

Comunicacion
o Representa cada funcion teniendo en cuenta la gra-
& ficadey = cotx.

a. y = cot2x b. y = —cot2x

c. y = 2cotx d. y = —2cotx

Evalvacion del aprendizaje

Escribe una ecuacion de la formay = Acotw(x + ¢)
#& que cumpla las condiciones dadas.

a.T='Try¢=%

Resolucion de problemas

o Indica si cada afirmacion es verdadera (V) o falsa (F).

@ . H periodo de la funcion y = cot (2x — 2m) es I

(

2
b. El desfase de la funcién y = cot (2x — 2m) es
unidades a la derecha.

c. El desplazamiento vertical de la funciéon
y = cot(2x) + 2 es de dos unidades hacia abajo.

b.T=2myd = %

~
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b
cos45°

Pensamientos espacial y variacional

W=
B

|
i

s

Explica como hallarias el valor de

usando la calculadora.

En la Figura 4.50 se presenta una
circunferencia unitaria.

Figura 4,50

: » ;Qué relacion existe entre la fun-
cion coseno y la funcién secante?

Tabla de valores de y = secx

| x(grados) x(radianes)

0°
30°
60°
90°
120°

150°
180°

210°
240°
270°
300°
330°

360°

140

0

MEYN

secx
1

115

N.D.

Tabla 4.10

6 Funcion secante

Al utilizar la definicion de la funcion secante a partir de la circunferencia unita-
ria y relacionandola con la funcion coseno, se obtiene la expresion:

1
secoL = — = ,concosa 0

X cosa
De la anterior expresion se deduce que la funcién secante no esta definida

cuando cosa = 0, lo cual influye en la grafica de la funcién generando asinto-

tas en los valores x = % + kr, para k entero.

La funcién mediante la cual a cada nimero real x le corresponde el valor de
la secante del angulo x medido en radianes (si este valor existe) es denomi-
nada funcidon secante. Se denota por: f(x) = secx oy = secx.

6.1 Grafica de la funcion secante

En la Figura 4.51 aparecen las graficas de las funciones coseno y secante, repre-
sentada esta Ultima con los valores de la Tabla 4.10.

Figura 451

6.2 Caracteristicas de la funcion secante

De acuerdo con la informacion anterior, se concluye que la funcién secante
tiene las siguientes caracteristicas:

.o \ o
« El dominio es el conjunto R — {5 + ke, kemtero},
e El recorrido es (—2¢, —1] U [1, +2¢).
o Lasrectasx = % + kit son asintotas verticales.
» El periodo de la funcién es T = 21, pues se verifica que sec (x + 21) = secx.
e Escontinuaenx€ R — {E+ km, kentem},
2
» Essimérrica con respecto al eje de ordenadas, ya que sec (—x) = secx.
’ 3 4 . . i
« Enelintervalo [0, 2], la funcién es creciente en los intervalos [O, —J y (E. w]

y decreciente en los intervalos (11' 37“) y (37'” 217).

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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@allza todas las actividades en tu cuaderno )

6.3 Funciones de la forma f(x) = Asecw(x — &) + B
En las funciones de la forma y = Asecw(x — ¢) + B, se identifican los siguien-
tes elementos:

» Periodo (T). Para determinar el periodo se utiliza la expresion T =

La Figura 4.52 muestra la gréafica de la funcién y = sec2x,con T = 2%7 =

« Desfase (b). Si & > 0, el desplazamiento es de & unidades a la derecha. Si
& < 0, el desplazamiento es de || unidades a la izquierda.
La Figura 4.53 muestra la grafica de la funcion y = sec[x+%) con desfase

% a la izquierda.

« Desplazamiento vertical (B). Si B > 0, el desplazamiento es de B unidades
hacia arriba. Si B < 0, el desplazamiento es de |B| unidades hacia abajo.

La Figura 4.54 muestra la grafica de la funcion y = sec(x) + 2, con desplaza-
miento vertical de 2 unidades hacia arriba.

Ejemplo 1

, , p 1
Para determinar el periodo y el desfase de la funcion y = sec(ix * Tfj se

LIRS

= sec2x

N g

Figura 452

s

gix) = sec
|

S

m /
Figura 4.53
Y fix) = secx
gix) = secm +12 [

observa que las ecuaciones y = sec( e 17) — (—2m)] son I
[@] 1
2w _ 2w _ g
equivalentes; por lo tanto, el periodo es = = = 4wy el desfase es 2
2
|b| = |=2m| = 27 unidades a la izquierda.
Figura 4.54
Actividades de aprendizaje
®
Ejercitacion
o Utiliza una calculadora para encontrar diversos o Representa la gréfica de la funcion fix) = —secx e

21 valores de la funcién f(x) = secx en el intervalo
[—4r, 417); luego, grafica dicha funcion.

e Determina el periodo, el desfase y el desplazamien-
@ o vertical de cada funcion.

b. y = sec(2x —
dy= sec[x—%] +3

[0, 2]

a. y = sec2x )

& =SGC(X_E)
. ,V 5

e,y=sec(3x—%]— 1fy=sec(x—m) —2

Comunicacion

o Traza la gréfica de cada funcion.
® . y=secx—m)

b.y =sec(x + 1)

c.y =sec(x —2m)

a. Periodo: 7 Desfase: =

2

b. Periodo: 27t Desfase: -

A indica en ella las siguientes caracteristicas.
a. Dominio y rango.
b. Periodo y amplitud.
¢. Valores maximos y minimos en el intervalo

d. Continuidad y simetrfa.
e. Intervalos crecientes y decrecientes en el inter-
valo [0, 27].

Evalvacion del aprendizaje
|

0 Escribe una funcion de la forma
& f(x) = Aseco(x — &) + B que cumpla con las
condiciones dadas. Luego, elabora la grafica.

4 J
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.

7 Funcion cosecante

 Gonace

Al utilizar la definicion de la funcién cosecante a partir de la circunferencia uni-

(ks se1nx = cosx? Si es asl, COM- 4443 y relacionandola con la funcién seno, se obtiene la expresién:

pruébalo; si no lo es, muestra un 1 1

valor de x para el que no se cumpla GREER. = 5 = onm o welT #0

la igualdad. _ . 5 o b o
De la anterior expresion se deduce que la funcién cosecante no esta definida
cuando sena = 0.

m La funcién cosecante le hace corresponder a cada numero real x el valor de
La funcién cosecante en una cir- la cosecante de x, siendo este un angulo medido en radianes (si dicho valor
cunferencia unitaria es definida existe). Se denota como f(x) = cosecx 0 y = cosecx.

como coseca = % cony # 0.

: « Teniendo en cuenta la anterior 7 4 Grafica de la funcién cosecante

PP Py e S & e Y

142

expresion, jcuales son los valores
de x donde senx = cosecx en el
intervalo [0, 2777

En la Figura 4.55 aparecen las graficas de las funciones seno y cosecante, repre-
sentada esta Ultima con los valores de la Tabla 4.11.

\ )" ¥ =cosecx .‘ i

Tabla de valores de y = cosecx

x(grados) x(radianes) cosecx

0° 0 N.D.

: s
30 3 2

o kuj
60 3 1,15

o s
90 > 1
120° 27’" 1,15
- - 5 7.2 Caracteristicas de la funcion cosecante

6 s . - . e
La funcion cosecante tiene las siguientes caracteristicas:

o
180 i N.D. ¢ El dominio es el conjunto R — {km, k entero}.
210° 7—675 -2 « El recorrido es (—2¢, —1] U [1, +).
240° 4 —195 « Lasrectas x = k1t son asintotas verticales.

3 ' ; -
uy « El periodo de la funcion es T = 21r, pues cosec (x + 21T) = cosecx.
270° £ =1 _
2 + Escontinuaen x € R — {km, k entero}.

o 5T e :

300 3 =115 « Es simétrica con respecto al origen, ya que cosec (—x) = —cosecx.
1 . ' > ; :
330° f -2  En el intervalo [0, 2], la funciéon es creciente en los intervalos (%'ﬂj y
360° 27 N.D. [w. 3711') y decreciente en los intervalos [w %-T-) y (37“ 2‘17).
Tabla 4.1
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7.3 Funciones de la forma f(x) = Acosecw(x — ¢) + B

En las funciones de la forma y = Acosecm(x — &) + B, se identifican estos

elementos:
« Periodo (T). Para determinar el periodo se utiliza la expresion T = ﬁ ;
w

2T

La Figura 456 muestra la gréfica de la funcion fix) = cosec2x, con T= 5= = .

+ Desfase (b). Si & > 0, el desplazamiento es de ¢ unidades a la derecha. Si
¢ < 0, el desplazamiento es de || unidades a la izquierda.

La Figura 4.57 muestra la grafica de la funcion f(x) = cosec[x i %), con des-

Si2 ) Realiza todas las actividades en tu cuaderno }

KA

fix) = cosecx

f
a
2

Figura 4.56

= m; s+ _)\i

fase 7 ala izquierda.

« Desplazamiento vertical (B). Si B > 0, el desplazamiento es de B unidades
hacia arriba. Si B < 0, el desplazamiento es de |B| unidades hacia abajo.
La Figura 4.58 muestra la grafica de la funcién f(x) = cosec(x) + 2, con des-

plazamiento vertical de 2 unidades arriba.

Las ecuaciones y = cosec[2x+ ) + 3yy = cosec Z[X T [‘%ﬂ + 3 son

2T _ 2T —

flx). = cosecx

|
|
i

2

JM/ jo

|

1
licd

2

equivalentes; por lo tanto, el periodo esta dado por |—| ol m, el des- 0 | X
w
fase es || = ‘ —‘ T unidades a la izquierda y el desplazamiento vertical
es de 3 unidades hacia arrlba.
Figura 458
Actividades de aprendizaje
——9

Ejercitacion
OUtiliza una calculadora para encontrar diversos
21 valores de la funcién f(x) = cosecx en el intervalo
[—4m, 47]; luego, grafica dicha funcion.

Modelacion
o Escribe una ecuacion de la forma

® y = Acosecw(x — b) + B que cumpla con las ca-
racteristicas de la Figura 4.59.

¥ l }
=m-

0 ' 7

Figura 4.59

Razonamiento

o Observa las funciones que se presentan a conti-
@ nuacion y para cada una de ellas determina el pe-
riodo, el desfase y el desplazamiento vertical.

a. y = —cosec3x b. y = cosec(2x — 1)

G )= COSEC2X~5 dy': Cosec[x—f—g]_ 1

Evalvacion del aprendizaje

0 Construye la gréfica de las siguientes funciones a
& partir de la grafica de la funcién y = cosecx.

a. y = cosec 3x

b. y = cosec(3x — )

™
Cy= cosec(x —~3—] =2
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Saberes previos

;Cudl es el valor de la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo isésceles de
cateto iguala 1 m?

En los cafones de los barcos piratas
se involucraba mucha trigonome-
tria. Por ejemplo, dependiendo del
angulo de tiro, la bala del cafion sa-
lia disparada a cierta distancia. Esa
distancia, que recibe el nombre de
alcance, es posible calcularla asi:

alcance = S
€= 36

Visenacosa

+ ;Es posible que 31—2 visen2a de-

termine también el alcance?

En trigonometria, al igual que en &lgebra, es posible plantear igualdades que se
verifican para todos los valores en los nimeros reales. Por ejemplo, en el caso
del cafién en los barcos, se puede verificar que las expresiones

1, .3 i) :
16 Visenacosay 35 Visen2a son equivalentes

Suponiendo que la bala es lanzada con una velocidad inicial de 100 pies por
segundo y el angulo de tiro es 35°, se tiene que:

alcance = % (100)? sen 35°cos 35° = 293,65 pies

I

alcance 31—2 (100)? sen 2(35°) = 293,65 pies

Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones que invo-
lucran funciones trigonométricas y se cumplen para todos los angulos.

A lo largo de este tema se presentaran diferentes tipos de identidades y algunas
estrategias para demostrarlas.

8.1 Identidades pitagoricas
En la circunferencia goniométrica de la Figura 4.60, aparece representado un
angulo a y sus razones trigonometricas.

La identidad pitagdrica sen’a + cos’a = 1 se obtiene al aplicar el teorema de
Pitagoras en el triangulo OA"A’.

Las identidades 1 + tan’a = sec’a y cot’a + 1 = cosec’a se deducen de la
siguiente manera:

Si se dividen los dos miembros de la primera identidad pitagorica entre cos’ a,
se obtiene:

cos‘ o +5en'-’(1_ 1
cos’a  cosla  costa

cos‘a + sen‘a = 1 & & 1+ an'a = sec’o

Analogamente, si se divide entre sen’a se tiene que:

sen‘a , cos‘a 1
senfa + o =1 =—— + — = — & 1+ col’a = cosec’a
sen‘a sen‘a  sen‘a

Las expresiones sen’at + cos’a = 1,1+ tana = sec’ay
cota + 1 = cosec’ a se conocen como identidades pitagoricas.

|
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Para hallar el valor de cos & conociendo que sena = % y que el angulo se
encuentra en el primer cuadrante, se puede utilizar una identidad pitagorica.

. 0 4
sen‘a + cos’ae =1 —» cos'a =1 — [%j—» cosa = ‘j% =5

8.2 Identidades de cociente

Las funciones tangente y cotangente pueden ser expresadas en términos de las
funciones seno y coseno. Si se analizan las lineas trigonométricas en la circun-
ferencia goniomeétrica que se muestra en la Figura 4.61, los tridngulos OA"A" y
OAA" son semejantes y, por el teorema de Tales, se obtiene lo siguiente:

Am
Y P —
ATAT AMA sena _ tana _ sena
OA" 0A < cosa 1 SRR = osa N
N tana
L . _ cosa g
De manera similar, se puede determinar que cota = -t o« [5))
Of—cosa—A" [1 X

De las definiciones de las funciones trigonométricas se derivan las identida-
des de cociente que se indican a continuacion.

tana = =02 cota = =2
cosa * = sena

: 3 §
Para hallar el valor de tanat y cota si se sabe que cosa = T Yqueaestden
el primer cuadrante, se procede de la siguiente manera.

Primero se utiliza la identidad Luego se utilizan las identidades de
pitagorica. cociente.
sen‘a + cos’a = 1 V2
\/_ vl rana = sen 5 @
3 = =2 =
sena =1 —| = cose .8 3
# 5
2 2 VB
AT T s _cosa _ 5 _ V66
O = ha = Iy =
5
Para determinar el valor de cosa y sena,, si tana = 1, se tiene que: so
i/ |
= =2 = 1; entonces, ——— =
tana = oo yana =1, e i =

Para que el cociente entre seno y coseno sea igual a 1, el tridngulo en el
que se plantean las funciones debe ser isosceles y el angulo a = 45°, Agj, Figura 462

V2 . N
sena = cosat = —-. En la Figura 4.62 se puede observar la situacion.
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Pensamiento variacional

senx (+)
cosx (—)
tanx (—)

senx (+)
cosx (+)
tanx (+)

senx (—)
cosx (—)
tanx (+)

P

senx(—)
cosx (+)
tanx (—)

Figura 463

8.3 Identidades reciprocas

Se conocen como identidades reciprocas:

1
O = o— —

—
coseca = ana

sena

Urtilizando las identidades es posible simplificar expresiones. Por ejemplo,

para simplificar la expresion 20L& "L e procede como sigue:
cosa
sena | cosa Sefe- -caset
fana * cota  _ cosa  sent _ €ose- -Sepet = seco
coso cosa coso coso

V3

Sicos30° = 5~ ytané0® = \3, es posible hallar sec30° y cot60° utilizando

las identidades reciprocas.

2 2J§ 1 :1 s/§

E 3 cor60” = tan 60°

- 1 _
sec 30 03 30°

= s ==

Si se sabe que a es un angulo del primer cuadrante (0 < a < 90°) y que

sena = %, para calcular el valor de las demas razones trigonometricas de
a se tiene en cuenta que al ser a un angulo que esta en el primer cuadrante,
todas las razones trigonomeétricas son positivas (Figura 4.63).

Si se aplica la identidad pitagorica: sen’a + cos’a = 1, entonces:

2
(%) + cosa = T=cos’a =1— % = cosa =

w|&

_ 2 _ S

=~FE 5 e

L_\

~[&

-}

o

_3 _3n5 _
SECOE—-——Jg— 5 ,COSE‘C(I—Sena

& ol
2

Para calcular cosa si tana = —3 y sabiendo que a estd en el segundo cua-
drante se tiene en cuenta que el coseno Yy su razon inversa, la secante, son
negativos en el segundo cuadrante. Por tanto:

1+ tan‘a = secda => seca = —1+mna = —y1+(=3)" = —J10

cosa = .- Kil]
secal N 10
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

o

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Verifica que las identidades pitagoricas se cumplen
| para los siguientes angulos.

a o= 30° b.a = 60"

C. o= 45° 135°

doa

o Calcula las razones de un angulo si se sabe que la
® tangente es 3 y el angulo esté ubicado en el primer

cuadrante.

o Determina el valor de las razones trigonométricas
@ de a teniendo en cuenta que coseca = —7 y que
180° < a < 270",

0 Halla las razones trigonomeétricas de un angulo a,
@ enellV cuadrante, si se conoce que tana = —3.

o Calcula la razén que se pide en cada caso.
® ; senq,sitana = —3ya estd en el Il cuadrante.

b.tana, sicosa = 1y a esta en el IV cuadrante.

’ 1 7
. sena si se sabe que cosa = 5 Paraun angulo
o en el primer cuadrante.

‘ 3 ,
d. cosa si se sabe que sena = 5 Paraun angulo
a en el primer cuadrante.

Comunicacion

o Urtiliza la calculadora para dar valores a a y verificar
.1 las siguientes identidades.

a.sen(—a) = —sena

b. cos(—a) = cosa
c.tan(—a) = —tana

d. cosec(—a) = —coseca

e sec(—a) = seca

f. cot(—a) = —cota

Razonamiento

o Encuentra el valor de cada expresion sin utilizar la cal-
@ culadora.

b. sen30° + cos90°
d. sec60® + cos30°

a. tan 30° cot 45°

c. cosec 30° cot 60°

o Halla las razones trigonomeétricas que determinan el
& punto By el angulo a.

Figura 464

Resolucion de problemas

o Encuentra todas las razones trigonométricas para un

@ angulo a ubicado en un tridngulo rectangulo ABC,

en el cual el cateto opuesto mide 16 cm vy el cateto
adyacente mide 7 cm.

@ Halla el valor de todas las razones trigonomeétricas

@& para un angulo a de un triangulo rectangulo ABC,

en el cual el cateto opuesto mide 12 cm y la hipo-
tenusa mide 15 cm.

miCuéIes son las razones trigonométricas para un

@ angulo a de un triangulo rectangulo ABC, en el

cual el cateto opuesto mide 13 cm y el cateto ad-
yacente mide 14 cm?

Evalvacion del aprendizaje

o Simplifica las siguientes expresiones.
LAY

fana - cosa
cosa * sena

b. seca - coseca
c.sen‘a + cos‘ae —1
d. seca(coseca + 1)

o Despeja en cada identidad la funcion que se pide.
¥ . senadesen’a + cos’a = 1

b. cosa desen’a + cos’a = 1

. tanadetan’'a + 1 =sec’a

d. secadetan’a + 1 = sec’a

e. cota de 1+ cot’ a = cosec’ @

[. cosecade 1+ cot’a = cosec’ o
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148

sssssnsnnns

Saberes previos
Se sabe que tanx = —2% cuando
q COs X

cosx es diferente de 0. De acuerdo
con esa igualdad, ja qué es igual
cosx y qué restricciones deben te-
nerse en cuenta?

om

La altura de un proyectil que se
lanza con un angulo a a una ve-
locidad v, bajo la aceleracion de la
gravedad, esta dada por:

V4 tano
h= =

2g sec’a

« ;Es posible escribir de una forma
mas simple la expresion de la al-
tura de un proyectil?

O Funciones trigonométricas en términos de las otras

En el proceso de analisis de las identidades trigonometricas, resulta ser una
estrategia interesante escribir expresiones trigonomeétricas en funcion de seno
y coseno. Este proceso, en algunos casos, simplifica las expresiones y hace mas
faciles los calculos.

Por ejemplo, la expresion que determina la altura de un proyectil se puede
escribir como se muestra a continuacion.

, sen‘a v sen'a
v

_ Van'a _ 'cos’a _ cos'a  _ vpsenaccos’a v sen‘a
2gsec’a 2g T 28 2cos’a-g 2g
cos’ & cos’

A partir del proceso anterior, se evidencia que una expresion mas simple para
V2 sen‘a

determinar la altura de un proyectil es h = %

Para escribir una expresion trigonomeétrica en términos de alguna funcién
especifica, se usan las identidades fundamentales y los procesos algebraicos
de simplificacion.

Ejemplo 1
o Para escribir cosa en funcion de seno, se procede de la siguiente manera:
sen‘a + cos’a = 1

cos’a =1 — sen‘a

cosa = i\,ﬂ—senza

« Para escribir cosa en funcion de tangente, se usa la identidad

1
CoOs= ceca”

Como sec’a = 1+ tan’a, se tiene que seca==+/1+ tan’a ; €NLONCES:

1
=

1
+J1+an'a J1+an’a
Para escribir cosa en funcién de cotangente, se procede como sigue:

1 1
Se parte de que cosa = *—=———==ytana =
J1+tan a cota

1 1 1 1

= =
2 7 Y
\/1+tana \/‘H— 11 co[q-H }{CO[OL+'I
cot’a cot'a cotat

cosa =

n
2
=
[
[
I+
I
I+
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

A

Ejercitacion
o Expresa tan a en términos de las demas razones tri-
@ gonometricas.

o Expresa cosec a en términos de coseno.
=]

o Expresa cota en términos de coseno.
(=]

o Expresa la identidad pitagorica
® sen‘a + cos’a = 1
a. en términos de seno.

b. en términos de coseno.

o Expresa la identidad pitagorica
® ran‘o + 1 =sec’a
a. en términos de seno.

b. en términos de coseno.

o Expresa la identidad pitagodrica
o 14 cot?a = cosec’ o
a. en términos de seno.

b. en términos de coseno.

Comunicacién

o Escribe cada expresion en términos de seno.

® . cosa b. tan«
C.tano - coso d. seca * cota
e rano Ic ana
" cosa s oseno
sec o ran‘a
9 — h. =
COosec cos’a
I tan’a + cos’ax j. sec’ou* cos’a * cota

Razonamiento

o Calcula el valor de cosa usando la expresion

4

1

cosa = * ,Sha = 45°,

Niks tan o

o Escribe cada expresion en téerminos de coseno.

® ; sena b. cota
C. fanq - cota d.sena - cotw

cot o ¢ tana

Cseno L sena

Resolucion de problemas

@ Identifica cudles de estas identidades trigonometri-
A casequivalen a 1. Explica tu respuesta.

a. sen‘a + cos‘o
b. tan‘a + sec’a
C. tana - coto

d. cosec’a — co’ a

Evalvacion del aprendizaje

o Completa la Tabla 4.12 con las columnas para las
& funciones cota, seca y coseca.

sena cosa tana

rano

+J1—cos'a m

sena sen o

*+J1—sen'a cos

T J1—cos’a
tanae — Fa—— s tana
V11— sen'a cosal

1
i
W1+ an'a

1 B
( + — | f1+@na
coseco sena JT—toda [ET———
rana
1 1
+ + firam
seca \/1 g cosa Tyltana
cosat
J1—sen‘ot - 1
cotpe ™ +Y 1= cos’a ha

sena

Tabla 4.12
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Saberes previos

Halla la expresion que resul-
ta de sumar los polinomios
¥ +3x + x—=1y2x*— 8+ 7
;Qué tuviste en cuenta a la hora de
efectuar la suma?

Y inaiza)

. La siguiente expresion involucra

150

cuatro funciones trigonometricas.
cot®
cos 6| sec —————
cosecB

« ;Es posible escribir esta expre-
sion usando menos funciones?

Identidades pitagéricas
sen’f + cos’® =1
1+ tan’f = sec’0

1+ cot’f = cosec’f

Tabla 4.13

Identidades cocientes
nt
tan® = .
cost
cost
cot =
sent
Tabla 4.14
Identidades reciprocas
cosec =
senb
1
secH =
cost
1
coth = —
tant

10 simplificacion de expresiones trigonométricas

Analiza y conoce

En ocasiones, hacer uso de las diferentes herramientas algebraicas permite
plantear expresiones de manera mas sencilla.

Por ejemplo, en la expresion cos 0 (sece - %} es posible usar las identida-
cosec

des basicas para escribirla de otra forma:

_cosB
] 1 (3] (]
cosB| secH — oot =cosB _=nh cosf .
cosec B cosB 1 cos@ sen®
senf

] cosh 1—cos’f sen’f
=cosf| — — —— |=cosB| ———— | =cos0 = se
cosB 1 cosb cosh

Asi, la expresion inicial simplemente es equivalente al sen?6.

Simplificar expresiones trigonométricas es un procedimiento basado en el
algebra, que consiste en escribir dicha expresion en términos mas sencillos.

Ejemplo 1

Para simplificar la expresién €OS@ T sena <e injcia escribiendo la suma de
. cos * sena

fracciones:

e __SSNQX__ En esta es posible simplificar algunos

cos@ * sena coso - sena

e ; ; o3 1 1
términos; al hacerlo, se tiene que dicha expresion resulta ser: —— + ——.
seno cosa

1 . ,
y seca = ——, al sustituir se obtiene:

Como coseca =
sen

cosa + sena

cosl - seno.  coseca + seca

10.1 Demostracion de identidades

Para demostrar una identidad trigonomeétrica, se puede trabajar con el siguien-
te procedimiento:

» Elegir un miembro de la igualdad, generalmente el mas complejo, para sim-
plificarlo.

» Escribir las funciones trigonomeétricas en términos de seno y coseno.

» Aplicar las identidades fundamentales (tablas 4.13 a 4.15) y usar la factoriza-
cion, los productos notables o las operaciones indicadas cuando se requiera.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamiento variacional '

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

. ; o} o
Para demostrar la identidad TC—zen_B = secB +ran P se multiplica la
expresion del miembro izquierdo de la igualdad por 1 smoly
1+ senf
cosp 1+ senp Se escribe la expresion mas compleja y
— ' Mp— 1+ sen
1—senB 1+senf se multiplica por W_—TE'E
n
cosB(1 + senfB)
1— sen’B <+——  Semultplican las expresiones
cosB(1 + senB)
—Bfﬂ «—————  Seusalaidentidad pitagorica
cos'p
(1 +senp) = s <«—  Sesimplificay se escribe la suma de frac
cosB cosp  cosP TS
=secP + tanP «——————  Se usan las identidades y se obtiene la

igualdad

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
°Simpliﬁca cada expresion utilizando identidades
@ fundamentales.

a. cos® - sec® + cot*O

b sen‘a + cos’ o
: cosa

C. tano * cota — sen‘a
cos’x
" senxtanx — 1
o Demuestra las siguientes identidades.
L4 a.senB -+ cot® = cosO

sena + cosa

b. sena(tana + coseca) = ——

¢. (tana + cota) = seca + coseca

d. sena(1 + co’a) = coseca

e. (tan® + cotB) = L

senf + cosB

secp — 1

——— =sec

1—cosP B

1

T sec’a + seca * tana
h e Tsena =
T osena sena

Razonamiento
o Escribe una expresion para que se verifique la
& identidad.
a. cos@-tan@ - [ | = cosecB
b sen‘a + cos'a
..- -I

= cota

Resolucion de problemas
o Plantea una identidad trigonométrica a partir de la
A siguiente expresion. Luego, propon a un companero
que demuestre la identidad que escribiste.

sen o
1+ cosa

1+ cosa
seno

Evalvacion del aprendizaje

o Verifica las identidades.
w . 1+ cota

a. = coseca
seno + cosa
e+ 1 _ .
———— = cosec’a
tan‘o

c.osectae +4=rtana +5

COS°X

= cosec’x

a. 5
\ sec’x (tan’x — 1)




Saberes previos

Trazalasrectasy = xyy = —xen
el mismo plano cartesiano y halla
el angulo que forman con el eje
positivo de las X.

Y hvaiza

: Un avién en vuelo esté desapare-
: cido y desde |a torre de control se
. informa que sus coordenadas son
i (175,203).

Pensamientos espacial y variacional

cssussns

e ™ i

: o jEs suficiente esa informacion
¢ paradeterminar la ubicacion del
: o avion?

La inversa de la funcion y = tanx,
se denomina funcién arcotangente,
es aquella que asocia cada x € R
con un Unico valory € (—gg]

y verifica que tany = x. Se simboli-
zacomoy = arctanx oy = tan” 'x.

4
Para calcular el valor de arctan [3—]

en la calculadora cientifica, en
modo grados (DEC), se digita la
secuencia:

oo as

; 4 :
Asl, para y = arctan (?) se tiene
que y = 53,1°.

152

.......... R

11 coordenadas polares y cartesianas

Los datos que suministra la torre de control, no permiten saber con exactitud
la ubicacién del avion. Ademas de las coordenadas, se requiere de la identifica-

cién de su rumbo, es decir, la direccion que lleva el avion.

11.1 Coordenadas cartesianas

-
—
i
b3
—

El sistema de coordenadas cartesianas para 778 I s
ubicar el punto (x, y) en el plano, se define un
punto de origen O, y, a partir de este, se avanzan x
unidades en sentido horizontal y luego, y unidades

b

-

en el sentido vertical, como sugiere la (Figura 4.65).

O e R )

bE

11.2 Coordenadas polares

Un punto en el sistema de coordenadas polares v
se puede determinar a partirdeunadistanciary  pl . T
un angulo 0. Esto es, se considera un punto O del
plano, al que se le llama origen o polo, y una recta r
dirigida (o rayo, o segmento OL) que pasa por O y
forma un angulo 6 con el eje X, llamada eje polar, 3¢

r, B

a465

"R EPRLIEENE. W I S Y

como sistema de referencia . Sobre dicha recta se
mide la distancia r y el punto donde finaliza se
identifica como el punto (r, 8) (Figura 4.66).

11.3 Conversion de coordenadas

En algunos casos es necesario realizar conversiones entre coordenadas cartesia-

nas y coordenadas polares.
« Las expresiones para convertir un punto expresado en coordenadas carte-
. 7 ‘ Y
sianas (x, y) a polares (r, 8) son:r = vx’ + y? y 0 = arctan [;J

« Las expresiones para convertir un punto dado en coordenadas polares
(r,8) a cartesianas (x, y) sonx =r - cos@yy =r-sen®.

Ejemplo 1

Para expresar el punto (3, 4) en coordenadas polares, se tiene que:

r=\3+4 =25 =5 y 0= arctan[ij = 53,1°, Asi que (3, 4) en coor-

3
denadas cartesianas corresponde a (5, 53,1°) en coordenadas polares.

Ejemplo 2
Para expresar el punto (13, 25°) en coordenadas cartesianas, se tiene que:
x = 13c0s25° = 11,78 y y = 13sen 25° = 55

De esa forma al punto (13, 25°) en coordenadas polares le corresponde el

punto (11,78; 5,5) en coordenadas cartesianas.

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos espacial y variacional

@Real'rza todas las actividades en tu cuaderno )

Modelacion

o Relaciona cada una de las siguientes graficas cons-

# Uruidas en coordenadas polares con la ecuacion que

le corresponde. Toma cinco puntos en cada una de
estas graficas y halla sus coordenadas cartesianas.

da.
r = 2sen 30
Figura 467
b. Y
N
X
p',s/ r=1- 2sen30
)
¥
Figura 468
C.
K r = sen 29
Flgura 4.69
d. ¥
:
o r = cos40
oy
1

Figura 470

Ejercitacion
o Expresa las coordenadas cartesianas de cada punto
2l dado en coordenadas polares.

a. (2\\(3—. 2) b. (\{2-, _\/2-)

o Expresa en coordenadas cartesianas cada punto
1l dado en coordenadas polares.

b. [2 —\/3_%}

a (~2,%)

Comunicacion

o Traza la curva cuya ecuacion polar es r = 8cosb
A completando la Tabla 4.76.

Pl |

2100

Figura 4.71

3 ol w|§ ~i wid old o (@

labla 416

Resolucion de problemas

o Un radar registra la posicion polar de varios aviones
@ como se muestra en la Figura 4.72.

..\I : Q")< -

O\
NS

= L.--«( )

3, =
g
r 3 .
Figura 4.72

a. Halla las coordenadas cartesianas de cada posicion.

b. Encuentra la distancia de cada avion a la torre de
control ubicada en el punto (0, 0).

¢. Encierra las coordenadas de la posicion del avion
que se encuentra mas lejos de la torre de control.

Evalvacion del aprendizaje
1

Ubica los siguientes puntos en el sistema de coor-
#& denadas polares y encuentra las coordenadas car-
tesianas de cada uno.

0

b. (2, 3m)




Practica mas

Funcion seno y funcién coseno
Comunicacion

o Describe el comportamiento de la funcién seno en
# cada cuadrante. ;Qué diferencias tiene con la fun-
cion coseno?

o Grafica las funciones f(x) = senx y g(x) =
& responde.

—senx, y

a. jPara qué valores de x coinciden los valores de
estas funciones?

b. ;Cuantas unidades debe desplazarse la grafica de
g(x) = —senx para que coincida con f(x) = senx?
Graficas de las funciones sinusoidales

Razonamiento

o Determina la amplitud, el periodo y el desplaza-
@ miento vertical de las siguientes funciones. Luego
graficalas.
w

a. f{x) = 3sen [x—;] =
b. f(x) = 2cos(2x) + 3

—4sen 3[}( = E)
4

o Determina la amplitud y el periodo de las siguientes
® funciones.

¢ fx) =

d. %

}) Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Funcién tangente y funcién cotangente
Comunicacion

o Representa las siguientes funciones y describelas a
A partir de sus caracteristicas.

a. flx) = 2tan[x - %] -1 b.f(x) = —2cot (2x)

—2tan 2[}( = E)
4

Funcion secante y funcion cosecante

C. fix) = d.flx) = CO[GXJ — 1

Comunicacion
e Grafica las funciones f(x) = secx y g(x) = cosecx y
& responde.

a. jPara qué valores de x coinciden los valores de
estas funciones?

b. {Qué transformaciones se le deben hacer a la
grafica de f(x) = secx para que coincida con
flx) = cosec x?

Identidades trigonométricas fundamentales
Ejercitacion

o Halla el valor de las razones trigonométricas.

. 1 ’
a.Sitana = |75 |y o esta en el lll cuadrante.
3 )Y

b. Siseca = (_TJE] y e esta en el Il cuadrante.

Funciones trigonométricas en términos de las otras
Comunicacion
o Escribe cada expresion segtin la condicion dada.
® a an’a + cosec’ o, en términos del seno.
b. (tan’ & + 1) secax en términos del coseno.

Simplificacion de expresiones trigonométricas
Razonamiento

o Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

® a. sec’0 - cor’B = cosec’f
b.sec’® + 4 = tan?0 + 5
c. cosec’d - tan’® — rtan’6 =1

1 1
d.secB + secf - cot’B = cosB(1 — cos'B).

MATEMATICAS @ LAROUSSE
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Resolucion de problemas

Estrategia: Obtener informacion de una grafica

Problema

La grafica de la Figura 4.75 muestra una transformacion

de la funcion cosx.
/\ A | /

|
| |
TN T 2w
e "2" -

‘ Figura 4.75

;Cudl es la posible expresion que modela la funcion
que genera la grafica?

1. Comprende el problema

‘ Que informacion puede obtenerse de la grafica?

- |e aplicaron a la grafica de la funcion

‘ 2. Crea un plan

« Recuerda las transformaciones que puede experimen-
tar la grafica de la funcion cosx y analiza la grafica dada.

‘ 3. Ejecuta el plan

« En la gréfica se observa que el méximo valor que toma

la funcién es 2 y el minimo, —2, por lo tanto, la ampli-

‘ tud es 2. La grafica es una reflexion con respecto al eje
X de la grafica de la funcion y = 2cosx.

2w
» El periodo de la grafica es . Como T = ——, enton-
‘ ces » = 2. La grafica no experimenta ningun desplaza—
miento vertical.

R: Una posible expresion para la funcién que genera la
‘ graficadadaesy = —2cos2x.

4. Comprueba la respuesta

‘ » Verifica que la expresion y = —2cos (2x —21r) también |
genera esta grafica.

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Aplica la estrategia
o Observa la Figura 4.76.

;Cudl es la posible expresion que modela la fun-
cion de la grafica?

a. Comprende el problema
b. Crea un plan
c. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o La funcién f(t) = 0,65en2—:~t (t en segundos)
corresponde al proceso ritmico de la respiracion
humana. Segun esta funcion, jcual es el ciclo de
la respiracion?

En la funcion f(t) = 3 + cos[Zt ~% } ;cudl es el
desplazamiento vertical?

o Sin trazar la gréafica, identifica el periodo de la

g m™
funcion f(x) = cot| 2x — =

Formula problemas

Inventa un problema que involucre la grafica de
la funcion coseno y resuélvelo.

Enriguece tu vocabulario

« ;Qué palabra es la intrusa? ;Por qué?
trasladar - dilatar - contraer - rotar

)



Evaluacion del aprendizaje

Funcion seno y funcién coseno
Ejercitacion
o Relaciona cada funcidn con su recorrido.

& {AGTIVIDAD PARA RELACIONAR
X 11
a.y=sen[ﬂ L
by = senx g [—'I, 1]
2
sen(ij
it g
Y= 33
Modelacion

o Identifica la funcién equivalente a f(x) = cosx.
- [SELECCION MULTIPLE

b. fix) = sen (x +g]
¢ fix) = cos [X"'%] d. flx) = senx + %

a. f(x) = 2cosx

Graficas de las funciones sinusoidales
Razonamiento

o Observa la grafica de la funcion f(x) = senx y deter-
& minasi cada afirmacion es verdadera (V) o falsa (F

I=|I 7-: ALSI

LA LA,
FFVEVT VY

Figura 4.77

a. El dominio de la funcion es igual a R. (
b. El recorrido de la funcién es igual a R. (
(

— e

c. La funcién es impar.

Resolucion de problemas

o La onda que determina un sonido antes de chocar
& contra un muro se representa mediante la expresién
y = 4sen(x + m). La onda reflejada se representa
mediante la expresion

= cos(x - g]

2
Grafica las funciones y responde, ;qué transforma-

cion tiene la onda inicial luego de ser reflejada?

[ACTIVIDAD DE APLICACION

Determina las caracteristicas de la funcién represen-
& tadaen la Figura 4.78.

[(AcTViDAD DE REFUERZO |

Figura 4.78

Funcién tangente y funcioén cotangente

i1y
tan | x +—
( 4)

(seLecc ION MULTIPLE

Ejercitacion
o Las asintotas verticales de la funcién fix) =
& enelintervalo [0, 2] son:

_m 3m b _ m 3w
T %= bh=gins
e W o B d _ 7w _ 5w
E,X1—4,X2—-T .y.l—z,yl——‘i-
Razonamiento
o Analiza la expresion f(x) = 2cot | 2x + —g) y determi-

& na cudl es su gréfica aproximada. o,

| SELECCION MULTIPLE |

a. b.

Y
1 ik
| { X
\ | Ti | \ w\
Figura 4.79 Figura 4.80
C. ¥ d. Y \
- s
X \ | X
1
T / T
Figura 4.81 Figura 4.82

MATEMATICAS 10 LAROUSSE



MATEMATICAS © LARDUSSE

Modelacion

o Determina una expresion utilizando la funcion co-
& tangente que tenga la misma grafica de la funoon
fix) = tanx.

|FHFC INT& -r.l

Funcién secante y funcion cosecante
Comunicacion
e Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o

. g w
¥ falsa (F) a partir de la expresion f(x) = 3sec [X + EJ
Justifica tu respuesta. (VERoADEROTFALSS

a. La gréfica de f(x) no tiene asintotas.

b. El dominio defix) es R — {nmhn € Z
c. El periodo de f(x) es igual a .

d. El recorrido de f(x) es igual a R — (—3,3).

Comunicacion

@ Observa la gréfica de la funcion f(x) = cosecx para
& losx € (0, ). ;Es una parabola? Justifica tu respuesta.

_ACTIVIDAD DE REFUERZD
Identidades trigonométricas fundamentales

Razonamiento

Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o fal-
#& sa (F) a partir de la figura. Justifica tu respuesta.

[vERDADE :!Q:FF.'\! ':-;'_.' |

Figura 4.83

a. tana =1
— L
b. sena = >
c. cosae = 0,5
d. cos(90 — a) = %

e. coseca = 2

@ Selecciona la expresion equivalente a secx en termi-

Simplificacion de expresiones trigonométricas

@ Une cada expresion con su expresmn equivalente.

@Sisemx= A <0L<1T)’COSB__ﬁ y

@ Traza las curvas cuya ecuacion polar es:

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno ]

Funciones trigonométricas en términos de
las otras

Ejercitacion

SELECCION ML'LTI“L‘ |

b J1—sen’x

& nos de sen’x.

5 J1+sen’x

1— sen’x 1—sen’x
I 1
C. — d ——1
1—sen’x 1+ sen’x

Ejercitacion

* ACTIVIDAD PARA RELACIONAR |

[ - + 2
4 COsX 2C05X SeNx TSsen-x « 2COSeCX

cos’x — sen’x

b. (secx + tanx)? « 2seC’x

cos’x — sen’x COos X — senx

COSX — senx cosx + senx
cosec X cosec X
« T+ cosxsenx
1+ cosecx 1 — cosecx
8 1+ secx tanx N+secx
" tanx 1+ secx 1 — secx

Razonamiento

15

® = < B < halla el valor de cada una de las si-

gwentes expresiones. (CACTIVIDAD DE REFUERZO ]
a. sen(a + B) b. cos2p
o
¢ tan(a — B) d. cot 1
o
e. sen ('2—) f.ran(2B)

Coordenadas polares y cartesianas

Comunicacion

|_ACTIVIDAD DE HFUEHU‘

b.r=2+ 2sen

3§
a.r=—1+cos8
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Ya sabemos
o Ubicar puntos en el plano
cartesiano.

« |dentificar los elementos de la
circunferencia.

Vamos a aprender

« A identificar los elementos y
las caracteristicas de la linea
recta y las secciones conicas.

Pensamiento espacial

Nos sirve para

« Solucionar situaciones de la
vida que se modelen con la
linea recta o las secciones
conicas.




Saberes previos

;Qué distancia hay entre los pun-
tos —3y 5 sobre la recta numérica?

: Camilo ha ubicado en un plano
: cartesiano (Figura 5.1) la posicion
¢ de las casas de sus amigos.

[Pensamiento espacial

Y
E(—3, 1) 1 C(2, 1)
1 X
1km
H(—3, —2)
Figura 5.1

: » ;Qué distancia hay entre la casa
de cada uno?

........................................

Y
Qlx,, )
=T
d
PX, . y‘} R(xz, y1)
Wt
I T

Figura 5.2

Coordenadas cartesianas

1.1 Distancia entre dos puntos

En el plano, la casa de Camilo esta ubicada en el primer cuadrante y sus coor-
denadas son (2, 1), donde 2 corresponde a la distancia sobre el eje X (abscisa)
desde el origen O y 1, a la distancia sobre el eje Y u ordenada desde O.

Para saber la distancia entre la casa de Camilo y la de Erika (E(—3, 1)) se halla |a
distancia horizontal, ya que sus coordenadas tienen la misma ordenada.

CE=|2— (=3)|=|5| = 5km

Dados dos puntos Py Q con la misma ordenada, la distancia entre Py Q es el
valor absoluto de la diferencia entre las abscisas. As, la distancia entre P(x, y)
y Qlx, y) es:

PQ =[x, = x| = I, — x|

Para saber la distancia entre la casa de Hernan (H(—3, —2)) y la casa de Erika se
halla la distancia vertical, puesto que sus coordenadas tienen la misma abscisa.

HE=|-2—1]=|-3|=3km

Dados dos puntos Py Q con la misma abscisa, la distancia entre Py Q es el va-
lor absoluto de la diferencia entre las ordenadas. Asi, la distancia entre P(x, y.) y

Qx y,), es:
PQ=y, =yl =ly, =yl
Finalmente, para encontrar la distancia entre la casa de Camilo y la casa de Her-

nan se construye el triangulo rectangulo CEH y se aplica el teorema de Pitdgoras
para hallar el valor de la hipotenusa que corresponde a tal distancia:

(CH)? = (CE)? + (HE)
Se reemplazan CE y HE que corresponden a los catetos del tridngulo CEH:
(CH? = [, =X, + [y, =y
Se despeja CH:

CH = Jx, = x[ +|y, =y

Como |x, — x,|* = (x, = x, )y

Y, — VJ? - (y? — y,)?, entonces:

CH = \/(xl - X])z +(yz — W )?

Ya que las coordenadas de la casa de Camilo son (2, 1) y las de la casa de
Hernan son (—3, —2), la distancia entre estas es:

d(CH) =2~ (=3)) +(1=(-2)) =57 km

La distancia entre dos puntos cualesquiera P(x, y,) y Q(x, y,) del plano (Fi-
gura 5.2), se denota d(P, Q) y se determina mediante la formula:

dP,Q = (x, —x) +(5 =)

MATEMATICAS © LAROUSSE
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1.2 Punto medio de un segmento

Dado un segmento de extremos P(x,, y,) y Q(x, y,), las coordenadas de su
punto medio M vienen dadas por la semisuma de las coordenadas de los

extremos:
M[xl +X2 y1 +yl)
T
Para hallar las coordenadas del punto medio M del A8 , donde A(—14, 54) y
B(46, 120), se calculan:

XX _
3 X = 14446 =
Yy v ¥ 54+ 120
W=7 =5 =%

I

I

i

]

I

I

i

I M
. 2 2
I

1

]

]

I

i

Por consiguiente, M(x,, y, ) = (16, 87).

LY

1.3 Inclinacion y pendiente

Al representar una recta en el plano cartesiano se pueden dar varios casos.
% ¥ Y by’

H90° x X o x \\* X

) ob 0} o [¢ 1\

s

Figura 5.3 Figura 54 Figura 5.5 Figura 56
La recta es paralela | La recta es paralela | La recta corta a los | La recta corta a
al eje Y, su ecuacion | al eje X, su ecuacidn | dos ejes y su inclina- | los dos ejes v su
esx = aysuinclina- [esy = bysuinclina- | cionesdea <90°. | inclinacién es de
cion es de 90°, cion es de 0°. 90° < o << 180"

La pendiente de una recta indica la variacion entre los incrementos en el eje
Y respecto de los incrementos en el eje X. Si se toman dos puntos (x, y.) y
(x, y,) pertenecientes a una recta, la pendiente (m) es la razén de cambio entre
el desplazamiento vertical respecto del desplazamiento horizontal (Figura 5.7)
y esta dada por:

desplazamiento vertical

Pendiente = . -
desplazamiento horizontal
o y} - y|
M= ==

Ademas, para cualquier par de puntos se forma un triangulo rectangulo, donde la
razon entre los catetos esta relacionada con el angulo de inclinacion de la recta.

Y, 7Y, _ Catetoopuestoa 3
X, =X, Catero adyacente a B

m= =tanf

Es decir que m = tan B; por lo tanto, para hallar el angulo se tiene que
B=rtan""m.

e

Figura 5.7

Al utilizar la notacion tan—'m se esta
haciendo referencia a la funcién in-
versa de la tangente, es decir, aquella
que dado el valor de la rangente de-
termina el angulo para el cual se da

dicho valor. l




Pensamiento espacial

p.

MatemaTICS

Coordenadas cartesianas

Halla la inclinacién y la pendiente de una recta en GeoGebra

« Sigue las instrucciones que se muestran a continuacién y halla la inclinacién y la pendiente de una recta.

GeoGebro
Abre GeoGebra. G

Verifica que en la interfaz estén habilitadas las
opciones Vista Grdfica y Vista Algebraica; de lo
contrario, habilitalas en el menu Vista.

Selecciona para representar una recta
que pase por los puntos (1,0) y (2, 2).

Ubica un punto en (5, 0) y con _‘_i._._ halla el
angulo de inclinacion dando clic primero en el
punto C, luego en A y finalmente en B.

Selecciona y haz clic sobre la recta para
hallar la pendiente m.

Explora la construccion realizada seleccionando

pendiente es positiva y para los cuales es negariva.

2l b
I.’ Vista Algebraica || ¥ Vista Grafica
Numero AC~
® m=2

Punto

® A=(1,0)

®B8=(22 |

® C=(50) |

Recta

@ a:2x+y=.2

DEZEEOEYNES o e

Angulo
® a=63.43" 4 &= =

wne 0

Entrada:

i

| Mueve el punto B y determina los valores « para los cuales la

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

@

Encuentra, en cada caso, la distancia que hay del
o1 punto P al origen del plano cartesiano.

a. P(2,5)
c. P(7, —6)

b. P(—2,3)
d. P(—4, —8)

y
A
8
clal eh
| X
0 1r
F i3
G
Figura 5.8
a. d(A B) b. d(A C) c. d(B F)
d. d(A G) e. d(D,A) f. d(AE)
g. d(A F) h. d(B, D) i. d(C D)

o Observa el plano y determina la distancia entre el
2 par de puntos indicados en cada caso.

Comunicacion

o Crafica los puntos, Unelos siguiendo el orden alfa-

@ beéticoy halla el perimetro de la figura resultante.

A(1,3)
D(0, -1)

B(—1,2)
E(1,1)

(—32)
F3, 1)

Ejercitacion

o Halla el perimetro del triangulo cuyos vértices son

@ los puntos A(1,0), B(1,23) y C(3, 4).

Razonamiento

o Encuentra el valor de x si la distancia entre los puntos

& M(3,29) y N(x, 25) es 10.

e Halla los vértices restantes de las siguientes figuras.

® ;. De un cuadrado de lado 5 cm, donde dos vérti-

ces consecutivos tienen por coordenadas
A(—3,2) y B(—1,=1).

b. El tercer vértice de un triangulo rectangulo si

los vértices que son extremos de la hipotenusa

tienen coordenadas A(2, —1) y B(—1, 3).

MATEMATICAS © LARCLUSSE
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Ejercitacion
o Encuentra las coordenadas del punto medio de AB ,
® dada su representacion en el plano.

a. b.
Y Y.
A 1%
e \ o X
1
AT h]
L | X B
o i
Figura 5.10
Figura 5.9

o Representa el segmento determinado por los pun-
21 tosy halla las coordenadas del punto medio.

a. A(2,5)yB(—1,—4) b. A5, —4)yB(25)

. A(—3,—2)yB(4.4) d A(36)yB(0,—6)

Razonamiento

o Halla las coordenadas de uno de los extremos del

& segmento si se sabe que el otro extremo tiene coor-
denadas (8,3) y que las coordenadas del punto me-
dio del mismo segmento son (1, 22).

@ Halla las coordenadas del punto B si se conoce que K
@ es el punto medio de AB . Traza AB en tu cuaderno.

Figura 5.11
Ejercitacion
0 Halla la pendiente de cada recta, dada su inclina-
o cién.
a.B=12 b.p=35 c. p=170° d.B = 90°

@ Halla el angulo la inclinacion de cada recta, dada su
2| pendiente.

am=~—3 b m= cm=ﬂ3¢m=%

1
2

Pensamiento espacial .

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno \J

Modelacion
@ Representa cada recta seg(in las condiciones dadas.
A 2. Pasa por los puntos A(0,5, 4) yB(%. —S}

b.m = 3ycortael eje Xen 4.
c. Su inclinacion es de 40° y pasa por (0, 0).
dm= % y corta el eje Yen —1.
e. Su inclinacion es de 135° y pasa por (—2, 3).
fm= ~% y pasa por (2, —1).

@ Determina las pendientes de las rectas que pasan

| por cada par de puntos.

a. A(0, —2) y B(—3,—2)
c. A(1,—2)yB(—2,3)

b.A(1,4) y B(=2, 1)
d. A(0,6) y B(0,0)

Resolucion de problemas

@ Halla los puntos medios de los lados de cada figura.
@ Unelos y halla el perimetro del poligono resultante.

a. b.
B C F

Ve

Figura 513

Figura 5.14

Evalvacion del aprendizaje

Mide en cada caso el angulo de inclinacion de las
#& rectas dadas. Luego, calcula su pendiente.
a.

Y

Figura 5.15

Figura 5.16

| o



[Pensamiento espacial

La linea recta

Saberes previos

Diana paga $ 100 por cada minu-
to de llamada a celular. ;Cuénto
paga por una llamada de 3 minu-
tos? ;Cuanto paga por una llamada
de 5 minutos? ;Cuantos minutos
duré una llamada por la que pagod
$12007

. El costo del servicio de gas natural
. de un hogar en estrato 3 lo deter-
- mina el valor de los metros clbicos
: consumidos mas un cargo fijo de
P $2739.

: « Sielvalorde 1m?esde$ 1227,75,

jcudl es la expresion algebraica
que permite calcular la relacion
entre el consumo y el costo men-
sual de gas?

Intércepto

Figura 5.17

/

dades en y

1 unidad en/x

Figura 5.18

El valor que se debe pagar por el servicio de gas natural se calcula mediante una
relacion lineal de la forma y = mx + b. En esta relacion, y corresponde al valor
del servicio, m al valor de un metro ctibico de gas, x a la cantidad de metros
clbicos consumidos y b al valor del cargo fijo. Comom = 1227,75y b = 2739,
se tiene que:

y =122775x + 2739

Asl, para un consumo de 3 m* x = 3 y el valor a pagar estd dado por:
y = 1227,75(3) + 2739 = 642225

2.1 Ecuacion de la recta cuando se conocen la pendiente y
el intercepto con el eje Y

La expresién y = mx + b recibe el nombre de ecuacion cartesiana de la
recta, y es la expresion algebraica que relaciona las coordenadas (x, y) de los
puntos P que pertenecen a la recta. En la anterior ecuacién, m es la pendien-
te de larectay b es el valor en el que la recta interseca al eje Y (intercepto).

Para determinar la ecuacion de una recta cuya pendiente (m) es —

W

Y
el intercepto en Y (b) es 2, se reemplazan los valores m y b en la ecuacion
cartesiana.

I
|
|
I
| y=mx+b:>y=—ix+2
|
|
]
]

3

5

Para representar la ecuacion, se ubica el punto del intercepto en
Y; es decir, (0, 2) y se halla otro punto a partir de la pendiente: por cada 5
unidades que avanza x, y baja 2 unidades (Figura 5.17).

2.2 Ecuacion de la recta cuando se conocen un punto y la
pendiente
La expresion m(x — x,) = (y — y,) se conoce como ecuacion de la recta en

la forma punto-pendiente, y se obtiene conociendo un punto A(x,,y,) de la
recta y la pendiente m de la misma.

= Ejemplo 2
Para determinar la ecuacion de la recta con pendiente m = 3 que pasa por el
punto (—3, —2), se reemplazan los valores en la ecuacion punto-pendiente.

mx —x) = —y,)
3x — (—=3))=( — (=2))
X+9=y+2
Despejando y de la ecuacion, se obtiene:
y=3%%7
Para representar la ecuacion, se ubican el intercepto: (0, 7) y la coordenada
(—3, —2). Luego se verifica graficamente la pendiente (Figura 5.18).

“

MATEMATICAS i© L AROLISSE



MATEMATICAS B LARDUSSE

& Ejemplo 3
Para determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, JE) cuya
inclinacion es 607, se halla la pendiente utilizando la expresion tan60° = v/3 y
luego se reemplazan los valores en la ecuacién punto-pendiente.

I

1

1

1

I

I

: mx = x) = —y,)
I

: Vilx = 2)={y—)
| V3x — 23 = y—53
1

; Despejando y de la ecuacién, se obtiene que:

| y=xBx—13

Y

2.3 Ecuacion de la recta cuando se conocen dos puntos

A fin de determinar la ecuacién de una recta cuando se conocen las coor-
denadas de dos puntos que pertenecen a la misma, primero se halla la pen-
diente m y luego se utiliza la ecuacion punto-pendiente.

§ Eiemplo
Para determinar la ecuacion de la recta de la Figura 5.19 que pasa por los
puntos (3, —2) y (—2, 1), se lleva a cabo el siguiente procedimiento.
« Se halla la pendiente.
Y, =V, =12 3

— =) =—=—i
M= "% —x —2-3 =5 5

« Se reemplazan los valores en la ecuacion punto-pendiente.
mx—=x)=(—y,)
— k=3 =(-(-2)

= Fwa 9 =
5x-&-5 Jt=2

348 5

5x-l~5 2=y

= 3 ]
I=—gr—g

,

2.4 Ecuacion general de la recta

La expresion Ax + By + C = 0, donde A, By C son niimeros reales, se deno-
mina ecuacion general de la recta.

Al despejar y de la ecuacion general, es posible obtener la ecuacién cartesiana
de la recta.
Ax+ By+C=0

By=—Ax—C
o A G
B B

De esta manera se puede concluir que, dada una ecuacion en su expresion

general, la pendiente es — % y el intercepto en el eje Yes — % ,conB # 0.

Pensamiento espacial .

Figura 5.19
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La linea recta

-
Para encontrar la pendiente y el punto de corte con el eje Y de una recta
cuya ecuacion esté dada por —2x + 3y + 2 = 0, se despeja la variable y de
la ecuacion general, asf:

2+ p+2=10 Por tanto, se tiene que:
= _ 2 m=5 1v=T3
3 3

.

8 iempios |

Observa como se establece la ecuacién general de la recta que pasa por los
puntos (1, 1) y (3, 5).

Se halla la pendiente.

Vi 6 el d o Comoy = 2x — 1, entonces
2

]
]
]
]
I
]
I
I
! m = =
1 x=x 371 -x+y+i1=0
1 < i ¥
: Luego, se utiliza [a ecuacion punto-|  poy ranto, la ecuacion general de
. pendiente. la recta es:
: mx = x) = —y,)
i 1 !
—x+y+1=0
: 2Ax=1)= (=) g
: K=2=y—1
7 p=2x =
Actividades de aprendizaje "

Comunicacion Comunicacion

o Representa las siguientes rectas a partir del punto o Observa las graficas y escribe en tu cuaderno la

® de corte con el eje Yy la pendiente. # ecuacion cartesiana de cada recta.

ay=x—3 b.y=—05x+15 a. b.
3 1 4 Y
£y = T dy=—x+4 1}[
3 4
/X \

K

Ejercitacion
o Halla la ecuacion general de cada recta segln las
@ condiciones dadas.

i 21
0
Figura 5.20 i 2

A

a. Pendiente 2 y corte con el eje Y en —3.

. 1 3 Figura 5.21
b. Pendiente — - ycortecon Yen — 5
c. Inclinacion 30° y corte con el eje Y en 1. 5 d
T Y
o Halla la ecuacién cartesiana de cada recta a partir . X 5
4 de la pendiente y un punto de la misma. ¢ , X
2 5 ”
am=—2y(1,0) b.m=6y[5.—gJ / /C] §
2
cm=14y(=21) dJn==—OJ5y[lJJ Figuras23  §
4 Figura 522 E
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Ejercitacion
o Halla la ecuacion cartesiana de cada recta a partir
21 de los puntos dados.

a. A(1,—2)yB(=3,—2) b. O[" %)y F{_% l]

32
c. M(0, —3)y N[—L ;) d. H[—L —g) yK(1,0)

o Determina la pendiente y el corte con el eje Y de
@ cada recta.

a2x—2y+3=0 b.—5x+3y—7=0

d2x+2y—5=0

C—5~-—1=x -5

o Halla la ecuacion general de cada recta segun las
A condiciones dadas.

a. Pasa por los puntos G 2] y(% —s].
b. La pendiente es % y el intercepto en el eje Y es 3.

c. Pasa por los puntos (—1,2) y (0, —3).

d. Lainclinacion es de 60° y el intercepto en el eje Y
es 4.

e. La inclinacion es de 150° y pasa por (2, —1).

Comunicacién
o Observa cada grafica y escribe su ecuacion general.

® 2 >

i
PR

Ol 05
Figura 524
b N4
o[ 1] e
2
'
Figura 5.25

@) Realiza todas las actividades en tu cuaderna |

Resolucion de problemas
Un servicio especializado de taxi cobra § 1500 por
@ kilémetro recorrido méas un cobro bésico para el
conductor de $ 2 000.
a. Representa la relacion mediante una ecuacion.
b. Representa en un plano cartesiano la relacién.

c. Si una persona solicita el servicio y no ha recorri-
do ningun kilémetro, jcuanto tendra que pagar?

d. ;Cudl serfa el costo de un servicio en el que se
recorren 15 km?

@ En la Figura 5.26 se muestra el costo de produccién
@ de llantas para camion.

Y
Costos (en cientos de pesos)

Llantas

Figura 5.26

a. Halla la ecuacién que representa la relacion.
b. ;Cudl es el costo de produccion de 15 llantas?

c. Si el costo de produccion es de $ 170000, jcuan-
tas llantas se producen?

Evalvacion del aprendizaje
"

o Dibuja el triangulo que se genera con las tres rec-
# tas dadas y determina la pendiente de cada recta.

=x+3Yy+10=0
—3x+2y=>5
x+y—20=0

0 Encuentra las ecuaciones de las diagonales del
# rectangulo que tiene como vértices las coordena-
das A(4, 6), B(10,6), C(10, —2) y D(4, —2).

| |

Pensamiento espacial .



Las calles de una ciudad corren de
norte a sur y las carreras de oriente
a occidente formando una cuadri-
cula. Traza un plano de las calles 1
a5y lascarreras Ta5.

Y fooize

. Se representan dos rectas en el
plano.

[Pensamiento espacial

: » ;Qué tipo de relacion se puede
: establecer? ;Qué caracteristicas
*  tenen sus ecuaciones?

fissssssssrsssssane EEsEsEEAERRREARERER RS

Y
\Iﬁl 2 X
/ 0 /
Figura 527
i
1],
; X
/ ok 1
Figura 529

Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Al trazar dos rectas en un plano cartesiano, estas pueden ser coincidentes,
paralelas, secantes o perpendiculares. Las caracteristicas de sus ecuaciones se
enuncian a continuacion.

3.1 Rectas coincidentes

Dos rectas cuyas ecuaciones generales son:

Ax+ By + C=0yA'x + B'y + C' = 0son coincidentes si los coeficientes
entre las dos rectas son proporcionales, es decir:

o h ok
A B c k, donde k es una constante.

Gréaficamente este tipo de rectas coinciden en el trazo.

3.2 Rectas paralelas

Dos rectas en el plano son paralelas si sus angulos de inclinacion son con-
gruentes. Al trazar dos rectas paralelas en el plano cartesiano (Figura 5.27), se
tiene que 51 = B, por lo tanto, tan B, = tan B, Luego, las pendientes de las
rectas son iguales (m, = m,).
Para hallar una recta paralela a 2x — 3y + 4 = 0 que pase por (2, 1), pri-
mero se identifica la pendiente de la ecuacién dada utilizando la expresion
A 2 2 i
m=—%,de dondem = — =5 = 5. lLuego, se busca la nueva ecuacion

a partir de la ecuacion punto-pendiente y se grafica (Figura 5.28).

mx—x)=\—y,) ) /
%(x—fl):(}"ﬂ /
Ix—g=y- T
$X= 3 1=y
Wiins Figura 528

3.3 Rectas secantes

Dos rectas en el plano son secantes si se cortan en un solo punto. Dos rec
tas con ecuaciones generales Ax + By + C = 0yA'x + B'y + C' = 0son
secantes si sus coeficientes no son proporcionales (Figura 5.29); esto es:

A B
F?EB’

Las rectas secantes tienen pendientes diferentes; ademas, se puede determinar
la medida del dngulo que forman en el punto donde se intersecan.

MATEMATICAS £ LARDUSSE



3.3.1 Angulo entre dos rectas secantes

Dos rectas secantes forman angulos al intersecarse. En la Figura 530 se repre-

sentan las rectas secantes |, y |, con dngulos de inclinacién 6, y 8, respecti-

vamente. Si B es el angulo que forman las dos rectas, entonces 3 = 6, — 6.,

Ademas, como tan@, = m_ y tan 0, = m,, se cumple que:
tanf, — tan @,

Ll 1+ tan,-tan® B
2 1

m,—m,

T+mm,

Pensamiento espacial =

Por lo tanto, el angulo B formado por las rectas |, y I, cuyas pendientes son m,
y m,, respectivamente, corresponde a:

= T .

B = tan (‘I +m, -m, ]

-
Con el fin de determinar el angulo que forman las rectas 5x + 4y —2 =0y
6x — 3y — 4 = 0 (Figura 5.31), se halla la pendiente de cada recta.

Si5x + 4y — 2 = 0, entonces: y = —%x+ %,dondem: _%

Siéx — 3y — 4 = 0,entonces:y = 2x — —‘;‘-,donde ;=2

Figura 530

Por consiguiente, se tiene que:

3

4

B =rtan —' oy | = tan = [—E] = 6522°
1+2[_Z] 6

]
1
1
1
]
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1

~

3.3.2 Rectas perpendiculares

Dos rectas secantes | y |, son perpendiculares si el producto de sus pen-
dientes m, y m,, respectivamente, es — 1. Es decir,sim, +m, = —1.

§ Eiemplo3 |
Para hallar una recta perpendicular a la recta —4x — 5y = 7 (Figura 5.32)
que pase por (—2, 3), se halla la pendiente m, de la recta dada.
Si —4x — 5y = 7, entonces. y = —%x = %, dondem, = — %
Luego, se despeja m, de m, - m, = —1y se halla su valor.

— 1 _5

s -
m, - 4

5
Se reemplaza m, y el punto (—2, 3) en la ecuacion punto-pendiente.

mix = x) =/~ y,)
2x=(-M=p-3

m=—

=l
J 1%7 3

Figura 531

De donde se obriene que:
- 11
Y= zx + T

En su forma general:

MATEMATICAS © LAROUSSE

—Sx+4y—22=0

Figura 532

¢




| Pensamiento espacial

Actividades de aprendizaje

€

Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Para determinar la distancia de un punto P(x, y,) a una recta [ de ecuacion

8 emplo ¢

Y
(2 3)
1+
|
|

) 1

~

Figura 5.33

d(R1)

Ax + By + C=0, se puede utilizar la formula:

_ A +By +¢

,/AZ + B

d(R 1)

A fin de hallar la distancia del punto (2, 3) a larecta 3x — 2y + 1 = 0 (Figura
5.33), se reemplazan los valores en la formula expresada.

_ It +q  BR-20)+1 _ A

RN ORI

Para determinar la distancia entre dos rectas paralelas Ax + By + C= 0y
A'x + B'y + C' = 0, se puede utilizar la expresién:

EREIRE

q cierpio 5.

g Ic'—(|

E

d

Con el fin de determinar la distancia entre las rectasx + 2y — 5= 0y
2x + 4y + 1= 0, en primer lugar, se establece si las rectas son paralelas.

, X _ A 1 _ A 2 1
o m=-§g=-7 M= =773
\ Como las dos rectas son paralelas (Figura 5.34) , se utiliza la expresién vista
anteriormente.
Figura 5.34 |Cr == CI = ‘1 = (_ 5)' 6 @

Jor+e b

JA +B

Ejercitacion

o Identifica el tipo de relacién que se presenta entre

@ cada par de rectas.
axX—y+2=0yx—2y+4=0
b.—6x+2y—1=0y%—3y+2=0
C2xX—6y+5=0y3x—y—8=0
dix—y+5=0y6x—2y—1=0

o Escribe la ecuacion de la recta que es paralela a la

21 recta dada y pasa por el punto dado.
a.(23yx+2y+5=5
b.(—1,0%y —3 =9
c(0—2)—4x+1=y
d(33);3x—7=2

=)
Comunicacion

o Escribe la ecuacion de la recta que pasa por el pun-
21 todadoy es perpendicular a la recta dada.

a.(3M)x—y+2=0
b.(—=1,0% —x+1y-4=0
(4 -3y +1=2
d (1,—5)y = 12x + 35
e.(—6, —1)—6x+ 2= —2
o Representa cada par de rectas en el plano y halla el
& angulo comprendido entre ellas.
AaX—2y+5=0yx+y+1=0
b.=3x+y+4=0yx—5—2=0
CX—yYy—1=0yx—3y—4=0
d.10x =Sy =2y3x—4y+2=0

MATEMATICAS € LARDUSSE
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o Grafica en un mismo plano las rectas segln las con-
A diciones dadas. Identifica las rectas perpendiculares,
las paralelas, las coincidentes y las secantes.

a. Recta m: pasa por el punto (3, 2) y tiene pen-
diente —2.

b. Recta n: pasa por los puntos (1,0) y (5, 2).
c. Recta [: tiene como ecuacion 2x + y = 8.
d. Recta k: tiene como ecuacion —x + 2y = 3.
e. Recta p: tiene inclinacion de —30,96° y pasa por
(—1,1).
Ejercitacion
o Determina la distancia entre el punto y la recta da-
& dos.
a. (22)2x—3y—4=0
b.(—=52);3x+7y+5=0
& (=7 =24y + =2
d. (3,0);y=2x+23
e.2-3);x+1=y
o Determina la distancia entre cada par de rectas.
dax—6y=2y—4x+3+1=0
b. —5x+3y+2=0y15x—y—3=0
Cix=2y—4=0yx— 5y—4=0
d2x—1y=0y3x—6éy+4=0
Razonamiento

o Demuestra que los puntos dados en el plano de la
# Figura 535 son los vértices de un cuadrado.

¥

Figura 5.35

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

o En la Figura 5.36, se muestran tres rectas que deter-
& minan un tridngulo. Halla la medida de los angulos
internos.

¥

A

A T (9 ;

Figura 5.36

Resolucion de problemas

@ Comprueba cada afirmacion.
@ . El triangulo de vértices (—3, —1),(—3,2) y
(2, —1) es rectangulo.
b. El tridangulo de vértices (—5, —2), (1, —2) y
(—2, 3) es isosceles.
c. Los puntos con coordenadas (—1, —1), (4, 2),
(8,2) y (5, —5) determinan un rectangulo.

Evalvacion del aprendizaje

o Analiza las pendientes de cada par de rectas. ;Que
& puedes concluir?

g ===yt ypr1=0
b.2x—3y—4=0y2x+3y+1=0
Cx+y—=4=0yx—yp+4=10
d3x—y=0yx+y+4=0

OHaIIa la medida de los dngulos internos del poli-

#& gono de la Figura 5.37. Luego, halla su perimetro.
Y

-

\(’;\ X

L Figura 5.37

L

Pensamiento espacial |
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. Secciones conicas

Saberes previos

srssassssssssssnmnan s,

e T T

.

Describe las caracteristicas de un  La Figura 5.38 se puede obtener al hacer girar la recta g alrededor de la recta e.

cono. e , ,
Una superficie conica es aquella que se obtiene al hacer girar una recta g
(generatriz) alrededor de otra recta e (eje), cuando g y e son secantes (Figura
5.39). El punto de corte de las dos rectas se llama vértice V de la superficie.
Analiza ; ‘ 4 dosad I
: ; sta superficie esta compuesta por dos conos adosados por el vértice y simé-
En la Figura 538, las rectas e y g son ra SUp ? peree P y
tricos uno del otro con respecto al vértice.
secantes.

Desde otro punto de vista, la superficie esta formada por infinitas generatrices
que pasan por V'y forman el mismo angulo con el eje (una de ellas es la recta g).

Al cortar la superficie conica con un plano se obtienen unas secciones conoci-
das como secciones conicas.

» Cuando el plano contiene al vértice, se obtienen las llamadas cénicas dege-
neradas. Segln la relacion que haya entre el dngulo a que forma la generatriz
con el eje y el angulo B que forma el plano con el eje (Tabla 5.1), se obtiene un
PUNCO, UNa recta o un par de rectas secantes.

Unpunto  Unarecta  unparderectas secantes

4

Figura 5.38

« ;Como se obriene la anterior fi-
gura a partir de las rectase y g?

NI N R RN E IR R AR R R R R T TR

+

a<p a=f a>pB

Tablz 5.1
» Cuando el plano no contiene al vértice de la superficie, se obtienen cénicas
no degeneradas. Se pueden dar los cuatro casos dados en la Tabla 5.2.

Generatriz g

Vertice  Circunferencia ; ~ Elipse

Eee

Figura 539

El plano secantees  El plano secante El plano secante El plano secante es
perpendicular al eje.  forma con el eje formaconelejeun  paralelo a una ge-
un angulo mayor angulo menor que neratriz y corta solo
que con las gene- con las generatrices y  una de las hojas de la
ratrices. corta las dos hojas de  superficie conica.

la superficie conica.

. Tabla 5.2

MATEMATICAS © LAROUSSE
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En la Tabla 5.2 se observa que para la circunferencia y la elipse, la conica es una
curva cerrada y corta todas las generatrices; para la hipérbola y la parébola, la
cbnica es una curva abierta y no corta todas las generatrices.

4.1 Ecuacion general de segundo grado

La ecuacion Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0,donde A,B,.C D, Ey F
son numeros reales y A, By C son diferentes de cero, se denomina ecuacion
general de segundo grado y permite determinar una seccion conica.

Si la conica es no degenerada, de acuerdo con el signo de B? — 4AC se puede
establecer de qué tipo es.

e Si B? — 4AC < 0, se trata de una elipse.
« SiB* — 4AC = 0, la curva es una parabola.
« Si B? — 4AC > 0, es una hipérbola.

El nimero B* — 4AC recibe el nombre de discriminante de la ecuacion.

4.2 Elementos de las conicas

En la Tabla 5.3 se presentan los elementos de las conicas.

« El foco F o los focos de una seccidon conica son los puntos de tangencia del
plano secante que genera la conica con las esferas inscritas al cono, que son
tangentes, a la vez, al plano.

» La directriz de una curva conica es la recta de interseccion del plano secante
con el plano que contiene a la circunferencia de tangencia entre el cono y la
esfera que, siendo tangente al plano secante, esta inscrita en la circunferencia
conica.

» Dado un punto de la conica, se llama excentricidad a la razon constante
entre la distancia de dicho punto al foco y a la directriz correspondiente. La
excentricidad de una parabola es igual a 1, la de una elipse es menor que 1;,
la de una hipérbola es mayor que 1.

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tv cuaderno )

Parabola

Tabla 5.3

o Usa el discriminante para determinar si la ecuacion
& dada corresponde a una parabola, a una elipse o a
una hipérbola.

ax+xt+y+x—y=0

c. 9x* — 24xy — 16y = 100x — 100y — 100
d. 25 — 120xy = — 144y’ + 156x + 65y
e. 53x% + 72xy + 73y* — 40x + 30y = 75

0 :Es posible generar una parabola, una elipse o
#& una hipérbola haciendo cortes en alguno de los
siguientes solidos? Explica como lo harias.

d.
b. 153 + 192xy + 97y = 225 3

Figura 5.40

Comunicaciéon Evalvacion del aprendizaje

~




La circunferencia

Saberes previos

L ;Cémo se puede calcular el peri-  Para conocer I:'Ii‘Caﬂtldad de? Metros que recorre el patlnadqr al dar una \.fuelta
S metro de una circunferencia? a la pista, se utiliza la expresion que permite calcular la longitud de una circun-
- ferencia, esto es L = 2.
v i ,
v Como el valor del diametro corresponde a dos veces el valor del radio, entonces:
o
)
E : Un patinador recorre todos los Por tanto, el patinador recorre 157,08 m al dar una vuelta a la pista.
= : # . . . ; < : v i
3| d{as una pista circular que tiene un Se llama circunferencia al lugar geométrico de los puntos del plano cuya dis-

: diametro de 50 m. tancia a un punto fijo, denominado centro, es constante. A dicha distancia

constante se le conoce como radio.

5.1 Elementos de la circunferencia

En la Figura 5.42 se representan los elementos de una circunferencia.

_— Punto sobre
la circunferencia

\ ™ Radio

¢ » ;Cuantos metros recorre el pati-
nador al dar una vuelta?

Circunferencia —

Centro

» b i
Diametro

Figura 542

Y
e 5.2 Ecuacion canénica de la circunferencia con centro
'y en (0, 0)
En una circunferencia con centro C(0, 0), radio r y P(x, y) un punto cualquiera
o, 0) X sobre la circunferencia (Figura 5.43), se cumple que d(C, P) = r.
o)

Si se utiliza la formula de la distancia, se tiene que:

d(CP) = (x—0) +(y—0f = ¥+
r=JF 7

Al elevar al cuadrado ambos lados de la igualdad, se obtiene la ecuacion cané-
nica de la circunferencia con centro en (0, 0).

Figura 543

P=x+ )

El centro de la circunferencia que
tiene por ecuacion x* + y*= 9, es
(0,0) y suradio res 3, porque 3* = 9.

representa la circunferencia corres-

I
i
i
1
I
' Con estos datos en la Figura 5.44 se
I
I
. pondiente.

:

I

i

L
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8 Eiempio |

X+ y=r
X+ =4
X+ y'=16

~

& Ejemplo 3

X+ Y= (-3 + £=9+16=25

~

Si se quiere hallar la ecuacién de la circunferencia representada en la Figura
5.45, primero se identifica que el centro de la circunferencia es (0, 0) y el valor
del radio 4. Luego, se reemplazan estos valores en la ecuacion canénica. -

La ecuacion candnica de la circunferencia es x* + y*> = 16.

Pensamiento espacial [~

EEl

Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Figura 545

Para comprobar que P(—3, 4) pertenece a la circunferencia de ecuacion
x*+ y? = 25, se reemplaza la coordenada (x, y) en la ecuacion candnica por
las coordenadas de P y se verifica que se cumpla la igualdad.

Como al reemplazar la coordenada del punto P en la ecuacion se satisface la
igualdad, entonces el punto pertenece a la circunferencia.

Actividades de aprendizaje

Comunicacion
o Representa cada circunferencia en el plano.
® . 2+ y =281

b.x*= —y*+ 4
ocxty=2
ey 2L
d.x*+ y?= 3
Ejercitacion

o Halla la ecuacion candnica de cada circunferencia de
1 acuerdo con las condiciones dadas y sabiendo que el
centro es (0, 0).

ar==6 b. Pasa por el punto (—4, —2)
c.7=+5 d. Pasa por el punto (0, —7)
e.r=23 f. Pasa por el punto (6, —3)

Resolucion de problemas

o Verifica en cada caso si el punto P pertenece a la
# circunferencia dada.

a. P(566, —2), x*+ y* = 36
b. P(4,2); x* + y* = 20

c. P6, —6;x*+y'=72

Evalvacion del aprendizaje

o Halla la ecuacion canonica de cada circunferencia.
*

|




tPensamiento espacial

en (h,k)

Traza una circunferencia en un
plano cartesiano con centro en
(0, 0) y radio 4, escribe 4 puntos
que se hallen sobre esta.

nm
.

¢ La ecuacion canonica de la circun-
: ferencia con centro (0, 0) es

Xty =i

: » ;Cual esla ecuacion candnicasi el

centro de la circunferencia no es
(0,0)?

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Figura 548

Figura 549

e
SEey

Figura 550

M
|

=1 T

. Ecuacion canodnica de la circunferencia con centro

En una circunferencia con centro C(h, k), radio r y P(x, y) un punto de la circun-
ferencia, se cumple que d(C, P) = r (Figura 5.48).

Para encontrar la distancia entre los puntos C y P, se utiliza la formula de la
distancia entre dos puntos.

d(C P) = \(x—h) +(y—k)

Por lo tanto, r = \/(x—hf +(y—k).

Al elevar al cuadrado ambos lados de la igualdad, se obtiene la ecuacion cané-
nica de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r:

A= (x— hy+ (y — k)
g Eiemplo

Para determinar la ecuacion canonica de la circunferencia con centro
C(—2, 3) y radio 4, se sustituyen los valores de las coordenadas del centro
(h = —2yk = 3),yelvalor del radio (r = 4) en la ecuacién canodnica.
x—hP+—=kP=¢
(= (2P +(=3p=4
(x+ 27+ (y—32=16
En la Figura 5.49 se representa esta circunferencia.

Para hallar el valor del radio y las coordenadas del centro de la circunferencia
Cuya ecuacion canonica es (x — 4)* + (y + 2)* = 25, se expresa 25 como
5% En la ecuacién (x — 4) + (y + 2)? = 5% se identifican los valores h = 4,
k = — 2yr =5 Porlo tanto, el centro de la circunferencia es (4, —2) y el
radio es 5. En la Figura 5.50 se representa esta circunferencia.

A fin de determinar la ecuacion candnica de la circunferencia representa-
da en la Figura 5.51, se sustituyen los valores de las coordenadas del centro
(h=—2yk=0)yelradio (r = 3) en la ecuacién canénica.
x—hP+(y—kpP=r Y
== 2P + by — D=7

(x+2P+y=9 2_\
i X

Por lo tanto, la ecuacion cano- .
nica de la circunferencia repre-
sentada en la Figura 5.51 es:

x+2p+y =9

Fgura 5.51

MATEMATICAS € LAROUSSE
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§ Eiemplo 4

~

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Para determinar la ecuacién canénica de la circunferencia cuyas coordena- Y
das de los extremos de uno de sus didametros son Q(—3, 2) y R(—3, —4) se
halla la coordenada del centro de la circunferencia con la férmula del punto
medio. X
—3+(-3) 2+ (-4
M{ g 2 )}= (=3=1)
2 2
Para determinar el radio de la circunferencia, se reemplazan los valores de las
coordenadas del centro (—3, —1) y de uno de los puntos dados en la ecua-
cion canonica.
(= (=3P + = (~p=" &
x+3)¢+@y+1p=r
(—3+32+@+1p=r
0+ 3¥=r
9=y
=k
Entonces, la ecuacion canodnica es (x + 3)* + (y + 1)’ = 9 (Figura 5.52).
Actividades de aprendizaje
®
Ejercitacion
o Halla el radio y las coordenadas del centro de las o Verifica, en cada caso, si el punto P pertenece a la

@ circunferencias. Luego, graficalas. & circunferencia dada.

a (x— 12+ (y—617=25
b.(x+22+ (y—57=+7

a.P23)x—4P+(y—3P=4

1 b.P(—1,2);(x — 1+ y*=9

c.x?+(y+4)3=§

Ramr_‘amlemo _ Evalvacion del aprendizaje
o Sigue el procedimiento. )

0 Escribe la ecuacién candnica de cada circunfe-
& rencia segun las condiciones dadas.

® a. Empieza dibujando el tridngulo con vértices en
los puntos dados. (Figura 5.53)

b. Traza las rectas perpendiculares a dos de los la- a. Es tangente a ambos ejes y tiene como centro
dos del triangulo que pasen por sus correspon- la coordenada (—3, 3).

dientes puntos medios (mediatrices). (Figura 5.54)

c. Con un compas, haz centro en el p?unto de in- las coordenadas (0, 4) y (10, 4).
terseccion de las dos mediatrices, abrelo hasta
uno de los tres puntos y traza una circunferen- c. Tiene el mismo radio de la circunferencia con
cia. ;Pasa por los tres puntos? ecuacion x* + y* = 7, pero su centro tiene

Figura 554 \

b. Los extremos de uno de sus diametros tienen

coordenadas (—7, 0).

‘. d. Se obtiene al trasladar 6 unidades hacia abajo

y 3 unidades a la derecha la circunferencia con
ecuacion x*+ y* = 7.
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¢

Saberes previos

Escribe el desarrollo de los produc-
tos notables (a + b)*y (a — b)™.

Analiza

¢ La ecuacién canodnica de la circun-
: ferenciaes(x —h) + (y —k)*=r.
¢ e ;Cudles la ecuacion general de la

circunferencia?

¥

@]
3¢

........................................

Ecuacion general de la circunferencia

Para hallar la ecuacién general de la circunferencia, se utiliza el método general
del célculo de lugares geométricos. Para ello, se siguen estos pasos.

1.Se considera un punto P(x, y) de la circunferencia de centro C(c, ¢,) y radio r
(Figura 5.55).

2.Como P pertenece a la circunferencia, entonces d(P, C) = r.
3.Se utiliza la expresién de la distancia entre dos puntos y se simplifica.

AP C)=(x—c) +(y=c) =r
(=g P+ p—c =1

4.Se desarrollan los cuadrados de los binomios.

- i B G O el s o
¥ FF=dex>= eyt v, —r=y
D=—2¢,
Al sustituir ¢ € =—2c, ,se obtiene:x* + y* + Dx+ Ey + F=0.

F=gl4e’ =

La ecuacion general de la circunferenciaes x* + y* + Dx + Ey + F = 0.

7.1 Caracterizacion de la ecuacion de la circunferencia

Una expresion de la forma x> + y? + Dx + Ey + F = 0 no siempre representa
una circunferencia. Para comprobar si realmente lo es, hay que calcular el posi-
ble centro y el posible radio a partir de las definiciones de D, E y F.

E

D
Las coordenadas del centro C(c,, c) son: ¢, == 5 W=

2 2
El radio se calcula con la ecuacién r = |2 + E_ E.
4 4

, i O £? : ; :
Si la expresion el s F es mayor que cero, se tiene una circunferencia;

si es igual al cero, se tiene un punto; y si es menor que cero, se tiene una circun-
ferencia imaginaria.

r

A fin de hallar la ecuacion general de la circunferencia de centro C(4, —5) vy
radio 5 unidades, se utiliza la formula (x — ¢, )* + (y — ¢ )* =1’
Primero, se reemplazan los valores de las coordenadas del centro.

X =g+~ (5P =125
Luego, se desarrollan los binomios y se suman los términos semejantes.

¥ =8+ 16+ + 10y + 25 =25

X —8+y+10y+16=0

La ecuacion general de la circunferencia es x* — 8x + y* + 10y + 16 = 0.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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7.2 Ecuacion de la circunferencia a partir de condiciones

La ecuacion general x* + y* + Dx + Ey + F = 0 representa una circunferencia

) D? Ez D =i ) )
deradior = = +? —F,si i + = F > 0. Por lo anterior, una circunfe-

rencia queda determinada si se conocen los valores D, E y F.

gl Eiemplo2 |
Para encontrar la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los pun-
tos P(7, —1),Q(6, 2) y R(—1, —5), se supone que la ecuacién de la circunfe-
rencia que se busca es x” + y* + Dx + Ey + F = 0y se construye un siste-
ma de ecuaciones reemplazando el valor de las coordenadas de los puntos
dados. Por tanto:

ParaP(7, —1)setieneque 7 + (—1)*+ 7D —E+ F=0.
Para Q(6, 2) se tiene que 6’ + (2)* + 6D + 26 + F = 0.
Para R(—1, —5) se tiene que (= 1) + (=5)' = 1D — SE+ F = 0.
El sistema es:
ID—E+F=-—50
6D + 26+ F=—40
—D—=5E+F=-26

ID—E+F=—50 D=—4
D—3E=-10

6D+ 26 +F=—40 { = DjE 4}=> E=2
7D+ 7E=—1

~D—SE+F=—-26 F=-20

Por lo tanto, la ecuacion general de la circunferencia es:
X+ —4x+2y —20=0
y la ecuacion canonica:
x—2P+@y+1)7=25
En la Figura 5.56 se muestra la representacion de la circunferencia.

& Ejemplo 3

Para encontrar el radio y las coordenadas del centro de la circunferencia cuya
ecuacion es 4x* + 4y’ — 4x + 16y + 15 = 0, primero se divide la expresion
entre 4.

]
I
]
]
1
|
1
1
|
1
]
]
I
]
]
1
]
]
]
]
]
1
]
i
1
1
I . . " " -
: Al solucionar el sistema se obtiene lo siguiente:
]
I
]
]
]
]
I
]
1
]
]
]
]
]
I
]
]
]
]

X+y—x+ay+ 2 =0

Luego, se calculan ¢, ¢, y r.

= =l = I
) 2 2

1

1
Por lo tanto, C(E' —2)

= % . Observa la Figura 5.57.

P -~

-ﬁ
Il
o
[ —
A

i
+
—
|
[
e
4
|
—
|&
Il
e
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Figura 5.56
Y
0,5+
|
0| o5 X

Figura 5.57
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Actividades de aprendizaje

Ecuacion general de la circunferencia

Ejercitacion
o Representa cada circunferencia en el plano.
® Xty —4—-11=0

b. X2+ y? + 4x — 4y = 21

Xty +12x+4+8=0

d. 3¢+ 3y + 36x — 24y + 96 =0

e. X!+ —4x—15=0

fx+y —121=0

o Determina la ecuacion general de cada circunferen-
41 ciaa partir de la ecuacion candnica.

a (x— 2P+ (y+4r=4

b. (x — 12+ (y + 27 =16
e X+ (y—5)7=281

d. (x— 2P+ =9

e (x=7P+(—3P= %
f(x+ 5P+ (y— 4P=1

Razonamiento
o Halla la ecuaciéon general de las circunferencias a
& partir de las condiciones dadas.

a. Es tangente al eje Y y tiene como centro la coor-
denada (—6, —2).
b. Tiene centro en (2, —1) y radio 1,5.

¢. Las coordenadas de los extremos de uno de sus
didmetros son (4,6) y (—8, —2).

d. Tiene diametro 8 y centro en (2, —3).

e. Su centro es la interseccion de las rectas
x—3y=—20yx+y=0.

Ejercitacion
o Determina el centro y el radio de cada circunferen-
M cia.

ax+ty+8&—8 —20=0

b. X+ y2—12x — 4y = 12

Xty +12x—12y+8=0

d x4y — T2+ 8 — 48 =0

e 2X+2/—8+24y+4=0

L xbyt—=2=0

Comunicacion

o Indica cuales de las siguientes ecuaciones corres-

& ponden a circunferencias.
ax+y —8—8 —20=0
b.x+y*+12x—4=0
Xty +8—16y—20=0
dxX+y+x—y—1=0

o Observa las gréficas y escribe la ecuacion general de

# cada circunferencia.
a. b.

v
Y
2 0 X
Figura 558
Figura 5.59
C d.
y Y
T Pl M
5 o
-1 / X 2
Figura 5.60 Figura 561

Ejercitacion

o Determina la ecuacion general, el centro y el radio
1l de la circunferencia a la que pertenece cada grupo

de puntos.

a. (—2,2);(3,1);(=3-3)
b. (—2,1)(6,1); (2, —3)
. (=3, 2);(=2,—=1%(0,1)
d (=1, =15~ 1533

Razonamiento
o Encuentra el perimetro de cada circunferencia.
¥+ y—4y—6=0
b.xX*+y+4x+2y=4
Xty +2x+ey+6=0

MATEMATICAS 1D LAROUSSE
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o Halla el 4rea de los circulos cuya ecuacion de la cir-
@ cunferencia se da en cada caso. Recuerda que el area
de un circulo es el producto de 1 por el cuadrado
del radio.
ax+y —2y—8=0
Xty +2y=1

b. X+ y? — 2x =15
d 2¢+ 2 =4
Ejercitacion
@ Determina la ecuacion candnica de cada circunfe-
1l rencia a partir de su ecuacion general.

ax+y —2x—3=0

b.x*+y' — 4y = =3

Xty +ax+2y=4
Resolucion de problemas

0 El disefio de un engranaje de dos pifiones, uno de

@ 7 cm de radio y otro de 12 ¢m, se presenta en la
Figura 5.62. Para producir los circulos a gran escala,
se ingresa la ecuacién general a una maquina com-
putarizada.

Figura 562

:Cudles son las ecuaciones generales de las circun-
ferencias que se deben ingresar a la maquina si cada
una debe ser tangente al eje X y al eje Y?

@ Toma medidas a los objetos que se mencionan y

& determina la ecuacion general con centro en (0, 0)
que se debe ingresar a la maquina computarizada
para su disefio.

a. UnDVD

b. Un rin de un carro

c¢. Una moneda de $1000

d. Una tapa de gaseosa

e. Un lente de camara fotografica
f. Una rueda de bicicleta

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderro |

@ La ecuacion x* + y* — 6x — 6y — 9 = 0 describe la
& sefal de una emisora de musica. Halla:

a. El radio de la sefal de la emisora
b. La ubicacion de la emisora

@ Para el disefio de una arandela se utilizan las ecua-
@ cionesxX’+ Yy =4yx*+ y'=1.

a. ;Cual es el radio de la arandela al borde exterior?

b. ;Cudl es el radio de la parte hueca?

Evalvacion del aprendizaje
N

o Determina las ecuaciones de cada circunferencia
% que compone el emoticdn de la Figura 5.63.

: 4

AR,

@]

et

Figura 5.63
o Para el disefio de los aros olimpicos se utiliza una

& circunferencia que se traslada y se pinta de color
diferente, tal como lo muestra la Figura 5.64.

fees

ol

Figura 5.64

;Cual es la ecuacién general y la ecuacion canéni-

ca del aro de color azul?

L °

Pensamiento espacial |



La parabola

Saberes previos [ Conoce |

En los Ultdmos anos muchas de las Como el radiotelescopio tiene forma

K= i y i ; A
2 transmisiones de programacion  parabolica, las sefales que capta se con- /{
§ extranjera se hacen utilizando un  centran en un Unico lugar llamado foco. |;:»\
" o Foco

g artefacto llamado “antena para-  Por lo tanto, el receptor de sefales se \ 7

LN T W - . i i
E bolica’. ¢Haz visto alguna vez una  ypica en el foco del radiotelescopio Ll
= antena de este estilo? ;Qué carac  (Figura 5.65), \
© teristicas tiene? Figura 565
c
%] ¥ Feat o
o La parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de

un punto fijo denominado foco y de una recta fija conocida como directriz.
aliza

Un radiotelescopio capta ondas de .
: radio provenientes del espacio. 8.1 Elementos de la parabola

A continuacién se nombran los elementos de la parabola (Figura 5.66).
« El punto F se denomina foco y la recta d es la directriz de la parabola.
« Larecta e que pasa por el Fy es perpendicular a d se llama eje de simetria.

« El punto de interseccion de la pardbola con el eje de simetria se denomina
vértice.

o Alacuerda LR que pasa por el foco y es perpendicular al eje de simetria se
le conoce como lado recto.

8.2 Ecuacion canonica de la parabola con vértice en (0, 0)

Cuando una parabola en el plano tiene su vértice en el origen (0, 0), su ecuacion

.« ;Ddnde se ubica el receptor de , , _ .
: se determina de acuerdo con el eje de simetria.

un radiotelescopio para recibir
las senales? 8.2.1 Parabola con vértice en (0, 0) y eje de simetria el eje X

"""""""""""""""""""""" Al analizar la pardbola de la Figura 5.67, se concluye que:
« La distancia del foco al vértice es p; luego, la coordenada del foco es F(p, 0).
« La directriz de la pardbola es la recta con ecuaciéon x = —p.

« La proyeccion de cualquier punto P(x, y) de la parabola en la directriz es de la
forma Q(—p, y), donde la distancia entre Py Q es:

dP.Q = \/(x—(—p)f +Hy—yy=x+p

o Ladistancia de P(x, y) al foco es: d(P, F) = J(x— p)2 + .
Por la definicion de la parabola, d(P, F) = d(P, Q). Por lo tanto:

Q"*"J”
e e A

o0 R0 X x=p)y+y =(x+p)
x=—p| 2

Vo = 4px
La ecuacion de la pardbola con vértice en (0, 0), foco en (p, 0), directriz

I Figura 567 x = —py eje de simetria X es: y> = 4px.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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8.2.2 Parabola con vértice en (0, 0) y eje de simetria el eje Y

Al analizar la parabola de la Figura 5.68, se concluye que:

« La distancia del foco al vértice es p; luego, la coordenada del foco es F(0, p).
« La directriz de la pardbola es la recta con ecuaciony = —p.

« La proyeccion de cualquier punto P(x, y) de la parabola en la directriz es de la
forma M(x, —p), donde la distancia entre Py M es:

dP,M)=\(x—x} +(y—=(-p)) =y +p

« La distancia de P(x, y) al foco esté dada por: d(P, F) = /x* +(y - p)’

Con un proceso similar al anterior, se tiene que:

La ecuacion de la parabola con vértice en (0, 0), foco en (0, p), directriz
y = —pyejedesimetria Y es:x* = 4py.

& cropo 1|

i

i En la parébola cuya ecuacion es x* = —16y, se observa que el eje de simetria
, esY.

| Comox = —16y y x' = 4py, entonces:

| —16y = 4py

i De donde se obtiene que p = —4.

1

i

Por tanto, F es (0, —4), d es y = 4 y abre hacia abajo porque p < 0.

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuadernoj

0,0 )=/

wvio,

y=—p i
RIO,—p), Mix,—p)

Figura 5.68

o Identifica las coordenadas del foco, la ecuacion de
ul ladirectriz y la longitud del lado recto de cada para-

bola. Luego, realiza la grafica »

a.x* =12y b.y? = 32 \2:/

Ejercitacion Evalvacion del aprendizaje

0 Escribe la ecuacion candnica de la parabola.

aq 2

¢yt = —16x dx=2
e.x = —8y f.t#? =—4x \
g. y* = 20x h.x* = 6y
==y J.y* = 0,5x

Resolucion de problemas

o Halla la ecuacion canénica de cada parabola a partir
w1 de las condiciones dadas.

a. V(0,0) y F(6,0)
b. V(0,0) y directrizy + 8 = 0
c. V(0,0) y F(0, 6)

i d. V(0,0) y directrizx —5=10

queo{?
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Ecuacion candnica de la parabola con vértice en(h, k)

Saberes previos

Halla la distancia entre los puntos
(% y) v (h, k) ubicados sobre el pla-

no cartesiano.

: De acuerdo con el eje de simetria,
: la ecuacion de una parabola con
: centro (0, 0) es x> = 4py 0 y* = 4px.

: « ;COmo se determina la ecuacion
canoénica de una parabola si su
vértice no es el origen del plano

cartesiano?

----------------------------------------

ir

R4
pctrz

.......

x=h—p

V (h,[k) Eje de simetria

’ ,I’F(h'»f P, K)
P, y)

Figura 5.70

e

Figura 5.71

Conoce

Si el vértice de la parabola es un punto (h, k), su ecuacion se puede determinar
trasladando los ejes Xy Y a los ejes X" y Y que dan origen al punto (h, k).

A continuacion se analizan los dos casos que se pueden presentar.

9.1 Parabola con vértice en (h, k) y eje de simetria paralelo
al eje X

Al analizar la parabola de la Figura 5.70, se concluye que:
« La distancia del foco al vértice es p; luego, el foco es F(h + p, k).
« La directriz de la parabola es la recta con ecuacién x = h — p.

« La proyeccién de cualquier punto P(x, y) de la parabola en la directriz es de la
forma Q(h — p, y). La distanciaentre Py Q es:

2

d(P,Q) = J(x —(h=p)) +(y—y)

(x—h+p) =x—h+p

« La distancia de P(x, y) al foco es:

d(P.F) = (x=(h+p)) +(y=k)} = J(x—h=p) +(y—k)

Por la definicion de la parabola, d(P, F) = d(P, Q). Por lo tanto:

Jx—h=pf +(y—k} =x—h+p
(x=h=pP+(y=kP=(x—h+py
(v — k)= 4p(x — h)
La ecuacion de la parabola con vértice en (h, k), foco en (h + p, k), directriz

X = h — pyeje desimetriay = k paralelo al eje X es:
(y — k)= ép(x — h)

Para representar la parabola cuya ecuacion es (y — 2)>= 8(x + 3), se com-
para la anterior ecuacion con la ecuaciéon canénica. De ahi se concluye que:

8 = 4p, de donde, p = 2. Como p > 0, la parabola abre hacia la derecha.

El vértice (h, k) es (—3, 2), el eje de simetrfa es y = 2, el lado recto mide
l4p| = 8 y el foco es (h + p, k) = (—1,2). Como la directrizes x = h — p,
entonces x = — 5.

La Figura 5.77 muestra la representacion de dicha parabola.
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9.2 Parabola con vértice en (h, k) y eje de simetria paralelo
aleje Y

Si se analiza la parabola de la Figura 5.72, se concluye que: T e degsimetr;a

« La distancia del foco al vértice es p; luego, el foco es F(h, p + k).
« La directriz de la parabola es la recta con ecuaciony = k — p

Fh, ,Oé+j(')_-—" (P Ax, J/)

» La ecuacion del eje de simetria es x = h. 4

Al hacer un analisis similar al realizado en el apartado 9.1, se obtiene la ecuacion 1 '.
V(h, k) 1 Qlx, k —p)

candnica de la parébola con centro (h, k) y eje de simetria paralelo al eje Y. = ! Directriz y = £ — p
. _oll el 1T 1%
La ecuacion de la parabola con vértice en (h, k), foco en (h, k + p), directriz Sita 572

y =k — pyejedesimetriax = h paralelo al eje Y es: (x — h)>* = 4p(y — k).

e Ejemplo 2
Para determinar la ecuacion de una parabola con vértice en (—2,3),p =2
eje de simetria paralelo al eje Y, se utiliza la ecuacion anterior y se reemplazan

en ella los valores dados.

(x = hy'=4p(y = )
(x— (= 2= 4@y — 3) Tl
x+ 2P = 8(y—3] B E <
La ecuacion de la pardbola es (x + 2)* = 8(y — 3) y la grafica se muestra en Figura 573

-

la Figura 5.73.

:
Para determinar los elementos y la ecuacion de la parabola representada en
la Figura 5.74, se observa la grafica y se identifica que:
El vértice (h, k) es (— 4, 3). El eje de simetria es paralelo al eje Y, con ecuacion
x= — 4.ladistanciaentre Vy Pes 1y la parabola abre hacia abajo; entonces,
p = —1.El lado recto mide |4p| = 4.

El foco es el punto (—4,2) y la directriz es y = 4. Por lo tanto, la ecuacién de
la pardbola es:

Figura 5,74

e L T

(x + 4y = —4(y — 3)

~

-
Para determinar los elementos de la parabola (y + 2)? = —16(x — 3), se
compara la ecuacién dada con la ecuacion canénica con centro en (h, k) y
eje de simetria paralelo al eje X, y se concluye que:
—l6 =4p
De donde, p = —4. Como p < 0, la parabola abre hacia la izquierda.

El vértice (h, k) es (3, —2), el eje de simetria es y = —2, el lado recto
mide |4p| = 16 y el foco es (h + p, k) = (=1, —2). Como la directriz es
x =h — p,entoncesx = 7.

-— e e A s e e =
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Ecuacion canonica de la parabola con vérticeen (h, k)

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Representa en un plano cartesiano cada una de las
| siguientes parabolas.

a. (x — 2P =4y +5)
b.(x— 1P = —18(y — 2)
c. xX*= 64(y — 5)

d.y*= —12(x — 2)
e.(y+ 3= —24(x — 7)
fly—4=1x—3)

o Determina la ecuacion candnica de cada parébola a
@ partir del vértice y el foco dados.

a. V(2 —=1)yF4 —1) b.V(3 —2)yF30)
¢ V(1,=2)yF1,1) d.V(—3 —2)yF(—6,—2)
e V(2,3)yF5,3) £.V(0,4) y F(0, 2)

Razonamiento

o Halla la ecuacion candnica de cada parabola segln
& las condiciones dadas.

a. Ladirectrizesy = 3y el focoes (1, —2).

b. El vértice estd en (—2, 2) y el lado recto mide 4
unidades y corresponde con el eje Y.

c. El eje de simetria es la rectax — 5 = 0, el foco
esta en (5 —4) y la directriz pasa por (2, —7).

d. Su vertice esta en (3, 0) y la directriz es el eje Y.
e. Su vértice estd en (1,5) y pasa por (—1, 3).

o Determina los elementos de cada parabola a partir
@ delaecuacion.

a. (y — 4 = —42(x — 3)
b.x+ 32 =9y —6)
cxX==8y+1)

d.y2 = 16(x + 7)

e. (y — 0572 = —24(x + 1)
fix—1P=3@y—2)

' g y'= —28

Comunicacion

o Indica si cada ecuacion representa una circunferen-

# cia, una recta o una parabola.
ax—y—8—8—15=0
b.(y+ 3= —24(x— 7)
¢ x=1p=9=(y—2¢

dx—y—1=0
e yy—8& =20
fx=4—y?

o Escribe la ecuacion general de cada parabola.

N
.

Figura 5.75

Figura 5.76

g

o[ 3 2.5\

Figura 5.78

< e

X
5
Figura 579 T

Figura 5.80
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Ejercitacion

o Halla el punto de interseccion de cada par de para-

A bolas dadas.
(y+1) =2(x+35) b (y+1) =4(x+2)

(x=s) =4(y+2)  |(y+1) =4x
2 _ 1-—_—_4

C. = d. Y lx
y'=—4x (x—4) =8(y+1)

o Determina los elementos de cada pardbola.

L 2Py b.

£

A

o} 2
Figura 581 /

Figura 5.82

Figura 5.83

Figura 584
Resolucion de problemas

o Un puente colgante tiene un disefio parabolico, tal
@ como lo muestra la Figura 5.85. La altura de las dos
columnas que sostienen el cable es de 2000 m cada
una. Las dos columnas estan separadas por una dis-
tancia de 3000 m. ;Qué altura tiene el cable a los

750 m de su vertice?

)W'.fJ.ffflﬂ’ff!!IIIll!!!!!!!ﬂllllfffﬂllllllfffiﬂ ﬂl!!!fl.fIlllf#lff.f.fffllflffffffffffffffff#J'M"

Figura 5.85

Pensamiento espacial

Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Una antena parabdlica tiene 22 metros de ancho y
@ 12 dealto. La Figura 5.86 muestra la representacion
de la antena en el plano cartesiano.

Figura 5.86

¢A qué distancia del vértice debe ubicarse el recep-
tor de la sefial?

Evalvacion del aprendizaje

o Determina los elementos de cada parabola.
* a2, Y

X

Figura 5.87

i

Figura 5.88

o Si se utiliza un sistema de coordenadas cartesiano

#& como ayuda para dibujar el arco v la flecha de la
Figura 5.89, ;qué ecuacion
le corresponde a cada uno
si el vértice del arco se ubi-
caen (0,0)?

Figura 5.89




LPensamiento espacial

Ecuacion general de la parabola

Saberes previos

Factoriza el trinomio cuadrado
perfecto x* + 10x + 25.

R hvaiza

: Recuerda la ecuacién candnica de
: la parabola.
¢ » ;COmo se obtiene la ecuacion ge-

neral de la parabola a partir de su
ecuacion canonica?

----------------------------------------

Figura 590

Para obtener la ecuaciéon canodnica de la parabola se consideraron dos casos:
eje de simetria paralelo al eje Y y eje de simetria paralelo al eje X. Pues bien, para
obtener la ecuacion general se tienen en cuenta estos mismos casos. A conti-
nuacion se explica cada uno.

10.1 Parabola con vértice en (h, k) y eje de simetria
paralelo al eje X

Se parte de la ecuacion candnica correspondiente: (y — k)* = 4p(x — h).

(v — k)" = 4p(x — h)

Y — 22Uk + k? = 4px — 4ph «——— Se desarrolla el cuadrado del binomio y se utiliza la

Se escribe |z expresion.

propiedad distributiva respecto z la adicién.
y? — 4px — 2ky + k* + 4ph = 0<—Seigualaa cero.
Al sustituir D = —4p, E = —2k y F = k? + 4ph, se obtiene:
V+Dx+E+F=0

La ecuacion general de la parabola con vértice (h, k) y eje de simetria paralelo
al eje X es:
y+Dx+E+F=0

10.2 Parabola con vértice en (h, k) y eje de simetria
paralelo al eje Y
Se parte de la ecuacion candnica correspondiente: (x — h)* = 4p(y — k).
(x — h)* = 4p(y — k) *=——— Seescribe la expresion.
x* — 2xh + h? = 4py — 4pk +——— Se desarrolla el cuadrado del binomio y se utiliza la
propiedad distributiva respecto a la adicién.
x> — 2hx — 4py + h* + 4pk = 0<—Seigualaa cero.
Al sustituir D = —2h, E = —4py F = h*> + 4pk, se obtiene:
T tBy ok F=0
La ecuacion general de la parabola con vértice (h, k) y eje de simetria paralelo

aleje Yes:
X+Dx+E+F=0

Para determinar la ecuacion general de la parabola representada en la Figura
5.90, primero se halla su ecuacién canonica.

Se observa que el eje de simetria de la parabola es paralelo al eje Y, el vértice
tiene coordenadas (4, —6) y p = —4. Entonces, la ecuacion candnica es:

(x— 4P =—16(y +6)
Por tanto, la ecuacién candnica se expresa en forma general asf:
=8+ 16y +112=0

MATEMATICAS © LAROUSSE



10.3 Ecuacién de la parabola a partir de condiciones

La parébola tiene como ecuaciones generales y> + Dx + Ey + F= 0y
x>+ Dx + Ey + F = 0, por lo que depende de tres valores: D, E y F.

Para determinar los elementos y las ecuaciones (general y canénica) de la
parabola cuyo eje de simetria es paralelo al eje X y que pasa por los puntos

(9,9),(3,5) y (9, —7), se procede de la siguiente manera.
* Se construye un sistema de ecuaciones reemplazando el valor de los pun-
tos dados en la ecuacion y> + Dx + Ey + F = 0.
Para la coordenada (9, 9) se tiene que:
P +9D+9E+F=0
81+9D+9E+F=0
Para la coordenada (3, 5) se tiene que;
52 +3D+ 56+ F=0
25+3D+5E+F=0
Para la coordenada (9, —7) se tiene que;
(=72 + 9D+ E-7)+F=0
49+9D—T7E+F=0
El sistema es:
90+ 9E+F=-—81
3D+ 5E+F=-25
9D — 7E+ F=—49
» Luego, se resuelve el sistema de ecuaciones.
9D+ 9E + F=—81 D=-8
6D + 4E =—56
ID+5E+F==—25 =E=-2
6D —126= —24}
9D — 7€+ F = —49 F=9

Por lo tanto, la ecuacion general de la pardbola es: y? — 8x — 2y + 9 = 0.

« Para obtener los elementos de la parébola, se expresa la ecuacion general
COMO una ecuacion canodnica.

Y—8—2y+9=0
yr—2y =8x —9 «————— Seorganiza la igualdad.

YV—2y+1=8x—9+1 «—— Secompletael cuadrado,

(y - 1)2 = 8(X - 1) +———— Sesimplifica y se factoriza.

Al analizar la ecuacion candnica, se reconoce que el vértice es (1, 1), el foco -+
es (3, 1), la directrizes x = —1, el eje de simetria es y = 1y la longitud del -+
lado recto es 8. T

AT T T TR MR Nm Nm mm mm R SN M Em m Em Em S Em M e R R RN RS S R R e e e e e e e e e e e S e e e e e e S S S S S e e e e e e e s e e e
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En la Figura 591 se muestra la grafica de la parabola. Figura 591

o .




Ecuacion general de la parabola

% Ejemplo 3
Para determinar los elementos de la pardbola cuya ecuacion general es
x? — 4x — 12y — 8 = 0, se expresa la ecuacion general como ecuacion ca-
nonica.

=iy — By —8=10

XX —4x =12y + 8 = Se organiza la igualdad.

X* — 4x + 4 = 12y + 8 + 4 *— Se completa el cuadrado.

(x —2P=12(y + 1) «—— Sefactoriza.

LPensamiento espacial

La ecuacion candnica de la parabola esta dada por (x — 2) = 12(y + 1).

Al analizar la ecuacion candnica, seidentifica que el vérticees (2, — 1), el focoes
(2,2), la directriz es y = —4, el eje de simetria es x = 2y la longitud del lado
recto es 12.

7
A

-y
| La Figura 592 muestra la grafica de la parabola.
Figura 592

Actividades de aprendizaje x

Ejercitacion Comunicacion

- e e e

,

o Representa cada parabola. o Escribe la ecuacion general de cada parabola.
Hax+ax—12y+4=0 ¢ b.
b2+ 12x+ 12y +96 =0 1 y
¢y +12x+ 10y —35=0 | L
d.y?—16x+ 8y +64=0 T o
e.xX— 12y =0
£y + 16x =0 . +

o Determina la ecuacion general de cada parabola a
@ partir de su ecuacion canonica.

a. (x—2P =4y +2)
b.(y + 2 =16(x — 2)
¢.{(x+3F=—6(y—5) T
d(y—17=9%x+1) a X

7N SN

f 2= —20(x — 2) T T =

Figura 593 Figura 594

Razonamiento —+

o Explica como distinguir entre la ecuacion general y
& laecuacion canodnica de una circunferenciay de una Figura 595 Figura 596

' parabola.
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Pensamiento espacial

MATEMATICAS €1 LARDUSSE

Comunicacion
o Construye una parabola doblando papel.

4 2. Toma una hoja rectangular y a unos 3 cm de uno
de los lados menores traza una paralela. Toma un
punto P sobre esa recta mas o menos centrado.
(Figura 5.97)

b. Dobla la hoja de forma que el lado sefalado pase
por el punto P. (Figura 5.98)

c. Desdobla y marca con lapiz el doblez. Repite y
dibuja los dobleces variando el punto de apoyo
sobre el lado de un extremo a otro.

Observa como se va delimitando una parabola. (Fi-
gura 5.99) ;Cual es su foco? ;Cual su eje? ;Cual su vér-
tice?

P
Figura 5.97 ,'37,“ Figura 598
7|
4
:f_‘;‘\
NS Figura 5.99

Ejercitacion
o Determina la ecuacion canonica de cada parabola a
11 partir de su ecuacion general.
axX—2—8—17=0
by 4+ 12x—8+16=0
cxX+6y+9=0
o Halla la ecuacion candnica e indica los elementos
21 de la parabola segln las condiciones dadas.

a. Pasa por los puntos (—1,5),(—17,13) y (—7,9),
y su eje de simetria es paralelo al eje X.

b. Pasa por los puntos (6, 20), (0, —4) y (0, 12), y su
eje de simetria es paralelo al eje X.

¢. Pasa por los puntos (—8, 6), (0,2) y (16, 18), y su
eje de simetria es paralelo al eje Y.

o Utiliza un programa graficador como CeoGebra
1 para representar las siguientes parabolas.

b. y? = 3x

;Qué puedes concluir respecto de la ubicacion del
foco y el ancho de la parabola?

a. yr=4x C V=2 dyfF=x

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

o Un proyectil es lanzado y describe una trayectoria
| parabdlica como lo muestra la Figura 5.100. La altu-
ra maxima alcanzada, que logro luego de 20 minu-

tos, fue de 11 m.

__YAltura (m)

Tiempo (min)

Figura 5.100
a. ;Cual es la expresion que describe el movi-
miento?

b. ;Cuanto tiempo demoro el lanzamiento del
proyectil desde que despegd hasta que volvid
a tierra?

¢. ;Cudl es la altura del proyectil a los 36 minutos?

d. ¢A los cuantos minutos el proyectil alcanza
una altura de 8 metros?

Evalvacion del aprendizaje
%

0 Una farola parabélica mide 6 cm de ancho y
& 2 cm dealto, tal como lo muestra la Figura 5.101.

.

Figura 5,101

A qué distancia se debe colocar el filamento del
bombillo?

| L



La elipse

Saberes previos

;Qué tipo de orbita describe la Tie-
rra en su movimiento alrededor del
Sol?

A un jardinero se le encargo dise-
far un jardin con forma eliptica.

[Pensamiento espacial

« ;Como puede el jardinero de-
marcar la elipse en el terreno?

prssassssasnanna,

..... FEEssEsAsEE s EasEsEREERRERRERERRES

- a
Lado recto
R

/

Figura 5.103

Y180, b)

Ax, ¥
X

All=a, 0} Fl-c. O Fic, 0) Ala, 0

B'(0, —b)

Figura 5.105

Para demarcar la elipse, el jardinero puede
clavar dos estacas y unirlas con una cuerda
de mayor longitud que la distancia entre las
estacas; luego, con un palo tensionar la cuer-

da y deslizarlo dejando una marca en el suelo _/>

como lo muestra la Figura 5.102. Figura 5.102

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de
sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

11.1 Elementos de la elipse

A continuacion se describen los elementos de la elipse de la Figura 5.103.

« Los puntos Fy F' se denominan focos, y la recta que pasa por ellos es el eje
focal de la elipse. La distancia focal es la distancia de Fa F'; esto e, 2c.

« El centro C es el punto medio del segmento que une los dos focos.
« A,A’, By B’ son los puntos de corte con los ejes. Se llaman vértices.

« El eje mayor es el segmento que une los vértices A y A" que estan sobre el eje
focal, y su longitud es 2a. El eje menor es el segmento que une los vértices B y
B', y su longitud es 2b.

« El lado recto es el segmento perpendicular al eje focal que pasa por uno de
los focos y une a dos puntos de la elipse.

Para cualquier punto P de la elipse, se tiene que PF’ + PF es una constante.

Si el punto P corresponde con el vértice A, entonces PF' + PF = 2a.Si el punto
P corresponde con el vértice B, entonces BF' + BF = 2a.

Como BF' = BF, entonces BF' = BF = a (Figura 5.104).

Las distancias a, b y ¢ se relacionan mediante la expresion a’ = b* + ¢’

La longitud del lado recto LR es LR = sz y la excentricidad e se define como

£

e= 4

11.2 Ecuacion canénica de la elipse con centro en (0, 0)

La ecuacion de una elipse en el plano cartesiano cuyo centro esta en el origen,
se determina analizando los dos casos que se presentan a continuacion.

11.2.1 Elipse con centro en (0, 0) y eje focal sobre el eje X

Para hallar la ecuacion canénica de la elipse de la Figura 5.105, se utiliza el mé-
todo general del calculo de lugares geométricos y se obtiene:

2

+y—=1cona>b>0yaz=b3+c"

xz
3 b

a
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11.2.2 Elipse con centro en (0, 0) y eje focal sobre el eje Y

Para hallar la ecuacion candnica de la elipse de la Figura 5.106, se utiliza el mé-

todo general del calculo de lugares geométricos y se obtiene:
2

= +y =lcona>b>0ya’=b'+ ¢

Observa como se identifican los elementos de la elipse cuya ecuacion es
X? yﬂ
100 36

Como 100 > 36, la elipse tiene eje focal en el eje X y centro en (0, 0).

1,dondea =10,b =6y

2
La ecuacion se transforma en ? + _6_’_ =

i

]

I

I

I

]

i

I

]

1

| c=ya-v =8

I

| Luego, los elementos de la elipse son:
. Focos: F'(—8,0)y F(8,0)

| Vértices: A'(— 10,05 A10,0), B(0,6) y B'(0, —6).
]

! Longitud eje mayor: 2a = 20

, Longitud eje menor: 2b = 12

. Ladorecto LR = 7,2

E La Figura 5.107 muestra la grafica de la elipse.

Al

Actividades de aprendizaje

Pensamiento espacial .

@ Realliza todas las actividades en tu cuaderno )

X
Figura 5.106
Y_- il }
B(0, 6)
o L
(8,02 A0 20,0
Af=19,00 A 2 X
i s
8'(0,26)
Figura 5.107

-

1 5,170

Comunicacién Evaluacion del aprendizaje
°Identiﬂca los elementos de las siguientes elipses. 0 oorverih e ko it e
@ Luego, representa las elipses en el plano. pse.
v y b.
X 2 X y T
L | = 4 2
2 e T b T T 016)
10+
% : ; /4 h\
gl =y gl 2= .
4 9 81 00 9 10
2 2
e L 4L =17 g4 =7 - =
1 25 1 12 |
Resolucion de problemas Figura 5.108
6 Halla la ecuacién canénica de cada elipse con cen- " 5 d
& troen (0,0) a partir de las condiciones dadas. ; :
B'(—2,0)y A(0, 3). +
2__
b. A(5,0) y F(4, 0). | BE
| 0 |
c. Longitud del eje mayor: 10y F(0, —4). 12
. 7 . L
d. Excentricidad e = 5 Y elemenoren .
e. b= 11,a = 15y eje focal sobre el gje X. ¥ Figura

Figura 5.111

L




Saberes previos

;Podria afirmarse que una circunfe-
rencia es un caso especial de elip-
se? ;Por qué?

Y fnaiz

* e ;Cudl es la ecuacion candnica

! dela elipse con centro (h, k)?
;Cémo quedan determinados
sus elementos?

Pensamiento espacial

........................................

AL Blh, b + k)
KA =g ik Ah+a k)
Fiih=—=ic. k R +¢

I s == |B“|7 b B k}l X

& i 1
Figura 12
N

1
Figura 5113

Ecuacion candnica de la elipse con centro en (h, k)

Si el centro de la elipse tiene coordenadas (h, k), los elementos y la ecuacion
canonica quedan determinados a partir de las siguientes condiciones.

12.1 Elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje X

Al analizar la grafica de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje X
que se presenta en la Figura 5.112, se deduce que cada una de las coordenadas
de los elementos sufre una alteracion en h y k unidades.

Centro: (h, k) Focos: F'(h — ¢, k) y F(h + ¢, k)
Vértices: A'(h — a,k) y A(h + a, k) B'(h,b — k)yB(h b+ k)
Longitud eje mayor: 2a Longitud eje menor: 2b
Ecuacién del eje focal: y = k Longitud lado recto: LR = -2;—:

La ecuacion candnica también sufre una alteracion al realizarse una traslacion
de ejes en h y k unidades.

La ecuacion candnica de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al

— 2 o 2
eje X es: i ath + (ybzk) =1cona>b>0ya’=b+c

La excentricidad e = < define el mayor o menor achatamiento de la curva.

 Sictiendeao, la excgntricidad tiende a 0 y la elipse es menos achatada.

o Sic =0, los dos focos coinciden en el centro y la elipse se convierte en una
circunferencia.

Cuando ¢ tiende a a, la excentricidad tiende a 1, los focos se acercan a los
vértices v la elipse adopta una forma mas achatada.

-

Para determinar los elementos y realizar la representacion grafica de la elipse
=R + 3)*
x—2° b : )

cuya ecuacion es = 1, se expresa 9 como 3’y 5 como

(5, de donde se obtiene:

x=2¢  (y+3)
co JE
Centro: (2, —3) G=3.b=J§yc=M=2
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Vértices: A'(—1, —3) y A(5, —3) B’(z, N 3) y B(z, J5 +3)
Longitud eje mayor: 6 Longitud eje menor: 245

Ecuacién del eje focal:y = —3 Longitud del lado recto LR = %

Excentricidad: e = -i—

La Figura 5.113 muestra la grafica de la elipse.

-
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12.2 Elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje Y

Al analizar la grafica de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje Y
que se presenta en la Figura 5.114, se infiere que:

Centro: (h, k) Focos: F'(h,k — c)y F(h, k + ¢)
Vértices:A'(h, k — a) yA(h, k + a) B'(h — b, k) yB(h + b, k)
Longitud eje mayor: 2a Longitud eje menor: 2b

Ecuacion del eje focal: x = h Longitud lado recto LR = %

Igual que en el caso anterior, la ecuacion canonica sufre una alteracién al reali-
zarse una traslacion de ejes en h y k unidades.

La ecuacion candnica de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al

= 2 == 2
(xbzh) +(yazk) =1’Cona>b>0yalzb2+cl'

eje Yes:

g Fiemplo 2|
Para determinar la ecuacion y los elementos de la elipse representada en la
Figura 5.115, se identifican los valores de a, by ¢, y de h y k en dicha elipse. 4
« Como la longitud del eje mayor es 2a y en la grafica 2a = 10, entonces
a = 5. Por su parte, la longitud del eje menor es 2b = 8, entonces b = 4.
Por lo tanto, ¢ = 3.

« Como A(h, k + a) y en la grafica A(—2, 10), se deduce que h = —2. Al
hacer el mismo procedimiento con B se deduce que k = 5. Por lo tanto,
(h k) =(—25).

o Losfocosson F'(h,k — c) = (—=2,2)y F(h.k + ¢) = (—2,8). Figura 5.115

(x+2¢ | G=5F _ 4
16 25

« Por consiguiente, la ecuacion de la elipse es:

~

o3

Para determinar la ecuacion candnica de la elipse si sus vértices sobre el eje

grafica se presenta en la Figura 5.116.

i

]

]

! mayor son (3,6)y (3 —2) y el lado recto mide 6, se lleva a cabo el siguiente Jx .

: procedimiento. _m :

: Para hallar el centro (h, k), se halla el punto medio de los vértices dados. 2 il BB

: A= - :

i X = @ =3 = G—-Jf;—_z) = 2; por tanto, (h, k) = (3,2) Tr=—r-r- 'f@'-g) ------ 8
E La longitud del eje mayor se obtiene asi: |6 — (—2)| = 8; entonces a = 4. L - Ly E X
i ; LY , ;

| Comoa =4 y LR = 6, se tiene que % = 6, de donde se obtiene b = 24/3. 1 :(3 > :

] \ o

] - 2 — 73\ ]

! Por tanto, la ecuacion candnica de la elipse es: (x 123) + U 162) =1,la Figura 5,116
|

]
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Actividades de aprendizaje

Ecuacion canénica de la elipse con centro en (h, k)

Ejercitacion

o Determina la ecuacion candnica de cada elipse a

& partir de su gréfica.

c d. ;
)" L L ! I _:1 Y L X
¥ ] ] ] T :O T
SRUA VN UE G S o b
12 L
I
Figura 5.119 Figura 5.120
e f.
i Y
i -
| [ S | al lX
Flgurai 5122

i Figura 5.121

o Identifica los elementos de cada elipse.
o —_ oy — ey
& x=2) + y—6)

="
36 4

g BebE . B
25 100

s P k)
4 9

D k)
6 5

Comunicacion

o Representa cada elipse en un plano cartesiano.
+ 2 — 2
& K+W, -1 _

64 100
2 —ay
25 16
2 2
(3], b3
E: 2 =1
121 81
== 2 4+ 2
4 3
2 2
e X 4 U .
9 16

f. 4+ 9y* = 36

Razonamiento

o Halla la ecuacion candnica de las elipses segln las
@ condiciones dadas.

a. La longitud del eje mayor es 8 y del eje menor es
6, tiene centro en (2, 6) y el eje focal es x = 2.

b. Tiene vértices A'(=5,2) y A(3,2); B(—1,4) y
B'(—1,0).

c. Tiene centro en (—3, 1), vértice B(0, 1) y la longi-
tud del eje mayor es igual a 8.

d. Tiene centro en (0, 0) y excentricidad e = %

e. Tiene centro en (1, 2), longitud del eje mayor 4 y
longitud del eje menor 2.

o Indica cudles de las siguientes ecuaciones corres-
& ponden a circunferencias, cudles a parabolas y cua-
les a elipses.

axi=—y+1
b.(y+ 172 = —8(x—2)

c(x—=2P=9—(y+1)

2

d.i+y—=1 54
1 12 :
o

2 2
e.x_+7(y+2) =1 %
9 16 £
f(x+22+y2=12 H
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' @ Elabora la grafica y compara la excentricidad de

| & cadaunade lasecuaciones de las elipses. Obtén una

conclusion.
8 o e =7
I 16 12
|
4 } =1
16 9
X' L2 W — _I
16 6
d & o Y = 1

| ;
o Analiza y responde.

A En la grifica de una elipse cuya ecuacién es

;Qué sucede cuando a = b?

|
|
|

. jQué sucede cuando el valor de a se acerca al va-
lor de b?

;Queé sucede cuando g = 17

I. ;Que sucede cuando a y b toman el valor de 1?

| Resolucion de problemas

0 La Tierra gira alrededor del Sol describiendo una

@ elipse en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. El

punto en el que la distancia entre la Tierra y el Sol

es maxima se denomina afelio, y el punto donde es
minima, perihelio.

Con los datos de la Figura 5.123, calcula la excentri-
' cidad de la 6rbita de la Tierra e interprétala.

*@ La maxima distancia que separa a la Tierra de la
g Luna es de 63 veces el radio de la Tierra, y la ex-
centricidad de la orbita que describe la Luna en su
movimiento de traslacion alrededor de la Tierra es,
aproximadamente, e = 0,0678.

Calcula la distancia minima, en kildémetros, que
puede separar a la Tierra de la Luna (radio de la
Tierra: 6 357 km)

‘ o Observa la ecuacion y determina para qué valo-
| & res del parametro k la ecuacion representa una
elipse.
. ¥

+ =]
5=y

16 — k

Comprueba que todas esas elipses tienen los mis-
mos focos. '

0 La cubierta de un estadio olimpico tiene forma de
& elipse. Halla su ecuacion candnica si se sabe que el |
centro esta en (0,0);a = 13y F(12,0).

| S— —— —_——

Observa el video del enlace hrtps://www.youtu-
be.com/watch?v=gsZrTYeW0Tw.

Investiga, analiza y discute con tus compa-
fieros como la excentricidad de la orbita de
la Tierra puede influir en el cambio climatico.
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Ecuacion general de la elipse

Saberes previos

Factoriza la expresion
3x? + 54x +

 hroizs

¢« jCOmo se obtiene la ecuacion
¢ general de la elipse a partir de su

ecuacion canodnica?

----------------------------------------

243.
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A continuacioén se describe el proceso para obtener la ecuacion general.

(x=hy |, G-k _.
a.’ b?.

alb? [(X _zh)z + (y- k)l} = 1(ab?) =

- Se roma de la ecuacion canonica.

Se multiplica por a’b’.
. b plicap

bz(x - h)z + a’ (y - k)z =a'h’ - Se resuelve el producto.
b (x* — 2xh + h?) + a*(y* — 2yk + K°) = a°b’ «————— Se resuelven cuadrados.

bx* — 2b%h + b’h* + a’y* — 2a’yk + a’k? — a’b’ = Q=Se opera eiguala a cero.

Al sustituir A = b, C = @>, D = —2b’h,E = —2a’ky F = b’h* +a’k* — a’b’ (a,
b, hy k son constantes), se obtiene: Ax* + Cy* + Dx + Ey + F = 0.

La ecuacion general de la elipse con eje focal paralelo a uno de los ejes coor-
denados es:

Ax> + Cy? + Dx + Ey + F = 0,con A # Cy ambos del mismo signo

+1)? =1 i
(x ) sk =1 = 1 como ecuacion

Para expresar la ecuacion canoénica

4 64 100
general, se procede asf:
x+1) —12
6400 ( o ) + (yTOO) ] = 6400 = Se multiplica por @b,

100(x + 1)* + 64(y — 1)" = 6400 =
100(x* + 2x + 1) + 64(y* — 2y + 1) = 6400 «——— Seresuelven cuadrados.
100x* + 200x + 100 + 64y* — 128y + 64 — 6400 = O=-Seoperaeigualaa0.

Se resuelve el producto.

Por tanto, la ecuacion general es 100x* + 64y* + 200x — 128y — 6236 = 0.
La grafica se muestra en la Figura 5.124.

-

~

:
Paraencontrarlaecuacion canonicadelaelipse que tiene por ecuacion general
8x* + 18y? + 32x — 36y — 22 = 0, se procede asf:
[8x2 + 32x + [ )] + [182 — 36y + :J] = 22 <— Seagrupa para completar

cuadrados perfectos.

8 +4ax+( ]+ 18y —2y+( =22
8 +4x+ 4] +18[y) — 2y + 1] =22+ 32 + 18 <Se completan cuadrados.

Bxt+2r L BYy—17 _ 72
72 72 72

<«+— Se factoriza.

Se factoriza y se divide entre 72,

(+2 | =1
9 4

Por lo tanto, la ecuacion general es = 1. La gréfica se

muestra en la Figura 5.125.

B e T T
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Pensamiento espacial |

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderna |

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Determina la ecuacion general de cada una de las
& siguientes elipses.

a. b.

S Y
/1;;,__4,___1 = i gd
b N A Ao

| i | (™
j A
/2 B > Vg ' A L 2= 4
| [
. s . % ______ N
| \
e 0 B - 4
£+ LA 3+
¢ Figura Mmd. Figura 5127
_]Y | Y4
T~
£ \
=+
______ s e
AN B
} 5 | _— X Figura 5.12¢
]
Figura 5.128
e f
Y { Y
-1 ’/__’_,_’_,_::...
+ FEN
[ - PN X
o L R =S / — T 1T @ T \I
SR N . f o
| LA |
L 11 RN
X |I ]
! ! | | ! 4
1 1 ] 0 ] )
_2 4 2 \ | =
; .
ke \ S (-
\\.
- | g S i
Figura 5.130 Figura 5.131

o Indica los elementos de cada elipse. Luego, repre-
@ senta las elipses en planos cartesianos.

218 + 8y +36x — 32y —22=0
b. 4x* + 25)% — 8x + 200y + 304 = 0
C.O+4y7—36=0

d. Gty — & — 2= —1

o Construye una elipse doblando papel.

@ 2. Construye un circulo grande en papel y cértalo.
Dobla el circulo de forma que la circunferencia
pase por Py desdobla. (Figura 5.133).

b. Repite la operacion variando el doblez de forma
que vaya girando por los puntos de la circun-
ferencia. Con un lapiz marca esos dobleces y
veras como van delimitando una elipse. (Figura
5.134).

;Cuales son sus focos? ;Cual es su centro?

Si el radio de la circunferencia es r y la distancia de

PaQesd, jcual es la distancia focal?, jcuanto mide

el semieje mayor? Con esos datos calcula el semieje
menor.

Frgura 5133

Figura 5.134

Figura 5.132
Resolucion de problemas
o Analiza la ecuacion general de la elipse y responde
¥ 5 ,Quésucede cuando A = C?
b. ;Qué sucede cuando A # Cy Ay C tienen dife-

rente signo?

Evalvacion del aprendizaje

o Halla la ecuacién general de cada elipse segun las
# condiciones dadas.

a. Lalongitud del eje mayor es 16 y la del eje menor
es 8, tiene centro en (—3,4) y eje focal y = 4.

b. Tiene vértices A'(—9,2) yA(1,2); B(—4, —2) y
B'(—4,6).

0 Identifica, en cada una de las siguientes elipses, las
& medidas de los ejes y de su distancia focal; luego,
escribe las coordenadas de los vértices y de los
focos, y calcula el valor de la excentricidad. Final-
mente, represéntalas.
X '

3, — 4+ 2L = b. — N4 =9
’ 169 144 L 2(X ) Y

\

4



La hipérbola

Saberes previos

;Por qué crees que las luces de los
carros tienen forma parabdlica?

Y fnoiza

¢ La Figura 5.135 muestra el corte de
¢ la superficie conica con un plano,
: el cual genera una hipérbola.

[;ensamiento espacial

gee
[

Figura 5.135
¢ e ;Cuadl es la caracteristica principal

de la hipérbola y cuéles son sus
elementos?

----------------------------------------

Figura 5136

y

loo .7
Ala, of Fie o) X

20

0, -6 "
a0 $

Figura 5.137

La hipérbola tiene dos focos F’ y F, y dado cualquier punto P sobre ella (Figura
5.136), la diferencia entre las distancias permanece constante; es decir:

d(F',P,) — d(F,P) = d(F',P) — d(F,P)) = d(F",P,) — d(F.P) = C

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tal que la dife-
rencia de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

14.1 Elementos de la hipérbola
En la hipérbola de la Figura 5.137 se distinguen los siguientes elementos:

« Los puntos Fy F* se denominan focos, y la recta que pasa por ellos es el eje
focal de la elipse. La distancia focal es la distancia de Fa F'.

o Los vértices A y A’ son puntos de la hipérbola y su longitud es 2a.
« El centro corresponde al punto medio entre Fy F'.

« El eje transverso une A y A" y su longitud es 2a. El eje conjugado es el seg-
mento perpendicular al eje transverso que pasa por el centro de la hipérbola
y su longitud es 2b.

« Las asintotas son dos rectas que pasan por el centro, las cuales se aproximan
a la hipérbola sin tocarla y se extienden indefinidamente.

« El lado recto es el segmento perpendicular al eje focal que pasa por uno de
los focos y une dos puntos de la hipérbola.

Para las hipérbolas se cumple que:

« Las distancias g, b y c se relacionan mediante a* + b* = c*.

2
« Lalongitud del lado recto es LR = %.

53 ; G
« La excentricidad se define como e = =,

Las ecuaciones de las asintotas de una hipérbola con centro en (0, 0) y eje focal
sobre los ejes son:

e EneleeX y= %xyy= —%x.
o EneleeY: y = -E—xyy= —%x.

14.2 Ecuacién candnica de la hipérbola con centro en (0, 0)

La ecuacion de una hipérbola en el plano cartesiano cuyo centro estd en (0, 0)
se determina analizando los dos casos que se presentan a continuacion.

14.2.1 Hipérhola con centro en (0, 0) y eje focal sobre el eje X

Para hallar la ecuacion canénica de la hipérbola que cumpla estas condiciones,
se utiliza el método general del calculo de lugares geométricos y se obtiene:

2
% = J};—z =1lcona bc>0c>aycd=a*+ b’

MATEMATICAS & LARDUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

14.2.2 Hipérbola con centro en (0, 0) y eje focal sobre el eje ¥

Para hallar la ecuacion canénica de la elipse de la Figura 5.138, se utiliza el mé-
todo general del célculo de lugares geométricos y se obtiene:

XE
T~ = lconabc>0c>aycd=d +b

2 X
(-5, 0) (b, 0) g
B Ejemplo 1 b E
Para identificar los elementos de la hipérbola cuya ecuacion es I' .
X2 2 ) ) ) J
00 % = 1, se analiza la ecuacion y se concluye que el eje focal de la oL
hipérbola es X y su centro es (0, 0). Figura 5.138

” 7
Por lo tanto, la ecuacion se transforma en — — J—Vz— = 1,donde a = 10,
10 6

b=6yc= a+b =24

Luego, los elementos de la hipérbola son: v
Focos: F'(~2+34,0) y F(2v34,0)
Vértices: A (—10,0) y A(10, 0)
Longitud eje transverso: 2a = 20

.

Longitud eje conjugado: 2b = 12
Lado recto: LR = 7,2
La Figura 5.139 muestra la grafica de esta hipérbola.

Figura 5139

A S . L L

\n--o

Actividades de aprendizaje o
Comunicacion Evalvacion del aprendizaje
. * 4 1

Identifica los elementos de las hipérbolas. Luego, re- ; sy - -
o 4ncal : S TIp & 0 Determina la ecuacion canénica de cada hipérbo-
reséntalas en planos cartesianos. . )
¢ F P , & laa partir de su representacion.

2 2
PR b L — L =1

25 16 64 100 a. v
% X Xy _
C‘-};_"_g)_=1 d g1 —i00="1 1+

Resolucion de problemas

o Halla la ecuacion candnica de cada hipérbola con
# centroen (0, 0) a partir de las condiciones dadas.

N
Pz
-

/

Figura 5.140 Figura 5.141
a. F(4,0) y A(0,3) c. 7
b. Longitud eje transverso 12, longitud eje conjuga- /
do 8y eje focal sobre el eje Y. \:/X

H ¥
g ¢.a=8 b =10y eje focal sobre el eje X. /e\ \
2
2 d. Asintotas y = 9 R A 9 2 XV eje focal sobre
g_ el e;eX Figura 5.142 Figura 5.143
e

| €




 Pensamiento espacial

5

Saberes previos

Factoriza la expresion
WA B — Gy 20,

Analiza

: Al transportar el centro de una hi-
: pérbola queestd en (0,0)a un pun-
¢ to (h k),

. jcomo se hallan sus elementos?

: » jcudl es la ecuacién canénica de

la hipérbola?

........................................

Figura 5.745

Ecuacion canoénica de la hipérbolaconcentro en(h, k)

Si el centro de |a hipérbola tiene coordenadas (h, k), los elementos y la ecuacion
canonica quedan determinados a partir de las siguientes condiciones.

15.1 Hipérbola con centro en (h, k) y eje focal paralelo
al eje X

La Figura 5.144 muestra la grafica de la hipérbola con centro en (h, k) y eje focal
paralelo al eje X. Al analizarla se determinan sus elementos.

Centro: (h, k) \ y
Focos:F'(h — ¢, k) y F(h + ¢, k) k7 —
Vertices: A'(h — a, k) y A(h + a, k) ol |

Longitud eje transverso: 2a

e 5 MAlh + g, -fﬂ
Ecuaciones de las asintotas: - |

= b(X = h) i ky — b(X = h) Yk Figura “n 44
' a

a
; 2b?
Longitud lado recto: LR = iy

Longitud eje conjugado: 2b

La ecuacion canonica de la hipérbola con centro en (h, k) y eje focal paralelo

al eje X es:

._.h2 _k2
(xaz) - bz) =1cona,bc>0c>ayc=a+ b

Para determinar los elementos y realizar la representacion grafica de la hipér-
(x+2F _ (y—3)
25 16

bola cuya ecuacion es = 1, se expresa 25 como 5’y 16

como 4%, de donde se obtiene:

x+2p @=3¢

]

i

1

I

I

I

1

1

I

' 1
: -

| Cy 4

1

| Al analizar la ecuacion se determinan sus elementos.

1

1 Centro: (—2,3 = 5,b= =@ +b' =41
! ( ) a=5b=4yc=.a +b =Ja
I - T s

, Focos: F (—2—\[4—1,3))/ F(—2+Jﬁ3] Vértices: A'(—7,3) yA(3,3)
I

I

I

I

I

I

1

1

1

1

I

I

I

I

Longitud eje transverso: 10 Longitud eje conjugado: 8
‘ , 4x 23 4x 7

Ecuaciones de las asintotas: y = Tkl i Aake = g 3

Longitud lado recto R = 3—52 Excentricidad e = @

MATEMATICAS © LARCUSSE

La Figura 5.145 muestra la grafica de la hipérbola.
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15.2 Hipérbola con centro en (h, k) y eje focal paralelo
aleje Y

La Figura 5.146 muestra la grafica de la hipérbola con centro en (h, k) y eje focal

paralelo al eje Y. Al analizar dicha figura se identifican sus elementos.

Centro: (h, k) Focos. F'(h k — c)y F(h, k + ¢)

Vértices: A'(h, k — a) y A(h, k + a)

Longitud eje transverso: 2a Longitud eje conjugado: 2b

Ecuaciones de las asintotas: y = w tky=-— a(xb— L +k

. 2
Longitud lado recto: LR = -

La ecuacion candnica de la hipérbola con centro en (h, k) y eje focal paralelo
alejeYes:

(y—hy  (x—ky
a’ b?

=1conabc>0c>ayd=a+b

B cjcmplo 2

En la Figura 5.147, se observa la gréfica de una hipérbola en la que la distancia
del centro al vértice es 2, entonces g = 2. La distancia del centro al foco es
3, entonces ¢ = 3. Por lo tanto, b = /5. Como el centro es (2, 3), la ecuacion
candnica es:
Gr—3F _ E—=2F _
Sl 4 5

1

Pensamiento espacial |

TRy

T B

Figura 5.146

1__/.-M_\\ X
ol ; \
Figura 5.147

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Representa las hipérbolas e identifica sus elementos.
® (-3 _(p-1_.

4 36
V=28  x _ a.
b. 2 = ? =1

. 25(x + 12 — 16(y — 1)* = 36
d 4(y + 22 —9(x — 12 = 36

Razonamiento

o Halla la ecuacion candnica de cada hipérbola a par-
& tir de las condiciones dadas. C.

a. Longitud eje transverso 8, longitud eje conjuga-
do 6, centro (1, 22) y eje focal paralelo al eje Y.

b. Centro en (3, 1), vértice en (3, 5) y foco en (3, 6).

c. Centroen (2, 3), vértice en (1, 3) y foco en (4, 3).

Figura 5.150

b.

d' YI A

Evalvacion del aprendizaje

0 Determina la ecuacion candnica de cada hipérbo-
& laa partir de su gréfica.

Flgura 5.149

e

Figura 5.151




Saberes previos

Factoriza completamente la expre-
sion x> + 6x + 5.

Y fvaiza)

¢ Expresa las ecuaciones canonicas
: de la hipérbola en forma de ecua-
: ciones generales.

Pensamiento espacial

.« ;Qué diferencias observas entre
las ecuaciones obtenidas?

3 v

\? ........ Pl

/ iR \
Figura 5.152

Ecuacion general de la hipérbola

A continuacion se describe el procedimiento para obtener las ecuaciones ge-
nerales de la hipérbola.

(X — hf _ (}/ — k)z = Se parte de la ecuacion canonica.
a b?
x—h)’ — kY
ab’ ( _ ) = v . ) = 1(a’p?) = Se multiplica por a*b’.
a’ b’
bx — h)Y — a*(y — k)) = a’b? = Se resuelve el producto.

b(x* — 2xh + h*) — a’(y* — 2yk + k*) = a’b? +———— Seresuelven cuadrados.

bx? — 2b%h + b’h? — a*y* + 2a’yk — a’k’ — a’b* = 0 <+ Seopera e igualaa cero,
Al sustituir A = b2, C=a* D = —2b’h, E = 20’k y F = b*h* — a’k — a’b’ (a,
b, h y k son constantes), se obtiene la ecuacion:

A —CP+Dx+E+F=0conA#*CyAC#0

; - ; —k? (x—h)
Si la ecuacion corresponde al segundo caso, es decir, a v p K . ( b ) =1,
por un proceso analogo al anterior se obtiene la ecuacion:

G —AX+Dx+Ey+F=0conA#CyAC#0

Al analizar las dos ecuaciones, se concluye que la diferencia entre ellas es que A
y C presentan signos opuestos.

La ecuacion general de una hipérbola con eje paralelo al eje X es:

A —Cy+Dx+Ey+ F=0conA#CyAC#0

La ecuacion general de una hipérbola con eje paralelo al eje Y es:

Cy— A +Dx+E+F=0conA#CyAC#0

Para encontrar la ecuacion general de la hipérbola cuya ecuacion candnica
es(x+1)2—(y_z)z='lse|1evaacaboe! dimi [
5 Z ; procedimiento que sigue.
x+1) -2)
3{( 5 ) = (y P ) }: 36+ Se multiplica por a’b®.

4 + 2x + 1) — 9()* — 4y + 4) = 36+ Seresuelven cuadrados.

4x* + 8x + 4 — 9y* + 36y — 36 — 36 = () «— Seoperae igualaa cero.

Por lo tanto, la ecuacion general es 4x* — 9y + 8x + 36y — 68 = 0y su
grafica se muestra en la Figura 5.152.

I
[
i
i
i
1
|
|
i
i
|
LA+ 1) =9y — 2P =36 Se resuelve el producto.
'
|
|
1
1
1
'
|
1
1
'
i
'
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Para expresar la ecuacion general 4y> — 9x% — 24y + 54x — 189 = 0 como
ecuacion canonica se lleva a cabo el siguiente proceso.

[4y* — 24y + Q} — [9%* — 54x + {—)] = 189 «——— Seagrupa para completar cua-
o drados perfectos.

4[y* — 6y .,_D] —9[x! — 6x + CJ] = 189 «+—— Se factoriza.
4y  — 6y + 9] — 9[x* — 6x + 9] = 189 + 36 — 81 <*+—— Se completan cuadrados.

4y = 30 + 9(x — 3) = 144 =

Sy—357 Slx—38F 144
44 T T4 T a4

Se opera.

Se divide entre 144,

Por lo tanto, la ecuacion general es

; 36
muestra en la Figura 5.153.

16

~

Actividades de aprendizaje

=3 , x=3

Pensamiento espacial .

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

= 1. La grafica se

Figura 5,153

Ejercitacion
o Determina la ecuacion general de cada una de las
& siguientes hipérbolas.

gt

Figura 5.154
Figura 5.155

Razonamiento

o Indica los elementos de cada hipérbola. Luego, re-
@ presenta las hipérbolas en planos cartesianos.

a. 16x* — 9y — 96x + 36y + 684 =0
b. 25y" — 4x* — 200x + 8y = 304
W —4y2—36=0

d 4x’ — 57+ 8 — 10y = —19

Resolucion de problemas
o Representa la hipérbola 9x* — 4y* — 36 = 0. Luego:
® .. Halla las coordenadas de los focos F’ yF.
b. Elige tres puntos P(x, y) sobre la hipérbola.

c. Comprueba que d(F’,P,) — d(F,P,) =
d(F’, P,) —d(F,P,) = d(F’,P) —d(F.P)=C

@

Evalvacion del aprendizaje

o Escribe cada ecuacion como la ecuacion general
& de una hipérbola.
g X+OSP . (y—3F_4
2 5
b. 25(x + 1) — 16(y — 1)* = 36

.4y + 27 —9x—1)7=36
o Halla la ecuacion general de cada hipérbola a par-
& tir de las condiciones dadas.

a. Longitud eje transverso 4, longitud eje conjuga-
do 2, centroen (0, 3) y eje focal Y.

c. Centro en (0, 2), vértice en (0, 4) y asintota
y=+2
@ Complerta la grafica de la hipérbola. Luego, indica
& suselementos.

Figura 5.156

b. Centro en (2, 0), vértice en (3, 0) y foco en (5, 0).

~

-



Practica mas

@ Realiza todas |as actividades en tu cuademo

Coordenadas cartesianas

Ejercitacion , »
_ _ ‘ | o Determina la ecuacion de la recta que cumpla con las
o Halla la distancia y el punto medio entre cada par de

41 condiciones dadas.
8 puntos. 7 - a. Pasa por (2, —3) yes paralelaay = 5x + 3.
B . b. Pasa por (—1, —8) y es perpendicular a
il x+3y—1=0.
0 1| CX c. Intersecta al eje X en 3, al eje Y en —3 y es perpen-
D dicularax + y — 5=0.
i d. Pasa por (—4,0) yes paralelaa2y — x — 5= 0.

; Secciones conicas
La linea recta =
: Comunicacion
Razonamiento . y
. ; D E Determina los elementos de cada conica y luego gra-
o Halla la pendiente, el angulo de inclinacion y deter-

icala.
.4 mina la ecuacion punto-pendiente de cada recta. m ficala
) . ax—6x— 8ty +9=0
¥ Y A b.x* —2x+ 16y + 4y + 13 =0

\'Kz“‘ " T X cy—y—x+6=0

o Halla la ecuacién general de cada conica.
Figura 5.159 H a b,

)%,

v
9 1

|_:_\_'i_ll'] 5158

o Halla la ecuacién general de cada recta seguin las con-

y | 1+
w1 diciones dadas. Luego represéntalas. | X
a O
a. Pasa por los pun[os(o,s, g] y(—1,—3). ]
. 1 eper— ’
b. La pendiente es — 3 Y pasapor el punto (1, —6). s <

X
S ="

c. Intersecta al eje Xen —2 y al eje Yeen 5. Figura 5.160

Figura 5,161

4 v
o Determina la pendiente y las intersecciones con los 4 } 1—

11 ejes. Luego grafica cada recta. T

=32 b.y = x-iS'3 ‘vrﬁ;

H)w

d. Su ecuacién punto-pendienteesy = - x — 2.

X

. —2x+4=4 déx—5+15=0 Figura 5,162 Figura 5.163

MATEMATICAS £ LAROUSSE



Resolucion de problemas

Realiza todas las actividades en tu cuademo )

Estrategia: Hacer calculos parciales Aplica la estrategia

Problema ' —z) o La ecuacion —x* + 2x + 4 = 0 es la ecuacion

| Enla Figura 5.164, la recta | es tangente a la circunferencia de la pardbola que se observa enla Figura 5,165,

de centro (1, 3).
Y.
.
\\
A N
,f'/ 4
[
| /
\ : Figura 5.165
\ 7,
.5 p ¢Cual es la ecuacion de la recta I?
—
ol ! o ' a. Comprende el problema
Figura 5.164
;Cual es la ecuacion de la recta I?
b. Crea un plan
1. Comprende el problema ¢. Bjecuta el plan

. E'Qué informacién Se puede Obtener de ia gréﬁca? ...............................................................................................
R: | PUNLO de @angencia gntre la circunferencia y la recta | d. COmprueba |a. reSPLlE.'S[a

2. Crea un plan

« Encuentra la pendiente de la recta que contiene al ra-

dio y recuerda la relacion entre el radio de una circun- Resuelve otros problemas
ferencta Y una recta Eang&‘nte da e”a. Luego encuentra la o Traza ]a Circunferencia de centro (3, 3) Sise Sabe
ecuacion de la recta . que es tangente al eje X y al eje Y, jcudl es su

ecuacion canonica?

3. Ejecuta el plan ; i : ;
‘ o Si la ecuacion general de una circunferencia es

« El radio de la circunferencia tiene extremos A(1, 3) v X+ 2 + 6x - 4y + 9 = 0, jcudl es su centro?
B(3,5), y la pendiente de la recta que contiene al radio es ;Cudl es su radio?
=375 _
1—3
» Larecta/ es perpendicular al radio. Por lo tanto, el pro- Formula problemas
ducto de sus pendientes es -1y la pendiente de la rec- o Escribe la ecuaciéon de una circunferencia y de
tales —1. La recta / tiene pendiente —1 y pasa por dos rectas tangentes a esta.

B(3, 5), entonces su ecuacion es:

—1(x—3)=y—5dedondey = —x+8
Enriquece tu vocabulario

R: La ecuacion de la recta tangente esy = —x + 8. %
» ;Cuales de las siguientes palabras estan relacio-
4. Comprueba la respuesta nadas con las secciones conicas? Explica.
g Verifica que la recta paralela a la que pasa por el centro Foco Excentricidad
3 de la circunferenciaesy = —x + 4. _ ,
2 Amplitud Asintota
z S— L
3

L)



Evaluacion del aprendizaje

Coordenadas cartesianas
Ejercitacion

o Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o fal-
# sa (F). Dados O(0,0), P(3, —2) y Q(—5, 2).

a. La longitud de PQ es igual a 2v/17.
b. La longitud de OQ es igual a cinco.
c. El punto R(—1,—1) es punto medio de QR.

d. El punto medio de QR esté sobre el eje X.

La linea recta y posiciones relativas de dos

rectas en el plano

Razonamiento

o Observa la gréfica y responde. ACTVOAD DE R0
b {

Figura 5.166
a. {Cuanto miden cada uno de los dngulos formados
por las dos rectas?

b. Escribe la ecuacion de una recta paralela a la recta
k y una perpendicular a n.

Secciones conicas

Ejercitacion

o Relaciona cada cdnica con el valor que debe tomar B
& en laecuacion 9% + 4(y* + x) — 2y + Bxy = 0.

Pardbola = ACTIVIDAD PARA RECACIONAR |
Elipse —16
Hipérbola 12

La circunferencia

Modelacion

° Toda recta tangente a
& una circunferencia es
perpendicular al radio
trazado por el punto
de corte. Halla la ecua- [ 1] 1

il X
cion de la tangente que v /?F_ ]

pasa por el punto A.
Figura 5.167

Resolucion de problemas
o La ecuacion del trayecto que realiza una particula al-
& rededor de un punto fijo, expresada en metros, esta
dada por la ecuacion x* + y> — 96 = 0. Al completar
ocho vueltas, jqué distancia habra recorrido?
(ACTIViDAD DE APLICATION )
La parabola
Razonamiento

o Observa la figura y determina si cada afirmacién es
& verdadera (V) o falsa (F). (VERDADERG 7 FALSO

Y

St 5

\X

Figura 5.168
a. El eje de simetria es x = 3. [ )
b. La longitud del lado recto es 4. )
c. Elfocoes (1, 3).
d. La ecuacion de la directriz es x = 0. (

e. Su ecuacion es (y — 3 = 4(x — 1). L

Resolucion de problemas

Una antena receptora de ondas de sonido tiene
# la forma de un paraboloide con 3 m de didmetro
y 91 cm de profundidad (Figura 5.169). ;A qué dis-
tancia del centro de la antena debe colocarse el re-
ceptor para recibir la méaxima intensidad de ondas

DE APLICACION

sonoras? (ACTVIDAD

Figura 5,169

MATEMATICAS © LAROLISSE



MATEMATICAS ©) LAROUSSE

La elipse
Ejercitacion
o Analiza y responde. Para que el punto (=2, k + 3)
& pertenezcaalaelipse 16(x + 2)* + 9(y — 1)2 = 144,
k debe ser:

a. =7 b. =2
c 2 d.5

Razonamiento

o Indica si cada afirmacion es verdadera (V) o falsa (F)
& con base en la ecuacion canénica de la elipse

VERDADERO / FALSO
2 2 I
45 49
a. El eje focal es paralelo al eje Y.

b. La longitud del eje mayor es igual a 49.

) |

c. Los vértices son (0, —=7) y (0, 7).

d. La longitud del eje menor es mayor que 13.

Resolucion de problemas

@ Un 6valo de carreras tiene forma de elipse con 1 km

#& de largo y 400 m de ancho. ;Cuél es el ancho de la
pista a 200 m del extremo del eje mayor?

ACTIVIDAD DE APLICACION

400 m

| 1km

| Figura 5.170

0 Para construir un puente que cruza un rio de 60 m
& de ancho, el arco del puente debe ser semieliptico,
de modo que una embarcacion de menos de 16 m
de ancho y menos de 9 m de alto pueda pasar con
seguridad. Determina la altura del arco en el centro
del puente.

Figura 5.171

(RCTVIOAD BF APIEACIER)

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

La hipérbola
Razonamiento

@ Observa la gréfica y determina si cada afirmacién es

#& verdadera (V) o falsa (F).

.
O Y

Figura 5172
a. Los vértices son (1, —2) y (5, —2). )
b. La pendiente de una de las asintotas es %

c. Las asintotas son perpendiculares.

d. El centro de la hipérbola es el mismo punto
de interseccion de las asintotas. ()

(=3 _ G+ _. -
9 4 ‘

e. Su ecuacion es

Modelacion
@ Selecciona la ecuacion candnica de la hipérbola cuya
& ecuacion general es 9x* — 4y” + 54x + 8y + 41 = 0.

NS R

AULTIPLE

4 9
-
LS T P

Resolucion de problemas

Un cometa se desplaza en una trayectoria hiperbali-

#& caalrededor del Sol. Supdn que las coordenadas del
cometa, en millas, se describen mediante la expre-
sion:

X — ¥

25+10" 16-10"

Si el Sol esta ubicado en uno de los focos, determina
sus coordenadas.







« Algunos elementos basicos
de estadistica y probabilidad.

« Ainterpretar estudios estadis-
ticos y a calcular la probabili-
dad de eventos dependientes
e independientes.

Pensamiento aleatorio

Nos sirve para

* Interpretar y resolver pro-
blemas de estadistica y
probabilidad.




[Pensamiento aleatorio

Variables cualitativas. Distribucion de frecuencias

Saberes previos

Menciona tres aspectos que tienes
en cuenta al momento de comprar
cierta marca de yogur y no otra.

El departamento de produccion de

una empresa de productos lacteos
: quiere poner en el mercado un
: nuevo sabor de yogur. Para elegir
. el sabor, ha decidido consultar en
: diez de sus mas grandes puntos de
: venta sobre el sabor preferido por
¢ los consumidores entre mora, fre-

: sa, melocotén y guanabana.
- e

= =T
e, R

/ ' i
« ;Qué tipo de variable se esta es-
tudiando en esta situacion?

En el caso de la empresa de productos lacteos se puede afirmar que el interés
del departamento de produccion es determinar una preferencia de la pobla-
cién. Es decir, la variable por la que se pregunta es, jcual es el sabor de yogur
preferido por los consumidores?, que es un atributo del objeto de estudio.

1.1 Variables cualitativas

Las variables estadisticas cualitativas son todos aquellos atributos o moda-
lidades observables en una poblacién o muestra, que responden a pregun-
tas del tipo cudl, qué, cuando, entre otras similares.

Una variable cualitativa puede ser nominal si representa una categoria y solo
permite establecer relaciones de igualdad entre los elementos de la variable o
puede ser ordinal si la variable, ademas de representar una categoria, permite
establecer una relacion de orden no numérico entre los elementos, es decir,
una variable que permite determinar si una categoria es mayor 0 menor que
otra, o si establece una jerarquia.

1.2 Distribucion de frecuencias

Al analizar N observaciones de una variable cualitativa, el nimero de vec
es que se repite cada modalidad de la variable se conoce como frecuencia
absoluta y se designa con £, £,..., £, donde 7 es el nimero de modalidades
que hay.

Las frecuencias absolutas son niimeros no negativos y su suma es igual a .
La proporcion de datos en cada modalidad de la variable se denomina fre-

5

cuencia relativa de esa modalidad, y su valor es # = N
Las frecuencias relativas son nimeros no negativos y su suma es igual a 1.
& Ejemplo 1

A los estudiantes de décimo grado se les pregunto por sus preferencias de-
portivas. Los resultados de la encuesta aparecen en la Tabla 6.1.

I
1
1
1
1
1
]
! Modalidades f h %
: Flrbol 42 0323  323%
- Baloncesto 28 0215 @ 215%
- Yudo 9 0069  69%
l . -

G
! e 1 0085  85%
" ricmica
: Voleibol 16 0123  123%
: Waterpolo 24 0185 | 185%
' 130 1 100%

abia 6.1

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Realiza todas las actividades en tu cuaderno

1.3 Representaciones graficas

La distribucion de frecuencias de una variable cualitativa se puede repre-
sentar con una grafica en la que, mediante barras, superficies o simbolos, se

A . \ : Grafica de barras
muestra la relacion que existe entre los valores de la variable y su frecuencia.

La representacion grafica mas comun es la grafica de barras, que se construye !
dibujando sobre cada modalidad una barra, cuya altura representa la frecuen-
cia absoluta. Otra representacion es la grafica circular que se usa para interpre-
tar la frecuencia relativa de las variables por medio de porcentajes.

Wb
o O

o

[}

Frecuencias absolutas
hJ
{ = ]

Adicional a estas esta el pictograma que usa simbolos, que en su mayoria se g lj Q U o
relacionan con el tema, y representan las frecuencias absolutas de las variables. Deportes

Figura 6.2
al Ejemplo 2

En la Figura 6.1 se muestra la gréfica cir-

cular construida a partir de la columna de Futbol Pictograma

I
1
1
I
1
(] "
i porcentajes de la Tabla 6.1. En las figuras Baloncesto @
- i
1 62y 63 se presentan la gréfica de barras Yudo 240 ;‘
. . . 1 “vi s
\ v el pictograma del mismo estudio pero | Gimnasia ® 301 4
1 . ; | ritmica 1 2 ; F
| Ppara las frecuencias absolutas. Con dichas / S 20 ; .
. . s Voleibol & !

! graficas se puede identificar el compor- — 2 o ; ; N

, = g g 5
1 tamiento de la muestra o poblacién de i 2 1% . .
' c 12 3
1 estudio a fin de analizar la informacion, ——— SR
J gura 6 Deportes
]

extraer conclusiones y tomar decisiones. Figura 6.3

Actividades de aprendizaje :
Modelacion Evalvacion del aprendizaje

o Lee la situacion planteada a continuacion y resuél- . . , .
el : 0 Clasifica las siguientes variables en ordinales o
A vela Enla Tabla 6.2 se registro la preferencia de un ; , e el
: . : & nominales. Explica por qué éstas son cualitativas.
grupo de estudiantes por ciertas profesiones.

~

a. Género musical favorito de los estudiantes de

Nitmero de estudiantes décimo.
Administracion 5265 b. Actividad preferida por un grupo de estudiantes.
L J
Educacion y
pedagogia 20 .42 sa\Udable
- R\
Comunicacion 4804
Ciencias politicas 299

Tabla 6.2

Uesta entre tus compafieros pre-
bre su plato colombiano preferido.

a. Construye una distribucion de frecuencias abso- 50
la variable y determina la distribucion de

lutas y relativas. Identifica

b. Dibuja la grafica de barras y el diagrama circular
correspondiente. Da tres conclusiones impor-
tantes a partir de lo observado en las graficas. Ee

p de mayor preferencia e identifi-
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Variables cuantitativas discretas.
Distribucion de frecuencias

LPensamiento aleatorio

Saberes previos

Supon que debes preparar un
evento para celebrar el dia de la fa-
milia. Elabora un listado de lo que
debes tener en cuenta para que el
evento sea exitoso.

El departamento de bienestar
social de una comparia esta or-

ganizando la fiesta de la familia.

Para determinar la cantidad de
obsequios que deben entregar, se
ha preguntado por el nimero de

: acompanantes (hijos y conyuge)

que asistirdn con cada empleado a
la celebracion.

« ;Qué tipo de variable esta invo-
lucrada en la situacion?

El departamento de bienestar social quiere conocer la cantidad de personas
que asistiran a la fiesta, es decir, la variable por la que estan indagando es el
numero de personas.

Una variable estadistica cuantitativa es discreta cuando sus valores son nu-
meros enteros. Por lo general, responden a preguntas como cuanto, CUantos y
sus analogas.

& Ejemplo 1
El ntimero de computadores vendidos en un mes es una variable discreta

porque responde a la pregunta cuantos computadores se vendieron. Los
valores que puede tomar la variable son niimeros enteros positivos.

2.1 Distribucion de frecuencias

La distribucion de frecuencias para una variable discreta incluye dos co-
lumnas més respecto a las cualitativas, que corresponden a las frecuencias
acumuladas. Fstas frecuencias se calculan sumando sucesivamente la fre-
cuencia absolura y la frecuencia relativa. Se nombran con las letras Fy H,
respectivamente.

il Ejemplo 2

La Tabla 6.3 muestra la dis-

N . x, f, F; h, H,
tribucion de frecuencias
de la variable x que corres- 0 4 i 0133 0133
ponde al niumero de her-

: 1 14 18 0,467 06

manos de los estudiantes
de un curso. 2 7 25 0233 0833

n la informacic
Con la informacion dg 0167 3
la tabla se puede anali-
zar como se comporta Total 30 1

la variable en la muestra
de estudiantes y obtener
conclusiones como:

abla 6.3

1
]
1
1
1
]
1
]
]
1
1
1
1
1
: 3 5 30
]
]
I
I
I
]
1
]
1
!« Lamayoriade estudiantes tiene un hermano.
I
I

« Se pregunto a 30 estudiantes por el nimero de hermanos.

-

2.2 Representaciones graficas

Los diagramas de frecuencias son utilizados para representar las frecuencias
absolutas y relativas, incluyendo las acumuladas, que ocurren con respecto
a una variable discreta.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )
—

R Eiemplo 3 a
! : , , 5 30
! La grafica de frecuencias absolutas acumuladas de la Figura 6.4 corresponde 9 ¢ gg 25
1 alaTabla64. B8 20 18
: FERE
i Namero de hermanos 0 1 2 3 23 W3
' ' ' ' Lo Bl
1 & (I = +
" L & 18 25 30 | Tablaga 9 o 1 2 3
1 Con la representacion de las frecuencias absolutas acumuladas se puede  ** Ntmero de hermanos
| determinar la frecuencia correspondiente al nimero de veces que aparece Figura 84
! en la muestra un valor menor o igual que el de una variable. En este caso,
I por ejemplo, se puede concluir que a lo sumo 25 estudiantes tienen dos
1 hermanos. También se pueden obtener conclusiones como: el 60% de los
] ‘ i b
1 estudiantes tiene maximo un hermano porque
]
: frecuencia absolura acumulada —— » 18
, _ — - 100 = 60%
. estudiantres escuestados — 30
Actividades de aprendizaje
o
Modelacién Resolucion de problemas
o Los datos de la Tabla 6.5 muestran los resultados de o Dibuja el diagrama de frecuencias absolutas acu-
11 unaencuesta aplicada a 1200 personas sobre sus gé- ® muladas de la encuesta del ejercicio anterior. Escri-
neros de peliculas preferido. be tres conclusiones.
g : ' Se preguntd a 500 personas por el nimero de ve-
Tipo de pelicula f B g P
P 1 30'0 11 ces que van al cine durante un mes (Tabla 6.7).
Nime -
Terror 450 |
] | 0 93
Comedia 150 Tabli 65
- ) ) 1 181
Elabora la grafica de barras correspondiente. Escribe 3 ' 17
dos conclusiones significativas de la informacion. - -
——_—y
jercitacion 4 | 43
o Al realizar una encuesta a un grupo de estudiantes 5 10

Tabla 6.7
Elabora el diagrama de frecuencias absolutas. Con
base en este responde: ;menos de 120 personas

Nimero de libros £ van a lo sumo dos veces al cine durante un mes?

0 5 Evalvacion del aprendizaje

A sobre el nimero de libros que leen al afio, se obtuvo
la informacion presentada en la Tabla 6.6.

1 L= 0 Realiza una encuesta a 20 companeros y pregun-
z e & tales por la cantidad de horas diarias que perma-
3 8 necen frente al computador.
4 3 Tabla 6.6 a. Elabora la distribucion de frecuencias corres-
% a. ;Cuantos estudiantes leen menos de tres libros al pondiente, la grafica de barras y el diagrama
§ afo? de sectores,
g b. Realiza una tabla que incluya las distribuciones b. Escribe dos conclusiones significativas de los
E

® de frecuencias acumuladas. L resultados. l



(Pensamiento aleatorio

Saberes previos

;Cuéles condiciones debe satisfa-
cer una persona para participar en
un equipo deportivo? ;Cuales pue-
den identificarse como variables
cualitativas y cuales como cuanti-
tativas? ;Cambian esas condiciones
de acuerdo con el tipo de deporte?
Explica.

m

: El entrenador del equipo de volei-
: bol de la liga abri6 la convocatoria
: para conformar la seleccion juvenil
: de la ciudad. Para ello, cada depor-
. tista debe llenar una forma en la
: que se pregunta por su estatura y
: los afos que lleva practicando este
: deporte.

.« ;Qué tipo de variables va a anali-

zar el entrenador del equipo?

........................................

En la Tabla 6.8 el valor de x es el valor
intermedio de cada intervalo y se le
conoce como marca de clase, f es el
numero de datos que se ubican en
cada intervalo, F la frecuencia acu-
mulada, h la frecuencia relativay H la
frecuencia relativa acumulada.

e

Variables cuantitativas continuas.
Distribucion de frecuencias

Conoce
Las variables que analizaré el entrenador son estatura y afios de experiencia. Las
dos son variables cuantitativas y tienen la particularidad que sus valores (medi-
dos en metros y afios) pueden ser nimeros decimales.

Una variable estadistica cuantitativa es continua cuando puede tomar
cualquier valor en un intervalo de numeros reales. Por o general, responden
a preguntas como cudnto, hace cuanto y sus analogas.

3.1 Tablas de frecuencias para variables continuas

Cuando la variable es continua, dado que sus valores se definen en intervalos,
éstos se pueden determinar de la siguiente manera:

« Se buscan el valor maximo y minimo de la variable y se restan. La diferencia
se conoce como el rango.

« Se divide el rango en la cantidad de intervalos que se desea tener para deter-
minar la amplitud de cada intervalo.

« Comenzando por el minimo valor de la variable, que sera el extremo inferior
del primer intervalo, se suma a este valor laamplitud para obtener el extremo
superior y asi, sucesivamente. En cada intervalo el extremo superior no debe
incluirse porque en el siguiente sera el extremo inferior del mismo.

Los siguientes datos muestran el tiempo, en segundos, que tardan en conec
tarse los usuarios de una pagina web. Observa como se construye la tabla de
frecuencias correspondiente.

14,130, 106, 78, 49, 86, 169, 21,93, 121, 68, 38, 103, 154, 97, 101, 32,95, 123, 173,
41,81, 137, 106, 148, 110, 53, 61, 117, 72, 56, 34, 140, 87, 133, 63, 144, 73, 67, 29

El rango es 173 — 14 = 159. G.0E | % | FE°F | n H
Si se quieren determinar 6 in- (0,30 &1 3| 3 |oos | oo
tervalos, la amplitud de cada ) - e !
— 159 _ 265, aese [30,60) 45| 7 10 0175 | 0250
sisede aprosimara 30, [60,90) = 75 10 20 0250 | 0500
[90,120) @ 105 9| 2910225 0,725
Se puede tomara0comoel |15, 150y | 135 | 8| 37 0200 | 0925
minimo valor de la variable y -
de esa forma se determinan | [150.180) | 165| 3|4010075 | 1
los intervalos de la primera | Total 40 1
columna. Tabla 68

,
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@] Realiza todas las actividades en tu cuademo )

3.2 Representaciones graficas

Para las distribuciones de variables cuantitativas continuas se usa el histograma
para representar las frecuencias absolutas y la ojiva para las frecuencias absolu-
tas acumuladas. En algunos casos también se usan para representar las frecuen-
cias relativas y acumuladas relativas interpretadas como porcentaje.

e
o

Para construir un histograma se escriben sobre el eje de las abscisas los limites
de las clases. Sobre dicho eje, se construyen rectangulos que tienen por base la
amplitud del intervalo y, por altura, la frecuencia absoluta. Figura 65

0 30 60 90 120 150 180
Tiempo (s)

Frecuencias absolutas
(=] MO O O

Otra representacion grafica es el poligono de frecuencias. Este poligono se
construye al unir con segmentos los puntos medios de las bases superiores de
los rectangulos del histograma y muestra la tendencia promedio de las clases.

i Ejemplo 2
En la Figura 6.5 se muestra el histograma y el poligono de frecuencias co-
rrespondientes a las frecuencias absolutas de la Tabla 6.8. En la Figura 6.6 se
presenta el histograma y la ojiva del mismo estudio correspondientes a las
frecuencias absolutas acumuladas.

0 30 60 90 120 150 180
Tiempo (s)

Frecuencias acumuladas

Figura 6.6
~

Actividades de aprendizaje .
Ejercitacion Evalvacion del aprendizaje

ra la tabla de distribucién de frecuencias . : :
o Eiabhg de f ] ——— | y 0 Se pregunto a 44 estudiantes por el tiempo, me-
| un histograma de frecuencias absolutas para los si- . ; o
- stogra P #& dido en minutos, que tardan en llegar a su sitio

uientes <, ;
& dato de estudio.

Peso (kg) de un grupo de estudiantes: _
Las respuestas obtenidas fueron:

45, 46, 48, 45, 47, 48, 50, 49, 40, 40, 45, 49, 53,
52, 51, 50, 59, 47, 41, 46, 50, 40, 52, 60, 47, 54, 15,20, 17, 24, 45, 40, 35, 39, 46, 44, 50,
42, 42, 47,51, 52, 54, 49, 51, 41, 45, 48, 55, 47 47,42, 40, 38, 30, 35, 45, 35,37, 47, 48,

o dauciaing 50, 55, 38, 37, 40, 43, 40, 39, 45, 48, 50

o Los siguientes datos representan la altura, en centi- 35,20, 57, 55, 56, 47, 43, 37, 34, 50, 60
@ metros, de 20 personas.
165 171 154 165 149 159 151 171 191 163

173193 176 152 188 169 171 184 152 183

a. Elabora la distribucion de frecuencias absolutas,
relativas y acumuladas para esta variable.

R . b. Elabora el histograma de frecuencias porcentuales.
a. Traza una tabla de distribucion de frecuencias g P

con intervalos de amplitud 10. c. Realiza el histograma de frecuencias acumuladas.
¢ b Elabora el histograma y el poligono de fre- d. Escribe tres conclusiones relacionadas con el
3 cuencias absoluras acumuladas. tiempo que tarda el grupo de estudiantes en
g i y n————— " K A
2 c. Escribe tres conclusiones significativas de lo llegar a su sitio de estudio.
: observado en las tablas y graficas. |
@

¢



Pensamiento aleatorio

Medidas de tendencia central

Saberes previos

En una publicacion nacional se
lee: "En 7 puntos mejor¢ el pro-
medio de las pruebas Saber 11"
;Como se puede interpretar esta
informacion?

|

: El Ministerio de Educacién publicé

los resultados obtenidos por los

: colegios en la Gltima prueba ICFES
: Saber 11. En el colegio San Esteban,
. el promedio de los estudiantes en

la prueba de razonamiento cualita-
tivo fue de 75,8.

Recuerda

Para datos no agrupados las medi-
das de tendencia central se definen
ast:

La media o promedio es el cocien-
te de la suma de todos los valores
entre el nimero de datos.

La moda es el dato con la mayor
frecuencia.

La mediana representa el valor de
la variable de posicién central en un
conjunto de datos ordenados.

@

La palabra promedio es muy usada en situaciones cotidianas, en el caso del
puntaje de la prueba de matematicas, se puede afirmar que al sumar los resul-
tados de cada uno de los estudiantes y dividirlos entre el total de ellos, aparece
el valor 75,8. El cual se interpreta de la siguiente manera: si todos los estudiantes
hubiesen obtenido el mismo puntaje éste habria sido 75,8.

Se conocen como medidas de tendencia central o de centralizacion los
parametros que indican el valor hacia el que tienden a ubicarse los datos de
una distribucion. Las medidas de tendencia central son la media aritmética,
la moda y la mediana.

Cuando en un estudio estadistico existen muchos datos que analizar, conviene
agruparlos en intervalos o clases.

4.1 Media para datos agrupados

La media para datos agrupados X se calcula sumando todos los productos de
la variable o de la marca clase, dependiendo si son discretas o continuas, con la
frecuencia absoluta respectiva y dividiendo ese resultado entre el niimero total

_ xT y . . )
de datos N: ¥ = — En este caso x sera el valor de la variable si es discreta o
la marca de clase si es continua.

4.2 Moda para datos agrupados
La moda M_para datos agrupados es el valor que representa la mayor frecuen-
cia absoluta. En las tablas de frecuencias con datos agrupados por clases se
habla de intervalo modal y se calcula asf:

f=k.
W =E )+ =)

L, es el limite inferior de la clase modal (Intervalo con la més alta frecuencia).

Mo=L + A donde;

A es la amplitud de la clase o intervalo.
f _, es la frecuencia absoluta inmediatamente inferior a la clase modal.

f,, , es la frecuencia absoluta inmediatamente posterior a la clase modal.

4.3 Mediana para datos agrupados

La mediana M_ para datos discretos agrupados se encuentra ubicando la fre-
cuencia acumulada que contiene al dato que estd en la mitad de los datos,
cuando éstos se organizan de menor a mayor. Cuando los datos son continuos,
se halla en el intervalo donde la frecuencia acumulada llega hasta la mitad de la
suma de las frecuencias absolutas ast:

@

N . : 5 :
=5 siendo N el total de los datos, F _ , la frecuencia acumulada anterior a la

M, =L+ A con L el limite inferior del intervalo que contiene a

clase mediana, f la frecuencia absoluta del intervalo mediano y A la amplitud
del intervalo.

MATEMATICAS &) LAROUSSE
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B Eiemplo 1

El tiempo, en segundos, que tardan en conectarse los usuarios de una deter-
minada péagina web, a lo largo de un dia, viene dado por la Tabla 6.9.

Tiempo en
segundos (0,30) [30,60)  60,90)  [90,120) [120,150)  [150, 180)
Niimero de
usuarios ¥ 10 2 8 3
Tabla 69
Para hallar las medidas de tendencia central se ordenan los datos en la Tabla (t, L) %; f g x4,
6.10, afadiendo las marcas de clase (los puntos medios de cada intervalo, [0,30) 15 3 3 45
por ser una variable continua), las frecuencias absolutas acumuladas y el [30,60) 45 7 | 9 315
producto de la marca de clase por la frecuencia absoluta. [60,90) 75 10 20 750
90,120) 105 29 94
, _ x.f 3630 [ ) 4 ! b
La media para estos datos es: X = N =" - 90,75 s. [120,150) 135 8 37 | 1080
. o ‘ , [150,180) 165 3 40 495
El promedio en esta situacion indica que los 40 usuarios tardan aproximada- Totdl % =
mente 90,75 s en conectarse a la pagina web.
Tabla6.10

Para hallar la moda se identifica el intervalo con la mas alta frecuencia, en
este caso es [60, 90] y se toma su limite inferior L = 60.

A = 30 pues es la amplitud de cada intervalo.

f_, =7 que corresponde a la frecuencia absoluta inmediatamente inferior
a la clase modal o premodal.

f ., =9 que es la frecuencia absoluta inmediatamente posterior a la clase
modal o postmodal.

f._f-—l
Asi: Mo=L + : A=
R T I Y T
10— 7 N 90 _
60+ G T o=y X6+ 7 =85

Para determinar la mediana se halla el intervalo donde la frecuencia acu-

mulada contenga a N =4 20. Como dicho intervalo es [60, 90],

2 2
entonces L = 60.

De otro lado, F_, = 10y f = 10, asi que:

20— 10

= 10, 39—
g " 30=60+ 5 30 =90

M, = 60 +

La mediana indica que el 50% de los usuarios encuestados tardan menos de
90 s en conectarse a la pagina web y el otro 50% supera ese tiempo.

@
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Actividades de aprendizaje

®

Medidas de tendencia central

Modelacion

°Observa la Tabla 6.11 que muestra las medidas, en

@ centimetros, de algunas cintas decorativas indigenas.

Medida (cm) (100, 105)[105, 110)[110, 115) [115, 120)[120, 125)

Nﬁr_nero de

s 4 9 12 10 3

Tabla 611

Halla la media, la moda y la mediana.

Ejercitacion
OCOmpIeta los datos que faltan en la Tabla 6.12,

@ donde f, F y h representan, respectivamente, las
frecuencias absoluta, absolura acumulada y relati-

va.

X 55— h
1 4 . 0,08
2 4

3 16 0,16
4 7 0,14
5 5 28

6 . 38

7 = 45

8

Tabla 612

a. Halla la media aritmética y la moda de esta distri-
bucion.

b. Calcula la mediana.

Modelacion

e Analiza la Tabla 6.13 que muestra los ingresos (en

@ miles de pesos), de un grupo de personas.

Ingresos mensuales  Frecuencia

[0, 1000) 35
(1000, 1100) _ 70
[1100,1400) 70
[1400, 1600) 90
[1600, 1900) | 85
(1900, 2400) 64

Tabla 6.13

a. Construye el histograma de frecuencias relativas
y el poligono de frecuencias relativas.

b. Halla la media, la mediana y la moda de la distri-
bucion.

Razonamiento

o Calcula la mediana de los siguientes nimeros
& teniendo en cuenta que la media es 4. x, 3, 4x — 3,
X+ 4,—169yx — 4

o Halla la media en la siguiente situacion: a un conjun-
& to de datos de cinco nimeros, cuya media es 7,31,
se le afladen los nimeros 4,47 y 10,15.

o Un conjunto de cinco numeros naturales distintos
@ tiene una mediana de 20 y una media de 17. ;Cual
es el mayor de esos nimeros?

Ejercitacion
o Calcula la media, la mediana y la moda de cada con-
A junto de datos.

2.{2,4,9,2,4,.6,3,9,2, 6}
b.{1,2,2,4,586,32795}
. {6,587,6,2.3,3,4,7,9 10}

o Observa las tablas de registro de las ventas semana-

@ les de una cierta marca de ropa en dos almacenes
de la ciudad de Yopal.

Almacén A Almacén B
Dia  Cantidad Dia  Cantidad
Lunes | 15 Lunes 25
Martes 21 Martes | 13
Miércoles 13 Miércoles | 8
Jueves 15 Jueves | 9
Viernes 18 Viernes 15
Tabla 6.14 Tabla 6.15

a. Establece la media de ventas de esa marca en
cada almacén.

b. Si se quiere cerrar el almacén con menos pro-
medio de ventas de esa marca, jcudl deberia
escogerse?

Razonamiento

o Construye una distribucion de frecuencias que
& cumpla con las caracteristicas pedidas en cada caso.

a. Que la mediana sea mayor que la moda.
b. Que la moda sea mayor que la mediana.
c. Que las tres medidas sean iguales.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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@ Realiza todas |as actividades en tu wademo]

@ Halla el valor de t en cada conjunto de datos para @ La Tabla 6.17 muestra la cantidad de estudiantes
.1 que se verifique el valor de la medida de tendencia @ que ingresaron a estudiar economia a una universi-
central. dad de Neiva.

a. {87, 73, 89,92, t}; media aritmética = 85 Afio ~ Cantidad

b.{1,2,2,4,4,8,3,3,t,7,9, 5k moda = 4 L -

1997 49
. {6, t,13,56,8 29,7, 12}: mediana = 7,5 1998 68
1999 78
R =i
esolucion de problemas 2000 %
m Por cada $ 20 que recibe una familia, $ 9 los destina Bk &
B 2vivienda, 5 6 alimentacion y 3 5 otros gastos. ;Se pueden hallar todas las medidas de tendencia

a. Dibuja el grafico de sectores que refleje esa dis- central?
tribucion.

b. En el Ultimo afo, los precios de los conceptos Evaluacion del aprendizaje i
mencionados subieron 20%, 5% y 6%, respec- 0 La Tabla 6.18 resume la informacién de la edad a
tivamente. ;Cudl ha sido, para esta familia, el & la que un grupo de mujeres tuvo su primer hijo.
porcentaje de aumento anual del total de los
gastos? Utiliza la media ponderada. Intervalo Feecuencia

@D £l diagrama de barras de la Figura 67 muestra las califi- [15,20) 17
@ caciones obtenidas por 50 estudiantes. [20,25) 13
g% (25, 30) | 21
S 16
E 30, 35) 29
8 101
£ 5 (35, 40) 41
g ;-» ﬂ Tabla 6,18
T A e 5 E Figura 67 Halla las medidas de tendencia central y escribe
_ s _ , la interpretacion de cada una.

Construye el histograma correspondiente a las califica- | )

ciones numéricas y calcula la calificacion media, tenien-

do en cuenta la Tabla 6.16.

Insuficiente Aceptable Sobresaliente Excelente
[0,5) (57) [7.9) [9.10) ontd
Tabla 6.16 ({\\\D\
; ; iz ?
@ En un colegio se realizd un concurso entre los es- .\'Q(\
A tudiantes de los tres cursos de décimo grado. El Q@C’

puntaje medio del grupo A fue 57 puntos, el del »

grupo B fue 56, y la de los estudiantes del grupo C %, De acuerdo con la tabla, jcuanto ha aumentado,

fue 55. En el grupo A hay 30 estudiantes y se sabe en promedio, la temperatura en el sitio donde se

que en el grupo C hay 5 estudiantes mas que en el tomo la informacion?
g grupo B _ _ _ Mes Ene Feb Mar Abr May Jun
% Si e_l puntaje medio de todc?s los esrudllantes de oc 18 20 18 21 21 19
g décimo fue 56 puntos, jcuantos estudiantes de
% l décimo hay en la institucion?

¢



Medidas de dispersion

Saberes previos [ Conoce |

;De qué depende el salario de una ~ Escom (n escuchar que la interpretacion de la informacion se hace a partir del

=)
§ persona dentro de una empresa? promedio, pero es importante tener en cuenta que el promedio es una medi-
o da que se ve notablemente afectada por datos extremos. Este es el caso de la
© escala salarial propuesta, si hay una persona que gana $ 670000 y el promedio
42 m es $ 2085000 lo que sucede es que en dicha compafiia hay personas que ganan
2| ; un salario muy por encima del promedio salarial y otras que ganan muy por
£ | : Al observar la escala salarial de . ;
@ | : o s , debajo de ese promedio.
v | 1 una compafifa se dice que, en
L[ i : 3 = ; = == ;
a) promedio, los empleados ganan Las medidas de dispersion son parametros estadisticos que indican como
: $2085000. Una de I.as empleadas se alejan los N datos de un conjunto con respecto a la media aritmeética y
s =€ sorprende con dicha informa- sirven como indicador de la variabilidad de los datos.
: cién, pues ella gana $ 670 000.
T " 1 N BN 5.1 Rango o recorrido

Se conoce como rango o recorrido de una distribucion a la diferencia entre
el mayor y el menor valor de la variable y se representa con la letra R.

e ok - - 5.2 Desviacion media
. | . ¥
: » ;Cémo se puede interpretar esta La desviacién media Dy mide la dispersién de los datos con respecto a a
:  informacion? media. Las formulas para calcular la desviacion para datos no agrupados y
I 2|Xr —Y| ZIXr _Y[ﬁ
=1 i=1 !
agrupados son: Dy = == D- = = , respectivamente.

5.3 Varianza

Se conoce como varianza de una variable a la media aritmética de los cuadra-
dos de las desviaciones respecto a la media. Se representa con s* y para datos

;(x! - x)

N ocon la

z £l =)

: X i
equivalente s’ =2ﬁ—x3 y para datos agrupados con = ————— 0

no agrupados se halla mediante la expresion: s* =

N

, S
su equivalente s* = Z—f %

=1

5.4 Desviacion tipica

Se conoce como desviacion tipica de una variable a la raiz cuadrada positiva
de la varianza y se representa con s.

5.5 Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion (CV) de un conjunto de datos es el cociente en-
tre la desviacion tipica y la media.

CVi= -E— cuanto menor es el valor de CV, hay mas homogeneidad en los

' daros. d
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o iemplo 1 |

se completo la Tabla 6.19.

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno]

Luego de agrupar en intervalos de edades a los usuarios de un café internet,  En esta situacion el promedio se ve

afectado por datos extremos. Asi que,
es necesario recurrir al calculo de las

1

1

1

1

1

I

~ 5 foxt oA (-3 oA o didas de dispersi¢

. p L Xh X x—x) | |x=Af | (x—=x) £ medidas de dispersion.

l - . v " . -

: 20, 25) 25 5 1125 65 4225 35 211.25 La dgswamon tipica |nd|calque en pro-
1 medio los valores de la variable se des-
1 ’ . . o

| [2530) | 275 | 3 825 15 2,25 45 6,75 vianoalejanaproximadamente11afos
1 | )

: [30’ 35) 32,5 2 65 35 12,25 7 245 de la mEdla‘ Como 29 — 11 = 18
. y 29 + 11 = 40, se puede concluir
: 35400 | 375 2 75 85| 7225 17 | 1445 que las edades inferiores a 18 y supe-
' | [E0.45) | 425 | 1 425 135 18225 135 182,25 riores a 40 son los datos mas lejanos
' ] de la media.

| 13 3775 745 156925 , N ‘

" e Si se expresa el coeficiente de varia-
: ; o cibn como un porcentaje, se puede
: 3775 2 s decir que las edades present

| = —2 =99 pr= =T ecir que las edades presentan una
I 13 N 13 dispersion del 38%.
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. n

D () :

: @ = i _1569,23M1207 szmﬁﬂ

1 N 13

1

D ov=3=llaq3s
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Ejercitacion
o Observa los datos de la siguiente distribucion:
B 9532126498 13542632567

Halla la media aritmética y la desviacion tipica de la
distribucion.

o Observa los datos de la distribucion.

x, [0,5) [510) [10,15) [15,20) [20, 25)'{25. 30)
f

o s | ¢ 8 1 1 13

Tabla 620

a. Calcula la media, la mediana y la moda.

b. Halla la varianza y la desviacion tipica.

Comunicacion
o Observa los dos conjuntos de datos.
& A1,3579 B:1,5,10,15,30
Sin necesidad de hacer ningtin célculo, jcual de los
dos conjuntos tiene mayor dispersion?

Resolucion de problemas

o Se han lanzado dos dados 120 veces y se ha anota-
@ dosusumaen la Tabla 6.21.

Sanasal 7 (3 (4| S (6| 7|89 |71011]72

Niimero

de.mes38911201916131164

Tabla 6.21

Calcula la media y la desviacion tipica.

Evalvacion del aprendizaje

0 Las sumas de los puntos obtenidos al lanzar 20
& veces dos dados son:

936458564 M
78785729710

A.Calcula la varianza, la desviacion tipica y el
coeficiente de variacion.

b. Interpreta los resultados de cada medida

L de dispersion.

@



Pensamiento aleatorio

ernannn

Medidas de posicion

Saberes previos

;Como se establece si el crecimien-
to de un nifo o de una ninfa es
normal?

Para medir el desarrollo infantil se
: usan graficas de percentiles en las
que figuran varias lineas numera-
: das de la siguiente forma: 3, 10, 25,
: 50,75,90y 97. Para conocer en qué
percentil se encuentra un nifo, se
debe fijar la edad en el eje horizon-
tal y el peso en el vertical. El punto
caerd sobre alguna de las lineas in-
dicando su percentil.

ssssssnn

T

: a7
80 =

. 70 75

50

. 60 25

-~ 0

- | 250 =

<l s,

18

30

: 20

: 10

» O 12345678 910111213 141516171819

- Edad (arios)

Figura 6.8
: » ;COmMo se interpreta esta infor-
! macion?

Los pediatras ubican a sus pacientes en una posicion, teniendo como referencia
cien posiciones diferentes. Esta ubicacion indica el lugar en que el infante se
encuentra, teniendo presente su talla y su peso.

Los cuantiles son medidas de posicion que dividen los datos de la distribu-
cion en funcion de otras cuantias. En otras palabras, un cuantil de orden r
es el valor de la variabe x, que hace una division en la distribucién, de modo
que una proporcion r de los valores de la poblacion es menor o igual a x.

Los cuantiles mas utilizados son los cuartiles, deciles y percentiles.

6.1 Cuartiles

Se conocen como cuartiles a los tres valores que dividen la serie de datos en
cuatro partes iguales. Se representan con Q, Q,y Q..

El primer cuartil, Q, deja por debajo el 25% de los datos de la distribucion,
mientras que, el segundo cuartil, Q,, coincide con la mediana.

El tercer cuartil, Q, deja por debajo el 75% de los datos de la distribucion.

6.2 Deciles

Se denominan deciles a los nueve valores que dividen la serie de datos en 10
partes iguales.

Se designan por D, D, .., D, y se llaman decil primero, segundo, etc,

respectivamente.

6.3 Percentiles

Se conocen como percentiles a los 99 valores que dividen la serie de datos
en 100 partes iguales. Se Fieagnan porP, Pz.,.,. P, y se llaman percentil prim-
ero, segundo..., nonagésimo noveno, respectivamente.

Todos estos parametros se relacionan entre si, como se muestra en la Figura 6.9.

Q, Q. Q;

D. D, Ds D, 5 Dy D, Dy D,
sitcoll oot i il i B
P Pio Pag Py Pig Psq Pso Pro Pao Paog  Fag

M

Figura 69

Los 554 mil estudiantes que presentaron la prueba Saber 11 en 2016 fueron
divididos en 100 grupos. Los de desempefio més alto estan en el percentil
100 y los mas bajos estan en el percentil 1. Si Paola fue ubicada en el percentil

90, se interpreta que el 90% de las personas que presento la prueba estd por
debajo de ella.

s,

MATEMUTE CAS © |LAROUSSE
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@R&aﬁz& todas las actividades en tu cuadernu_j

al Ejemplo 2
La calificacion que obtuvieron 40 estudiantes en la asignatura de
filosofia aparece en la Tabla 6.22. Para calcular el decil sexto y el
percentil 30, se construye la Tabla 6.23 que incluye las frecuencias
absolutas y acumuladas.

5. 40
1

-

>

Calificacion - Nimero de estudiantes

(e = [ AR

Como = 24, el decil seis es 6, por ser este el primer valor 21
30
|33
37

40

de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada excede a 24.

O 00~ L D o —
(SR N ORIV Bl 0 S NE N
T B W0 0o BN o s
g —
wa

e - N NV N U N R

Como 30 - % = 12, el percentil 30 es 4, por ser este el primer

valor de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada excede a
12. El percentil 30 indica que el 30% de los estudiantes sacod una
nota inferior a 4.

Actividades de aprendizaje 2

Ejercitacion Resolucion de problemas

o Observa la distribucion de la Tabla 6.24. o Se pregunto a 1000 conductores sobre el nimero de

& multas recibidas en el Ultimo afo. Al hacer la tabla
correspondiente, alglin ndmero se borro, por lo que

’

Edad 15 16 22 27 32

7 3 5 7 4 2 solo se dispone de la informacion incompleta de la
Tabla 624 Tab'a 625‘
Calcula: n
a. Los cuartiles Q, y Q, Namero de conductores 260 150 190 100 90
b. El decil D, Nimero de multas glr|2|3(%]|5
c. El percentil P_, Tabla 625

Halla la media, la mediana, la moda, la desviacion

. , tipica, los cuartiles primero y tercero y el rango in-
o Calcula la mediana y los cuartiles de estos datos que 2 4 4 g

. ) tercuartilico.
A muestran la cantidad de libros que lee un grupo de
estudiantes durante todo el bachillerato: Evalvacion del aprendizaje .
10,13,4,7,8,11,10,16, 18,12, 3,6, 9, o Un dentista observa el nimero de caries de cada

9,4,13,20,7,5,10,17, 10, 16, 14, 8, 18 % uno de los 100 nifios de un colegio. La informa-
cion resumida aparece en la Tabla 6.26.

Razonamiento

Ejercitacion
. . . - o i . i
o Los siguientes valores son los rendimientos por jSdecaries | Foabsoiuta | ¥ relafiva

@ hectarea de café en grano (en toneladas) en 8 fincas 0 25 025
de diferentes regiones del pafs: 1,2, 3, 4,5, 11, 11, 30. L 20 0.20
2 X z
a. Calcula el rango. 3 15 0,15
b. Calcula las medidas de tendencia central. 4 y 0,05
% " sip Tabla 6.26

g ¢. Calcula las medidas de dispersion. a. Completa la tabla. Encuentra los valores de x, y y
: d. Calcula el primer y tercer cuartil. b Halls las euaitiles:
% e. Halla los deciles 3 y 7. ¢. Calcula el decil 6 y el percentil 80.
W
s

¢ f. Halla los percentiles 10 y 90. \ J I
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Analisis de la informacion y toma de decisiones

Saberes previos

Muchos jévenes emprendedores
han tenido éxito montando sus
propios negocios. ;Qué factores
crees que han tenido en cuenta an-
tes de tomar la mejor decision?

¢ Supdn que quieres montar una

papeleria.

« ;Qué informacidn necesitarias
para tomar la mejor decision?

Decision

Figura 6,10

Para tomar una decision se debe considerar el tamario del mercado de las pa-
pelerfas, la ubicacion, aquello que diferenciaré a tu negocio de los demas o
cualquier otra decisién estratégica que te ayude a minimizar los riesgos.

El analisis de decisiones ofrece un soporte cuantitativo a quienes deben tomar
decisiones en muchas areas y trabajos. Asi, por ejemplo, un ingeniero civil debe
determinar la cantidad de cemento a usar en la construccion de las bases de un
edificio; los médicos deben determinar la dosis necesaria de un medicamento
para controlar la enfermedad de un paciente, entre otros.

7.1 Pasos para tomar una decision

Para tomar una buena decision es importante hacer una planeacion que per-
mita minimizar el riesgo. Para ello, pueden considerarse los siguientes pasos:
1. Definir el objetivo. ;A donde se quiere llegar con la decision?
2. Reunir informacion y decidir cuél es la mas conveniente.
3. Generar opciones y elegir las que sean viables.
4. Tomar la decision y evaluar sus consecuencias.
5. Implementar.
- BN
Un amigo de Andrés le ha propuesto entrar a una red de mercadeo en la
que, para obtener los mejores resultados econémicos, debe ingresar a tan-
tas personas como le sea posible. Ademas, para recibir todos los beneficios,
debe hacer un autoconsumo mensual del producto que ofrece la red.
Andrés analiza los cinco pasos para tomar la decision.
1.0bjetivo. Andrés quiere evaluar si es conveniente ingresar a la red como
una forma de tener ingresos adicionales a los que recibe por su trabajo.
2.Reunir informacién. Andrés analiza el tipo de modelos de redes de mer-
cadeo, identifica la que le propone su amigo y busca sus ventajas y sus ries-
gos. De otra parte, ¢l sabe que este tipo de negocio no es bien percibido
por la gente por los antecedentes que ya existen en el pais.

ingresar a la red de mercadeo. Si ingresa a la red esto le implicarfa:
- Tener disponibilidad de tiempo para contactar a posibles socios.
- Contar con dinero mensual para hacer el autoconsumo que le exige la red.
- Asistir a eventos para entender bien el modelo de la red.

Si no ingresa, puede perder una oportunidad de tener un dinero adicional.

I

]

1

1

I

1

I

1

i

1

1

1

1

1

I

I

1

1

I

I

]

I

1

i

' 3. Generar opciones. Andrés tiene dos opciones en este caso: ingresar 0 nNo
]

]

]

i

]

1

]

I

]

I

i 4. Tomar la decision. Después de evaluar todas las variables, Andrés decide
I . . P : i

i que no ingresara a la red, pues de hacerlo no podria dedicarle el tiempo
1 . ‘ . ‘v

i que requiere, deberd hacer una inversion aun cuando no pueda desarrollar
1 : ¢ v )

. elnegocioy, ademas dentro de sus contactos a nadie le interesan las redes
1 s pepr .

de mercadeo, por lo que sera dificil conformar un equipo.

1

]

~

5. Implementar. Andrés le cuenta a su amigo la decision de no ingresar a la red.

MATEMATICAS A ROLSSE
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Razonamiento

o Analiza la situacion del Ejemplo 1y explica si, bajo
#® tu punto de vista, la decision que tomd Andrés es
acertada. Explica tus razones.

o Juan Andrés y Mateo han almorzado en un restau-

& rante cerca al lugar donde trabajan. Mateo le pro-
pone a su amigo que se vayan del restaurante sin
pagar, aprovechando que el mesero esta distraido
atendiendo otras mesas y no les presta atencion.
;Qué decision debe tomar Juan Andrés?

o En una fiesta que hace Mariana en su casa, algunos

& de sus amigos la invitan a probar éxtasis, argumen-

tando que su consumo no es peligroso. ;Qué deci-
sion debera tomar Mariana?

Explica uno a uno los cinco pasos que debe analizar
Mariana para tomar la decision.

o Tomas tiene una empresa de ingenieria y ha gana-
# do una licitacion para construir una gran torre de
apartamentos. El sabe que puede levantar el edificio
usando materiales econémicos para que la rentabi-
lidad sea mayor y comprar el carro que siempre ha
querido.

a. ;Qué implicaciones tendra para Tomas tomar la
decision de usar materiales baratos en la obra?

b. ;Es conveniente que Tomés reconsidere su
decision?

o Sonia le vende unas prendas de vestir a Marcela
# y cuando hace los calculos se equivoca y le cobra
$ 40 000 menos. Marcela se da cuenta del error y
sabe que si no le lo hace caer en cuenta a Sonia, ésta
debera cubrir el faltante de su propio bolsillo. ;Qué
decision deberia tomar Marcela?

o Jaime es un estudiante de undécimo grado y sue-

& nNa con tener su propio carro. Un dia se reencuentra
con su amigo Felipe quien le propone que aban-
done el colegio para trabajar con su papa durante
seis meses. Jaime sabe que el dinero que reuniria
aceptando ese trabajo, le alcanzaria para comprar
suU auto.

Analiza lo que ocurriria en el evento que Jaime
aceprtara la propuesta de Felipe.

-

o Teresa se ha dado cuenta que su amiga Angela ha
& perdido mucho peso durante los Ultimos meses v
gue no come nada en el colegio. Teresa intuye que
Angela sufre de anorexia, pues en la clase de cien-
cias hizo una exposicion al respecto y conoce todos

los sintomas.

Luisa, la maméa de Angela, vive viajando todo el
tiempo y no ha notado lo que le ocurre a su hija.

Teresa teme contarle a Luisa porque sabe que es de
muy mal humor y no quiere meter en problemas a
su amiga. ;Qué decision deberia tomar Teresa?

Evalvacion del aprendizaje
5

o Roberto vive en Cali con su esposa y sus hijos de

& tres y cinco anos. La empresa donde labora lo
piensa reubicar en México por 2 afnos, pero no le
puede brindar apoyo para que se instale alli con
su familia. A Roberto le preocupa alejarse por
tanto tiempo de su familia, pero también perder
su empleo en el que ya lleva 5 afos.

iQué decision deberia tomar Roberto? ;Qué im-
plicaciones le acarrearian tomar esa decision?

o Mercedes tiene un problema de obesidad por lo

% que ha sufrido de acoso escolar. Ella quiere man-
darse a hacer una liposuccion pero le da temor
porque en los medios de comunicacion aparecen
reportados muchos casos de muertes por este
tipo de cirugfas estéticas. ;Qué decision deberia
tomar Mercedes?

v
50 %
) %
o
o

Una persona tiene las siguientes opciones: viajar,
estudiar y conformar una familia. Luego de ana-
lizar sus posibilidades concluyé que es mas pro-
bable que viaje por un tiempo, después estudie
y por ultimo, conforme una familia. Si tuvieras
estas mismas opciones para tu proyer:te de wda,
gqué decisiones tomarias? ;de qué dependerian?
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Probabilidad. Principios aditivo y multiplicativo

Saberes previos

;Qué es un cddigo? ;Qué es una
contrasena? ;Qué  caracteristi-
cas deben tener para garantizar
seguridad?

La placa de un carro consta de tres
letras seguidas de tres niimeros.

« ;Si la letra N no se usa, cudntas
placas pueden disefarse que
cumplan esa condicion?

Passssssssnnnns asssassasssssERERERRE RN e

Como se puede usar 26 letras y 10 digitos, el nimero de posibles placas es:
26-26-26-10-10+10 = 17576000.

Una probabilidad es la medida de la frecuencia con la que puede ocurrir
un suceso. Usualmente la probabilidad se indica mediante una razon, en la
que el numerador representa la ocurrencia de un hecho y el denominador
representa la totalidad de eventos que pueden suceder.

Dado que la probabilidad implica contar el nimero de veces que ocurre un
evento y la totalidad de los que pueden suceder, los principios multiplicativo
y aditivo facilitan dichos conteos porque se refieren a las formas en que un
evento puede ser realizado.

8.1 Principio multiplicativo

Si se desea realizar una actividad que consta de r pasos, en la que el primer
paso puede ser llevado a cabo de N, maneras, el segundo de N, maneras y
el r-ésimo de N maneras, entonces esta actividad puede ser planteada de
N, *N, .+ N maneras.

g Eiemplo 1

Un ingeniero puede cimentar una casa de dos maneras (concreto o piedra);
mientras que las paredes, las puede levantar en ladrillo, bloque o madera;
el techo, puede ser en concreto o en teja y los acabados, solo pueden ser
hechos de una forma.

En total hay: N, - N, * N, *N,=2-3 -2+ 1= 12 maneras de construir la casa.

~

8.2 Principio aditivo

Si se desea realizar una actividad que tiene formas alternativas de llevarse a
cabo, sabiendo que la primera de esas alternativas puede ejecutarse de m
maneras; la segunda de n maneras ... y la Gltima de w maneras, entonces, esa
actividad puede realizarse de:m + n + .. + w maneras.

-
Fernanda desea comprar un televisor de marca Sony, Samsung o Sharp.
Cuando va al almacen se da cuenta que los televisores Sony vienen en dos
tamanos, en cuatro colores diferentes y pueden ser para mesa o para colgar
en la pared; mientras que, los televisores Samsung vienen en tres tamafios,
en dos colores diferentes y pueden ser para mesa o para pared; y la marca
Sharp, ofrece un Gnico tamario, dos colores diferentes y solo hay para mesa.
Fernanda cuenta con..
m = 2+ 4 -2 =16 maneras de escoger la marca Sony.
n=3-+2-2 =12 maneras de escoger la marca Samsung.
w=1-2+1=2maneras de escoger la marca Sharp.
Asi,haym + n +w =16 + 12 + 2 = 30 maneras de seleccionar un televisor.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en (U cuaderno )

Modelacion

o Un restaurante ofrece ocho aperitivos y catorce pla-
& tos. ;Cuantas opciones tienes si.
a. pides un aperitivo o un plato principal?

b. pides tanto un aperitivo como un plato princi-
pal?

Comunicacion

o ;Cuantas combinaciones de dos letras pueden co-

& menzar con A o B? (Algunas combinaciones pue-
den ser Ab, Ah, Ax, etc, es decir, que tengan o no
sentido.)

Resolucion de problemas

o (Cuantas placas para carro pueden disefiarse si de-
& ben constar de tres letras seguidas del alfabeto v
cuatro digitos, dada cada una de las siguientes con-
diciones?
a. Es posible repetir letras y nimeros.
b. No es posible repetir letras ni nimeros.

c. jCuantas de las placas del literal b. empiezan por
la letra Dy por el digito cero?

d. ;Cuantas de las placas del literal b. empiezan por
la letra D seguida de la G?

Modelacion

o ;Cuantos numeros telefénicos de 6 digitos es posi-
& Dble construir, dadas cada una de las siguientes con-
diciones?
a. El cero no puede ir al inicio de los nimeros, pero
es posible repetir digitos.

b. El cero no debe ir en el inicio y no es posible
repetir digitos.

Comunicacion

o Juan debe ir desde su casa al colegio, pero antes
& debe pasar por la casa de un amigo. Para ir desde su
casa a la de su amigo, le sirven tres rutas de buses y
para ir desde la casa de su amigo al colegio le sirven
solo dos.

a. Representa graficamente la situacion.

b. ;Cudntas posibles combinaciones de buses pue-
de usar Juan?, jcomo lo supiste?

D
Resolucion de problemas

o Angela tiene una carta de

& una baraja inglesa de naipes.
;De cuantas maneras puede
elegir ella..

a. un rey o unareina’

b. un rey o una carta con
figuras negras?

€. un ndmero par o un as?

d. un corazdn, un diamante o un trébol?

o Una familia se compone de una madre, un padre,
# tres nifas y cinco nifos. ;De cuantas maneras se
puede elegir...

a.a una nifa para que lave los platos y un nifio
para secarlos?

b. a un nifo, una nifa y uno de los padres para ir
de compras?

¢.a un nifo y uno de los padres para barrer la casa?

Evalvacion del aprendizaje

o Las pdlizas de seguros de vida de una compaiiia se
& clasifican por:

La edad del asegurado:

« Menores de 25 afnos

» Entre 25 afos y 50 afios

« Mas de 50 afios

Sexo : femenino o masculino

Estado civil: soltero o casado

iCual es el nimero toral de clasificaciones?

o Una persona desea comprar un lote de camisetas
& Y para las empresas A y B le ofrecen las siguientes
posibilidades:

Empresa A: tres tallas y dos colores

Empresa B: cuatro tallas y tres colores

a. ;Cuantas opciones tiene para escoger una cami-
seta en cada empresa?

b. ;Cuantas maneras tiene de seleccionar una
camiseta de alguna de las dos empresas?

| @
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Probabilidad de la union de sucesos

Saberes previos

;Es probable que al efectuar una
llamada para realizar una encuesta
sobre la intencion de voto para las
proximas elecciones quien contes-
te sea una mujer mayor de edad?
;Qué variables se consideran en
este caso?

R foaiza

. Para el experimento aleatorio que
: consiste en extraer una balota, sin
: mirar, de una urna que contie-
: ne ocho balotas numeradas del
1 al 8 se consideran los siguientes
: sucesos:

: A:"obtener nimero impar"
: B:"obtener un nimero par”

: C:"obtener un niimero menor que
E 4"

¢« ;Que relacion se puede estable-

cer entre cada par de sucesos?

........................................

Para hallar la relacién entre cada par de sucesos definidos a partir del experi-
mento aleatorio indicado, primero se deben determinar los elementos de cada
suceso.

A={1357 B = {2468} C={1,2 3}

Los sucesos A y B son incompatibles pues para ninguna balota que se extraiga
se puede dar que salga un nimero que sea a la vez par e impar. En cambio,
los sucesos A y C son compatibles pues tienen en comun el elemento 3. Los
sucesos By C también son compatibles pues tienen en comun el elemento 2.

9.1 Sucesos incompatibles

La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles es igual a la suma
de las probabilidades de los sucesos. Este axioma se extiende al caso de tres
sucesos A, By C incompatibles dos a dos y se representa simbolicamente asi:

P(AUB U C)=P(A) + P(B) + P(C)

Donde P denota el calculo de la probabilidad. De forma analoga, la estructura
se puede aplicar al caso de n sucesos:

Paransucesos A, A, A, .., A incompatibles dos, a dos se tiene:

PAA,UA U...UA)=PA)+PA)+..+PA)

ol Ejemplo 1
Las probabilidades de los sucesos A : "obtener un nimero impar" y B: "obrte-
ner un numero par" anteriormente definidos son:

= = 4,
P(A) = g P(B) = 3
Como los sucesos A y B son incompatibles P(A U B) = % + -g— =1

I
1
1
1
1
]
1
1
1
]
I
]
I
! En este caso, fa probabilidad es 1 porque la unién de los sucesos forma el
I espacio muestral.

~

9.2 Sucesos compatibles

Si Ay B son dos sucesos compatibles de un mismo experimento aleatorio,
se verifica que la probabilidad de la unién de A y B es igual a la suma de
las probabilidades de cada uno de ellos, menos la probabilidad del suceso
interseccion de A y B, esto es:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

MATEMATICAS © LAROUSSE
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S Eiemplo |

Para calcular la probabilidad de que al elegir al azar una carta de una baraja
espanola de 40 naipes sea un as o una copa se realiza o siguiente:

Se llama A: “Salir un as”. Entonces, P(A) = %
Se llama C: “Salir una copa”. Por consiguiente, P(C) = %

Se observa que estos sucesos poseen un elemento comun, el as de copas,
que no se debe contar dos veces a la hora de calcular la probabilidad de su
union.

Poreso,P(ANC) = %

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)'

- = S BPe | (E —,
\-P-O.I' tanto, (AU C)=P(A)+P(C)—P(ANC) 0 + O
Actividades de aprendizaje
)
Resolucion de problemas
De una baraja espariola de 40 cartas se extrae una al o Observa la siguiente demostracion y explica cada
1 azar. Halla las siguientes probabilidades. A uno de los pasos.
a. Que la carta elegida sea menor que cinco o Dados dos sucesos, A y B, el suceso A se puede ex-
figura. presar como la unién de dos sucesos incompatibles:
b. Que la carta elegida sea menor que cinco o A=(ANB)U(A—B)
basto. P(A) = P(A M B) + P(A — B), y, por lo tanto,
Para resolver cada problema, halla la probabilidad P(A — B) = P(A) — P(A N B)

de los siguientes sucesos y completa la informacién

faltante en el desarrollo de la soluciéon de cada apar- Evaluacion del aprendizaje
tadoa.yb. “\

0 Sean A, B y C tres sucesos de un experimento
#& aleatorio, tales que:

A = Salir menor que 5

B = Salir figura P(A) = 03 P(B) = 05 P(C) = 0,7
C = Salir bastos PANB)=04 PAUQC =06
a. Los sucesos A y B son . Entonces: PBNC) =03

P(menor que 5 o figura) = P(A U B)

< a. P(A) b. P(A U B)
c. (BU Q) d.P(ANQO)
b. Los sucesos A y C son . Entonces: o
e. PAUBU Q) f. (AN C)
P(menor que 5 o bastos) = P(A U C) L _
B 2. P(A UB) h.P(BN Q)
I. P(A — B) . FANBNC)

PANBNC) =01

Halla las siguientes probabilidades.

[ 4



Pensamiento aleatorio

Probabilidad condicionada. Independencia de

sucesos

Saberes previos

:De qué depende que se pueda
sacar una bola verde de una bolsa
en la que inicialmente habia cierta
cantidad de bolas verdes y cierta
cantidad de bolas rojas y ya se saco,
sin regresarse a la bolsa, una bola
roja?

.-m

¢ De un recipiente que contiene cin-

: co bolas verdes y cuatro rojas se ex-
¢ traen dos bolas consecutivamente
: y sin devolucion.

P

F--.:-_Ju._... 1

: » Cudl es la probabilidad de que

ambas sean rojas?

........................................

En ocasiones, la probabilidad de un suceso se ve afectada cuando se dispone
de informacion adicional sobre algtin otro suceso relacionado con el primero y
que se ha producido con anterioridad. Cuando esto ocurre se debe calcular la
probabilidad condicionada de un suceso respecto a otro.

La probabilidad condicionada del suceso B respecto del suceso A se denota
como P(B/A) y se calcula con el siguiente cociente:

P(A N B)

P(BIA) = PA)

si P(A) # 0

De dicha expresion se puede establecer que P(A N B) = P(A) - P(B/A).

il Ejemplo 1
Para determinar cual es la probabilidad de que al extraer las dos bolas del
recipiente ambas sean rojas, se definen los sucesos R, = “sacar bola roja en Ia

primera extraccion” y R, = “sacar bola roja en la segunda extraccion’”

Al no devolver la bola después de la primera extraccion, la cantidad de bolas
en la urna antes de la segunda extraccién varia, pues ya solo quedarfan tres
rojas de un total de ocho bolas. Como el suceso R, esta condicionado por el
suceso R , la probabilidad se calcula ast:

3
8

4
9

e el e —

,

10.1 Dependencia e independencia de sucesos

Dos sucesos son independientes si no estan relacionados entre si. En el ejem-
plo anterior, si antes de realizar la segunda extraccion se devuelve a la urna la
bola extraida en la primera extraccién, los sucesos R, y V. no estaran condicio-
nados a los sucesos R y V.. -

Dos sucesos A y B son independientes si P(B) = P(B/A).
Dos sucesos A y B son dependientes si P(B) # P(B/A).

Otra forma de caracterizar la independencia de sucesos es la siguiente:

(A N B)

P(B}iAJ — P P(A ﬂ B)

P(A) = ——— = P(B) = P(A N B) = P(A)

P(A) P(B)
P(B/A) = P(B)

MATEMATICAS & LAROUSSE
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10.2 Independencia de tres o mas sucesos

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )!

Para que tres 0 mas sucesos sean independientes entre si, no basta con que

cumplan la condicion de ser independientes dos a dos.

Para el caso de tres sucesos A, B y G, solo son independientes si se verifican

simultaneamente las siguientes condiciones.

Los sucesos son independientes dos a dos:
P(A N B) = P(A) * P(B)

P(B N C) = P(B) - P(C)

Ademas, se cumple que: P(A N B N C) = P(A) + P(B) - P(C)

-
Los sucesos A, By C son independientes dos a dos:
P(ANB)= 7 =P(A)-P(B)= %2
P(A N C) =P(A) - P(O)

P(B N C)=P(B) - P(C)
Pero, los tres a la vez no son independientes:

P(A N C) = P(A) - P(C)

PANBNC) = 1

I

& P 2
\P(A)ﬂP(B)ﬂP(C)——‘q—-Z-Z %

Actividades de aprendizaje

Figura 6.12

Resolucion de problemas

o De los 600 estudiantes de un colegio, 240 tienen los

11 ojos claros, 325 tienen cabello oscuro y 110 tienen
cabello rubio con los ojos oscuros. Se escoge un es-
tudiante al azar. Halla la probabilidad de que:
a. tenga cabello rubio.
b. tenga ojos oscuros.
c. tenga cabello oscuro y tenga ojos claros.

Ejercitacion

o En un experimento se sabe que:

A P(A) =06 P(B) =03y PA/B) =0,.
Halla P(A U B).

Razonamiento
o Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que:
® P(A)=04PAUB)=07yP(B)=p
;Para qué valor de p son A y B sucesos incom-

patibles? ;Para qué valor de p son A y B sucesos
independientes?

2
Resolucion de problemas

Se tiene una bolsa con quince bolas negras y diez
& bolas blancas, se realizan dos extracciones sucesivas
de una bola. Halla la probabilidad de que las dos bo-
las sean blancas en cada uno de los siguientes casos.

a. Con devolucion a la bolsa de la primera bola
extraida.

b. Sin devolucion

Evalvacion del aprendizaje

0 El 60% de los estudiantes de un colegio aprobaron
& filosofia y el 70% aprobaron matematicas. Ade-
mas, el porcentaje de estudiantes que aprobaron
filosoffa habiendo aprobado matematicas es del
80%.
a. ;Qué porcentaje de estudiantes reprobo am-
bas asignaturas?

b. Si Juan sabe que aprobo filosoffa, ;qué probabi-
lidad tiene de aprobar también matematicas?

| é



Practica mas

Variables cualitativas
Comunicacion
Representa una encuesta a 25 personas sobre la mar-
@ cade celular que tienen.

a. Elabora la tabla de frecuencias absolutas y relativas
de esta variable.

b. Dibuja el grafico de barras y el de sectores.

c. Escribe un pérrafo en el que analices las conclusio-
nes que pueden surgir del estudio.

Variables cuantitativas discretas y continuas
Razonamiento

o Indica el tipo de variable estadistica que correspon-
# dealas siguientes situaciones.

a. En una biblioteca publica quieren determinar la
cantidad de libros que leen, en un ano, los usuarios
entre los 15 y los 19 afios de edad.

b. En una libreria de un centro comercial se quiere
identificar el género literario favorito de los clientes
que visitan sus instalaciones los fines de semana.

Resolucion de problemas

o La siguiente tabla de frecuencias indica el tiempo de

@ duracion de las llamadas en un call center que solu-

ciona inconvenientes relacionados con el servicio de
telefonia celular.

Tiempo de duracién Niimero de personas
(0,5) 35
(5, 10) 23
[10,15) 15
(15, 20) 10
[20,25) 9
Tabla 627

a. Dibuja el histograma de frecuencias absolutas.

b. Elabora el poligono de frecuencias absolutas acu-
muladas.

Muestreo

Comunicacion

o Recuerda qué es un muestreo y los diferentes tipos de
@& muestreo que existen. Da dos ejemplos de cada uno.

Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Medidas de tendencia central
Resolucion de problemas

Halla las medidas de tendencia central para los datos
@ delaTabla6.28.

Descargas de videos Niimero de personas
(3,9) 35
[9,15) 20
[15,21) 17
[21,27) 14
[27,33) 10

Medidas de dispersion
Resolucion de problemas

o El tiempo que gastan 40 personas en desplazarse de
o lacasaal trabajo se registra en la Tabla 6.29.

Tiempo (min) Niimero de personas
30 12
45 19
60 32
75 30
90 19
Tabla 629

a. Calcula los cuartiles para esta situacion.

b. Calcula la desviacion media, la varianza y la des-
viacion tipica.

¢. Escribe dos conclusiones relacionadas con el
contexto y las medidas que hallaste.

Medidas de posicion
Resolucion de problemas

o En la Tabla 6.30 se registra el estrato al que pertene-
21 cen algunos predios en una localidad de Bogora.
Estrato 1 2 3 4 5 6
Predio 15 | 24 | 19 | 22 9 5
Tabla 630

Calcula e interpreta los cuartiles Q,yQ, el decil D, y
el percentil P del anterior conjunto de datos.

MATEMATICAS £ LAROLISSE



Resolucion de problemas

Estrategia: Combinar operaciones

Los siguientes datos corresponden a los tiempos, en mi-
nutos, que emplean los operarios de una fabrica para
realizar una labor.

52 43 45 43 47 48 51 51
38 61 62 39 40 41 39 40
55 47 43 62 61 40 61 61
38 47 39 60 45 43 62 60
39 46 44 61 39 38 40 60

;Qué porcentaje de los operarios emplea un tiempo me-
nor a cincuenta minutos?

1. Comprende el problema

« ;A qué variable corresponden los datos
proporcionados?
R: Al riempo empleado por los‘operarios de una fabrica para reali-
zar una labor determ

+ ;Qué interrogante plantea el problema?

R: El porcentaje de operarios que emplea un tiempo menor a cin

cuenta minutos en realizar la labo

2. Crea un plan
- Organizalosdatosen unatablayestablece el porcentaje.

3. Ejecuta el plan

[Li' LB.) ! xl i fi Fl hi ! 'H'i
[38,42) 40 13 13 0325 0325
[42,46) 44 7 20 0175 05
[46,50) 48 5 25 0125 = 0625
[50,54) 52 3 22 | ogrs | B
[54,58) 56 1 29 | 0025 0725
[58,62) 60 11 40 0275 1

Tabla 6.31
+ Se sefala en rojo la clase en la que se encuentra un
tiempo menor a 50 minutos, observa la columna H.

R: E1 62,5% de los empleados emplea un tiempo menor a
cincuenta minutos

4. Comprueba la respuesta

Verifica que en promedio los operarios emplean cerca
de 48 minutos.

MATEMATICAS £ LAROUSSE

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Aplica la estrategia

o Los siguientes datos corresponden a las valora-
ciones obtenidas por un grupo de estudiantes
en una asignatura.

70 80 85 65 60 50 45 90

65 75 85 50 55 45 60 95
60 50 55 60 65 75 45 80
95 60 75 70 90 75 85 65

Si se considera que con una valoracién mayor o
igual a 70 se aprueba, ;qué porcentaje de estu-
diantes aprueba la asignatura?

a. Comprende el problema
b. Crea un plan
c. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o Al analizar la estatura de un grupo de 50 es-
tudiantes se encontré que el mas alto mide
163 cm y el mas bajo, 112 cm. Si se organizan en
una tabla de distribucion de frecuencias, jcudl
serfa el nimero de intervalos?

Formula problemas

o Escribe un problema que involucre la siguiente
informacion y resuélvelo.

a. 163, 165, 164, 160, 162, 159
b. 162, 161, 160, 159, 152, 158

Enriquece tv vocabulario

« Busca en el diccionario la definicion de las pa-
labras posibilidad y probabilidad e indica sus di-
ferencias.

)



Evaluacion del aprendizaje

Variables cualitativas. Distribucion de frecuencias
Ejercitacion '
Clasifica cada una de las siguientes variables en ordi-
& nales o nominales. (ACTIVIDAD DE REFUERZO
a. Tipos de accidentes de transito registrados en
una ciudad en un mes.
b. Grupo de rock preferido por los padres de los
estudiantes de décimo grado.
c. Marca de smartphone preferido por los estudian-
tes del colegio.
d. Opinion sobre el servicio de transporte plblico
en una ciudad.

Variables cuantitativas discretas.

Distribucion de frecuencias

Comunicacion

o La siguiente tabla de frecuencias indica el tiempo de

& duracion de la atencion de algunos usuarios en un
banco.

[ACTIVIDAD DE APLICACION |

'_Tl'empo de'.ﬂu-radﬁn Nitmero de_p_.ersonas

(onliidos)— —F — ——
[0, 10) | 35
[10,20) | 23
[20,25) | 15
[25,30) 0
30,35) _ 9

Tabla 6.32
a. Dibuja el histograma de frecuencias absolutas.
b. Elabora el poligono de frecuencias absolutas acu-
muladas. Escribe dos conclusiones.
Razonamiento
o A un grupo de personas se les pregunté por el vehi-
& culo que prefieren para movilizarse en la ciudad.

70
60
50
40
30
| 20
Z 10 I
| 0
Bus

Nimero de personas

Bicicleta Moto Carro
Figura 6.13
La frecuencia acumulada de los tres mayores datos es:
a. 0,375 b.09 c. 175 d. 180

Medidas de tendencia central
Modelacion

o Los siguientes datos corresponden a la cantidad de
& mensajes via WhatsApp que envia un estudiante
universitario durante 42 dias.

ACTIVIDAD DE APLICACION |

12 15 10 36 48 57|56

3645|495 |53|32 (25
9 46 | 12 131 54 58 | 60
26 41 19 | 17 | 24 | 51 | 47
2118 | 14 | 22 | 45 | 33136
12 | 16 56 | 44 (16| 13| 26

Figura 6.33

a. Elabora una distribucion de frecuencias en inter-
valos de amplitud 5.

b. Halla la media, la mediana y la moda de la distri-
bucion e interpreta sus valores,

Medidas de dispersion

Ejercitacion

o Usa la distribucion de frecuencias que hiciste para
# los datos del ejercicio anterior para calcular cada una

de las medidas de dispersion. Luego, interpreta sus
valores.

((ACTIVIDAD DE REFUERZO |

Medidas de posicion

Ejercitacion

o En la Tabla 6.34 se registran los datos que recogié un

#& pediatra sobre la edad que tenian 50 nifios cuando
caminaron por primera vez.

(ACTIVIDAD DE APLICACIGN ]

TS

9 |70 77 ] 120 13| 14| 15 4 |9
8 | 9 70| 6
S ) B | 5| 8 | 13 5 | 12 - 10“

9 (/8|9 | ™| T 136 |10 86
9 0 I o )

Tabla 634
a. Halla el primer cuartil.
b. Calcula los deciles 8 y 9.

c. Determina los percentiles 40, 50 y 80.

MATEMATICAS £ LAROLUSSE
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Analisis de la informacion y toma de decisiones
Razonamiento
o Un comerciante compra pescado en una central
& mayorista para luego venderlo. Cada caja de pesca-
do se identifica como excelente o no excelente, de
acuerdo con el porcentaje de pescado que se consi-
dere de 6ptima calidad. Una caja de pescado exce-
lente contiene un 90% de pescado de alta calidad,
mientras que, una de pescado no excelente contiene
solo un 20% de pescado de alta calidad. Una caja de
pescado excelente genera un beneficio de $ 300000,
mientras que, UNo No excelente causa pérdidas de
$300000. Antes de comprar una caja, el comerciante
puede comprobar la calidad de la misma extrayendo
un ejemplar de pescado con el objetivo de verificar
si se trara o no de pescado de alta calidad. Establece
la estrategia que debe seguir el empresario, asi como
el coste de la informacion.

Probabilidad. Principios aditivo y multiplicativo
Ejercitacion
o Sean los conjuntos:

b A={a m,r} B={b,d,il u}

[CACTIVIDAD DE REFUERZO |
C={cent}

Cuantos modos hay para elegir una letra de los con-
juntos A, By C?

o Usando los tres conjuntos del problema anterior, deter-

& mina el nimero de conjuntos de tres letras que pueden
ser creados, de modo que una letra pertenezca al con-
junto A, una al conjunto By la otra al conjunto C.

|_ACTIVIDAD DE REFUERZO |
Modelacion

@ Andrés desea ir a Cartagena o a Capurgana en las
& proximas vacaciones de fin de afio. Para ir a Carta-
gena tiene tres medios de transporte hasta Mede-
llin y dos para ir de Medellin a Cartagena, y para ir
a Capurgand desde Medellin tiene cuatro diferentes
medios de transporte. IVIDAD DE APLICA

a. ;Cuéantas maneras diferentes tiene Andres para ir
a Cartagena o a Capurgana?

b. ;Cuantas maneras diferentes, tiene Andrés para
ir a Cartagena o a Capurgana en viaje redondo, si
no regresa por el mismo medio de transporte por
el que inicio el viaje?

Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Probabilidad de la union de sucesos
Resolucion de problemas
0 Un estudiante va a la biblioteca. La probabilidad de
& que seleccione una obra de ficcion 0,40, que elija una
obra de no ficcion 0,30 y que opte por una de ficcion
o de no ficcion es 0,20. ;Cudl es la probabilidad de
que el estudiante seleccione una obra de ficcion, una
de no ficcién o ambas? ACTIVIDAD DE APLICACION)
Modelacion
@ Una urna contiene 6 canicas rojas y 4 canicas negras.
& Sise sacan al azar dos canicas y se devuelven a la
urna, jcual es la probabilidad de que las dos canicas
sean negras’

CUESTIONARIO |

a.0,16 b. 0,32 c.036 d.040 e.060

@ Una persona extrae una carta al azar de una baraja.

#& Sila carta que saca es una espada o un as, gana un
premio sorpresa. ;Cual es la probabilidad de que la

persona gane el premio?

[(cuesmonario |

e . ‘ .
13 52 13 52
Razonamiento
@ Considera el experimento “lanzar un dado”. Encuen-
#& tra la probabilidad de obtener un nimero par que
sea multiplo de 3.

[CACTIVIDAD DE REFUERZO |

Probabilidad condicionada. Independencia de

sucesos

Comunicacion

@ En una bolsa hay 5 canicas azules y 5 rojas. Completa
& los enunciados.

|ACTIVIDAD DE COMPL ETAR |

La probabilidad de sacar una canica azul es de

Pero, después de sacar una canica azul las probabili-
dades cambian.

Asi que, en la proxima extraccion, si se saca una ca-
nica roja, la probabilidad de extraer una azul es

de , pero, si se saca una azul, entonces, la proba-
bilidad de obtener nuevamente una azul es de
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Aleatorio. ExperAltura de un prisma. Segmento que une las
bases de un prisma y es perpendicular a estas.

Altura de una piramide. Segmento que va desde el vértice
hasta el plano de la base y es perpendicular a este.

Angulos alternos externos. Angulos que se forman en la-
dos opuestos con respecto a una transversal que corta dos
rectas no adyacentes.

Angulos alternos internos. Angulos que se forman inter-
namente, en lados opuestos con respecto a una transversal
que corta dos rectas no adyacentes.

Angulos opuestos por el vértice. Angulos que tienen un
vértice comun, y los lados de uno son semirrectas opuestas
a los lados del otro.

, &

( B

Baricentro. Punto en que concurren las medianas de un
triangulo.
Binomio. Expresion algebraica que tiene dos términos.

Bisectriz. Recta que pasa por el eje de simetria de un angulo.

5 -

Esfera. Es un sélido tal que todos los puntos de su super-
ficie estan a una misma distancia de un punto fijo llamado
centro.

Espacio muestral. Conjunto formado por los posibles re-
sultados de un experimento aleatorio.

Evento. Cualquier subconjunto de un espacio muestral.

Eventos dependientes. Eventos en donde la ocurren-
cia de uno afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, su
probabilidad.

Eventos independientes. Eventos en donde la ocurrencia
de uno no afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, no
afecta su probabilidad.

Expresion algebraica irracional. Expresion algebraica en la
que aparece alguna variable bajo el signo radical.

Expresion algebraica racional. Expresion algebraica en la

r

Circuncentro. Punto de concurrencia de las mediatrices de
los lados de un triangulo.

Coeficiente. Constante que multiplica la parte literal de un
término algebraico.

Cuadrado perfecto. Nimero que se obtiene al elevar otro
 nUmero al cuadrado o a la dos.

( D)

Decimal periodico. Numero cuya parte decimal estd com-
puesta por una cifra 0 un conjunto de cifras que se repiten
hasta el infinito.

Desigualdad. Relacion de comparacién que se establece
entre dos numeros con el fin de indicar cual es el mayor o
el menor.

Dominio. Conjunto compuesto por los primeros compo-
nentes de los pares ordenados de una funcién.
L.

-3

Ecuacion lineal. Ecuacion de la forma ax + b = 0, donde
ay b son numeros reales, x representa la incognitay a # 0.

que aparece alguna variable en el denominador.
.

r

Fraccion algebraica. Es el cociente entre dos polinomios.

Fraccion compleja. Es aquella fraccion cuyo denominador
o numerador, 0 ambos, presentan una fraccion.

Frecuencia relativa. Es el resultado de dividir la frecuencia
absoluta entre el nimero de veces que se realiza el experi-
mento estadistico.

Funcion. Regla de correspondencia o formula que asigna a
cada elemento de un conjunto A un Unico elemento de un
conjunto B.

Funcion afin. Funcion de la forma y = mx + b, donde m y
b son constantes.

Frecuencia cuadratica. Ecuacién polindmica de segundo
grado, del tipo f(x) = ax® + bx + ¢, en la que los coeficientes
a, by ¢ son nimeros reales. La representacion de la funciéon
equivale a una parabola.

Funcién lineal. Funcion de la forma y = mx, donde'm es

una constante.

- s

r 4
Incentro. Punto donde se cortan las bisectrices de los dngu-

los de un triangulo.

Inecuacion. Relacion de desigualdad entre expresiones
algebraicas.

L
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Logaritmo. Se define como logaritmo en base a de un nu-
mero b, a otro ndmero ¢ tal que a elevado al exponente ¢ da
como resultado el nimero g: logh=cea=b

| - &

: M

Media aritmética. Promedio entre todos los datos de una
distribucién estadistica. Se calcula su mando todos los datos
y dividiendo este resultado entre el nimero total de datos.
Mediana (estadistica). Valor que ocupa el lugar central en-
tre todos los valores de una tabla de frecuencias.

Medidas de tendencia central. Valores alrededor de los
cuales tienden a concentrarse los datos de una distribucion
estadistica.

Moda. Valor que tiene la mayor frecuencia absoluta en una
\gsrribucién estadistica.

r o

Notacion cientifica. Forma de escribir un ndmero como
producto de un néimero entre 1 y 10 por una potencia de
10.

Numero irracional. Nimero que no se puede escribir co-
mo el cociente entre dos niimeros enteros.

)

Ndmero racional. Nimero que se puede expresar como el
cociente de dos nimeros enteros siempre y cuando el divi-
sor sea diferente de 0.

Numeros reales. Union de los conjuntos de los nlimeros
racionales e irracionales.
——

r 0

Ortoedro. Es el paralelepipedo recto de base rectangular,

Paralelepipedo. Prisma de seis caras con forma de parale-
logramos. Cuando todas las caras son rectangulos, el parale-
lepipedo es recto.

Pendiente. En la recta dada por la ecuacién y=mx+b,
el valor m corresponde a una constante diferente de cero,
denominada pendiente.

Poligono concavo. Es aquel en el que la recta que pasa por
uno o mas lados corta a otro lado del poligono.

Poligono convexo. Es aquel cuyos lados interiores son me-
nores que 180°. Ademas, la recta que pasa por cualquiera de
los lados no corta a ninglin otro lado del poligono.

— —e
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Sistemas de ecuaciones lineales. Conjunto de dos ecua-
ciones lineales con dos variables o incognitas. El conjunto
de parejas ordenadas que satisfacen ambas ecuaciones se
denomina conjunto solucién del sistema.

r 4

Teorema. Proposicién que afirma una verdad demostrable.

Teorema de Pitagoras. Teorema que establece que, en los
triangulos rectdngulos, la suma de los cuadrados de las me-
didas de los catetos es igual al cuadrado de la medida de Ia
hipotenusa.

Término. Cada uno de los sumandos que aparecen en una
expresion algebraica.

Triangulo acutangulo. Tridngulo que tiene los tres angulos
agudos.

Triangulo equidngulo. Triangulo cuyos éngulos interiores
tienen igual medida.

Triangulo equilatero. Tridngulo que tiene todos los lados
iguales,

Triangulo escaleno. Triangulo que tiene todos los lados
diferentes.

Triangulo isésceles. Triangulo que tiene dos lados iguales.
Triangulo obtusangulo. Triangulo que tiene un angulo
obtuso.

Triangulo rectangulo. Triangulo que tiene un angulo recto.
Triangulos congruentes. Triangulos en los que hay una co-
rrespondencia entre sus vértices, de modo que cada par de

lados y de angulos correspondientes miden lo mismo.

r

Valor absoluto. El valor absoluto de un nuamero real ¢ se
simboliza [c| y se define como:

Valor numérico de un monomio. Nimero que se obtiene
al sustituir las letras por niimeros.

Variable algebraica. Cada una de las letras distintas que
aparecen en una expresion.

Variable dependiente. Variable cuyos valores dependen de
los valores que se asignen a la variable independiente.
Variable independiente. Variable a |a cual se asignan valo-
res arbitrarios en una funcion.

) S—
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