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Presentacion

Aceptar el reto de hacer de Colombia la nacién mas educada de América
latina en el 2025 es una decision que genera una gran responsabilidad. La
necesidad de no perder ni un segundo en el camino hacia la calidad es un
llomado urgente a rectores, docentes y padres de familia que se levantan cada
mafiana comprometidos con el futuro de miles de estudiantes.

lograr una educacién de calidad es el objefivo que nos hemos trazado para
construir un pais con igualdad de oportunidades para todos y en paz. Una
igualdad que no sélo contempla el derecho que cada uno de los colombianos
fiene a la educacién, sino que se refuerza en la idea de equilibrar la cancha
de juego y hacer que todos nuestros nifios, nifias y adolescentes tengan las
mejores condiciones en los colegios, incluyendo materiales pedagodgicos de
alta calidad que contribuyan al fortalecimiento de su proceso de aprendizaje.

Como Ministerio sabemos que la excelencia educativa se gesia en el aula, y es
alli donde se deben concentrar todos los esfuerzos de transformacion. Por esto,
dotar de herramientas pedagégicas suficientes e idéneas que acompaiien vy
refuercen la préctica en el salén de clase, es la forma en la que se hard visible
el esfuerzo de un equipo de rectores y docentes pioneros comprometidos con el
mejoramiento de la calidad en la educacion.

Por esta razén, el Ministerio de Educacion Nacional presenta el siguiente
material de apoyo para el proceso pedagédgico de ensefianza de lenguaje y
matemdticas, de alta calidad. Este material ha sido seleccionado de manera
juiciosa por expertos, para que docentes y estudiantes lo incorporen a la
préctica de aula, los trabajen, los disfruten con su familia, aprendan con ellos y
descubran un mundo de narraciones magicas y problemas matemdticos que les
daré paso a un nuevo universo de posibilidades.

Estos libros, cuademos de trabajo y gufas llegardn a los colegios v cobrardn
vida en el aula gracias al compromiso y dedicacién de cada uno de ustedes.
Por esto es importante explorarlos, conocerlos y apropiarlos; con seguridad este
serd un paso mas hacia nuestra meta de hacer de Colombia la mds educada
con usfedes como los protagonistas en este nuevo capitulo de su historia.

Sin lugar a duda, esta es una de las apuestas mas importantes por el futuro
del pais.



Estructura de tv libro

Este ibro esta organizado en seis divisiones o unidades. Cada una de ¢llas se compone
de subdivisiones o temas. Las unidades presentan la siguiente estructura:

Apertura de unidad

En esta doble pagina recordaras
aquello que ya sabes y
canoceras lo que vas a
aprender y su aplicacion en tu
vidla cotidiana.

Ruta didactica

El desarrollo de todos los contenidos presenta la siguiente ruta didactica,

Desarrolla los contenidos del tema. Sintetiza
| los conceptos basicos que debes aprender.

Recuerda que estas actividades
las debes realizar en tu cuaderno.
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Resolucion de problemas

Resuelve mas actividades relacionadas con los

ternas de la unidad y desarrolla las habilidades
propias de la actividad matematica.

Evaluacion del aprendizaje

En esta seccidn tendrés la oportunidad
de aplicar los temas vistos y reforzar

practica mas

tus conocimientos.

Temas transversales
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Con este tema desarrollaras
competencias para ejercer,
respetar y promover los
derechos humanos, los cuales
estan presentes en tus relaciones
cotidianas.

estrategias. Sigue el

con el uso de diferentes
como guia

y pon en practica la estrategia estudiada.

Resolucion de problemas

Enriquece tu vocabulario

[ Amplia tu vocabulario

Mt e 120
— TSI E

matematico.

===z

Pribatsludad cordivorads

Plantea actividades, ejemplos vy
situaciones en las que podras
reflexionar sobre las relaciones
entre el individuo y su
entorno natural, como proceso
interactivo, y la proteccion

y el cuidado de los recursos
naturales y los seres vivos.

\udable
9255
¥
‘\Og
N _ i
«7 Presenta actividades, ejemplos
y situaciones con las cuales
aprenderds a tomar decisiones
sobre tu salud y tu bienestar
fisico, emocional e intelectual,
tanto individual como colectivo.
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+ Resolver operaciones con nu-
meros racionales e irracionales.

» Ubicar niimerosracionales e irra-
cionales en la recta numeérica.

Vamos a aprender

« Aidentificar y representar
intervalos y entornos.

+ A expresar la solucion de una
inecuacion como un intervalo.

Pensamiento numérico

Nos sirve para

Resolver situaciones que se
puedan modelar mediante
inecuaciones,




Conjuntos

Se

cid
Vi

Conjuntos

iberes previos

pasa y haz una breve descrip-
n de cémo se clasifican los seres
0S.

Y dnaiza

Lo

5 cientificos creen que hay alre-
dor de 10 millones de especies

iferentes en la Tierra. Para hacer

trabajo mas facil, clasifican a los

seres vivos en grupos y subgrupos
cadla vez mas pequefios, basando-

en las semejanzas vy diferencias
los organismos.

Dentro de qué reino se clasifica

a las bacterias?

Estos seres vivos pertenecen al reino de las
Bacterias que se caracterizan por ser un con-
junto de organismos procariotas que no tie-
nen el nucleo definido y habitan en casi todos
los lugares del planeta en presencia o ausencia
de oxigeno.

Un conjunto puede definirse como la agrupacién de varios elementos que
comparten caracteristicas similares.

Para notar un conjunto se usan letras maytsculas y para los elementos se
suelen emplear letras mintsculas.

;
Seglin su envoltura celular, las células procariotas se clasifican en bacteria
Gam negativa, bacteria Gram positiva, arquea y micoplasma.
En un laboratorio se separd una célula de cada tipo, se les denomind a, b, ¢

y d, respectivamente y se agruparon en un conjunto P. Para notar este con-
junto, se puede escribir:

P=1{a b, cd}

~

1.1 Clases de conjuntos

De acuerdo con la cantidad de elementos, un conjunto puede ser vacio,
finito o infinito. Existe ademés un conjunto conocido como referencial o
universal cuyos elementos son todos los objetos de estudio en un contexto
dado.

o
El conjunto B de todos los niimeros pares que son impares es vacio, pues no
existe un numero que sea par e impar al mismo tiempo.
El conjunto C de todos los divisores de 20 es finito, pues sus elementos se
pueden contar.
El conjunto D de todos los nimeros impares es infinito, pues no existe un
Gltimo ndmero impar.

Para todos estos conjuntos, el conjunto universal o de referencia es el con-
junto de los nimeros naturales N,

,

B Ejcmplo 3 |

i El conjunto de los niimeros naturales N, el de los nameros enteros Z, el
i de los ndmeros racionales @ y el de los nimeros irracionales | son todos
i infinitos. En este caso, podria considerarse como conjunto de referencia el
i conjunto de los nimeros reales R.

MATEMATICAS € LARQUSSE



1.2 Representacion grafica de conjuntos

Los conjuntos se pueden representar graficamente mediante curvas cerra-
das, conocidas con el nombre de diagramas de Venn.

Para interpretar un diagrama de Venn se debe tener en cuenta lo siguiente:

1. Los elementos que pertenecen al conjunto se representan con puntos inte-
riores a la curva.

2. Los elementos que no pertenecen al conjunto se representan con puntos
exteriores a la curva.

3. Ningun punto puede representarse sobre la curva.

4. El conjunto referencial se representa mediante un rectangulo para diferen-
ciarlo de los otros diagramas.

-
De la Figura 1.1 se deduce que los elementos 2,4, 6, 7 y 8 pertenecen al con-
junto B, el cual se escribe de la siguiente manera: B = {2, 4,6, 7, 8}.

Los elementos 0, 1, 3, 5 y 9 no pertenecen al conjunto B.

Todos los nimeros dentro del rectangulo conforman el conjunto referencial
o universal U. En este caso, U = {0,1,2,3,4,5,6,7, 8 9} es el conjunto de los
ndmeros naturales entre 0 y 9 incluyendo al 0.

Los que estan por fuera del conjunto A estudiaran una carrera distinta. En

Figura 1.2
total nueve estudiantes se dedicaran a otras profesiones.

Es imposible saber qué profesiones prefieren quienes no estan en el con-
junto A.

U
1
3
5
9 Figura 1.1
\h -—-
Rl Eiemplo 5.
1 . 4 .
1 El diagrama de Venn de la Figura 1.2 muestra el conjunto U de todos los U
1 . g . .
1 estudiantes de undécimo grado de un colegio y, en el conjunto A, se repre- =
. . ’ noa .y 7l P amio -

| sentaa quienes estudiaran Administracion de Empresas en la universidad. k) g
1 2
1 De acuerdo con el esquema se pueden deducir algunos hechos: Andes
1 i

A . Feli
$ + Eh el grado undécimo hay 16 estudiantes. | W

Manuel

i ¢ Los estudiantes que se inscribiran en Administracion de Empresas son: . e
1 i : : i P e
1 {Sebastian, Carolina, Manuela, Marcela, Ximena, Julio, Hernan} Oscar
1
1
1
]
1
1
1
1
1
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Conjuntos

Conjuntos

Figura 1.3

1.3 Operaciones entre conjuntos

Existen unas operaciones basicas que se pueden realizar con los conjuntos.
Estas operaciones son la unién, la interseccion, la diferencia, la diferencia
simétrica y el complemento.

+ La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto al que pertenecen todos los
elementos de A y B. Se representa A U B.

« La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto al que pertenecen
todos los elementos comunes de A y B. Se nota A N B.

« Ladiferencia entre A y B, notada como A — B, es el conjunto al que pertene-
cen todos los elementos de A que no pertenecen a B.

+ La diferencia simétrica de dos conjuntos Ay B es el conjunto A A B cuyos
elementos pertenecen ya sea a A 0 a B, pero no a ambos a la vez.

« El complemento de un conjunto A es el conjunto A° que contiene todos los
elementos (respecto de alglin conjunto referencial) que no pertenecen a A,

.
Dado el diagrama de Venn de la Figura 1.3, se tiene:
«AUR=1(35792533 - C—R=321)
cANC={37) + RAC=1{3921,33)
e R—C=19,33 . A =15,17,21,33)

Algunas propiedades de las operaciones entre conjuntos se muestran en la
Tabla 1.1.

Propiedad Union Interseccion
Asociativa AUBUC=AUBUCQ ANBNC=ANEBNQ
Conmurativa AUB=BUA ANB=BNA
Absorciéon AUBNA =A ANBUA =A
Distributiva AUBNGO=AUBNAUCG ANBUGO=ANBUMKNG
Tabla 1.1
-

Considera la Figura 1.3 y verifica que la propiedad distributiva se cum-
ple para los conjuntos A, C y R. En el diagrama de Venn se observa que
A=1{37925,C={35721yR={5779 733

Se debe verificar que AU (CN Ry = (AU C) N (A UR)

Al desarrollar el lado izquierdo de la igualdad, se tiene que:
AU(CNR)=1(3,7,925U(57=357925

Al lado derecho de la igualdad se tiene que:

AUQNAUR) =357921,25N{35792533} = (3,57,9,25)
De esa forma, AU (CNR)=(AUC)N (A UR)

,

MATEMATICAS © AROUSSE



I Persomiento numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_j

.

Ejercitacion

o Observa el diagrama de Venn de la Figura 1.4. o Encuentra el nimero de elementos de la union
o U &  delos dos conjuntos finitos A y B, teniendo en

cuenta que A — B tiene 20 elementos, B — A
tiene 28 y la interseccion de estos conjuntos
tiene 36.

Figura 14 o En un grupo de 60 personas, 27 toman bebidas frias

#® v 42 toman bebidas calientes, y a cada persona le
gusta al menos alguno de esos tipos de bebida. ;A
cuantos les gustan ambos tipos de bebida?

2. Escribe los elementos del conjunto A. ;Qué tipo
de numeros pertenecen a tal conjunto?

. ] r ?
b [Que-deseds COnUNILES 5] o En un grupo de 100 personas, 72 hablan inglés y 43

c. ;Existe A M B? Si es asi, indica cudles son sus & hablan francés.

elementos; si no existe, explica las razones. ;
a. Representa los datos en un diagrama de Venn.

b. ;Cudntos hablan inglés solamente?
e. HallaA N ByB M A,y escribe una conclusion. c. ;Cudntos hablan solamente francés?

f. HallaA — By B — A, y escribe una conclusion. d. ;Cuéntos hablan ambos idiomas?

g. iCual es el complemento de U? Evaluacion del aprendizaje
h. ;Cémoson A A By B A A? Explica. i

0 Cada uno de los 40 estudiantes de un curso prac-

d. HallaA UByBU A, yescribe una conclusion.

Comunicacién & tica al menos uno de estos deportes: futbol, ba-
o Construye y representa un diagrama de Venn con lonceStQ o voleibol. Se sabe‘que 18 juegan fatbol,
A tres conjuntos A, By C. Luego, verifica que se satisfa- 2‘0 pracFlcan baloncesto, 27 Juggan voleibol, 7 pre-
gan cada una de las siguientes propiedades. fieren futbol y baloncesto, 12 juegan baloncesto y
L A—B=AM B voleibol y 4, los tres deportes.
d. - =
bA—BNCO=A-BUA-Q a. Dibuja un diagrama de Venn para interpretar el
. A enunciado. Llama F al conjunto de los estudian-
- N tes que juegan futbol, v al de quienes juegan
dANU=A voleibol y B a quienes practican baloncesto.
LI.' AUU=U b. De acuerdo con el diagrama, ;jcuantos estudian-
fAND = tes practican fatbol y voleibol?, jcudntos juegan
g (AU Bf=A N B L fatbol y voleibol pero no baloncesto?
h.AUA=U

Resolucion de problemas

o De 40 estudiantes de undécimo grado, 14 toman
& clases de piano y 29 clases de violin.

a. Si cinco estudiantes toman ambas clases, jcuan-
tos estudiantes no asisten a ninguna de las dos?

0. jCuantos estudiantes toman clase de piano o
de violin?

¢. ;Cuéntos estudiantes toman Unicamente clase
de violin?

MATEMATICAS © LAROUSSE
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3

Pensamiento num

Saberes previos

Escribe cinco ndimeros comprendi-
dgs entre 1y 2.

Andrés observd la recta numérica
: della Figura 1.5 y dijo que los tnicos
: ndmeros que habia entre 3 y 6 eran

Figura 1.5

¢+ iQué opinas de esa conclusién?

Nimeros reales y la recta real

En realidad entre 4 y 5 hay una cantidad infinita de nimeros. Por ejemplo, si se
toma la unidad entre 4 y 5 y se halla su punto medio se encuentra el nimero
4,5; si luego se halla el punto medio entre 4,5 y 5 se halla un nuevo punto: 4,75
(Figura 1.6). Si se contintia de esa forma, se seguirdn encontrando mas y mas
ndmeros sin que se termine el proceso.

Figura 1.6

2.1 La recta real

Existe una condicion que cumplen los nimeros reales conocida como axio-
ma de completitud que garantiza una correspondencia biunfvoca (uno a
uno) entre el conjunto de los nlmeros reales y el conjunto de puntos en la
recta. A cada numero real le corresponde un Unico punto sobre la recta y a
cada punto en la recta, se le asocia un tnico niimero real.

Los puntos en la recta se identifican con los nimeros que representan o con
letras maysculas como A, B, C, etc. Mientras que las rectas se suelen nombrar
con letras minGsculas como g, b, ¢, etc. o diciendo "la recta AB", para hacer re-
ferencia a los puntos A y B que pertenecen a ella.

El conjunto de los reales cubre o completa la recta sin dejar “huecos”.

]

' b3 ’

1 Sobre la recta a de la Figura 1.7, se representaron algunos niimeros reales.
1 ’ i o s ¥
1 Entre cada par de estos niimeros existen infinitos ntimeros reales.
1

1

1

1

1

presiey o R . a
1
-1 -=— 0 142 2

2 V2 N Figura 1.7

e Eiemplo 2
Observa como se halla el resultado de cada operacion entre niimeros reales
y cOmo se ubica en el esquema de la Figura 1.8.

T W
“ Ay =o=15

2 Js=Viz=203
« 025 + 06 = 0416

5 N

3 243

() =142+ (\B5) =6+2-45

Figura 18

’
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@ Realiza todas fas actividades en tu cuaderno )

Comunicacion

o Identifica en la Figura 1.9
.1 cada conjunto numérico
asi: R, el de los numeros
reales; @, el de los racio-
nales; Z, el de los enteros;
N, el de los naturales, e I, 2
el de los irracionales. Figura 19

Escribe tres nimeros que pertenezcan a cada con-

junto.

o Completa el esquema de la Figura 1.10 con dos
@ ejemplos de nimeros que pertenezcan a cada con-
junto numeérico.

Numeros
reales

Racionales

Figura 1.10

o Determina el valor de la hipotenusa de un triangulo

@ rectangulo isdsceles para cada una de las siguientes
medidas de los catetos y clasifica el valor que halles
como racional o irracional.

a. Tcm b. 2¢cm

d. 2

c. am

Razonamiento

o Escribe dos nimeros racionales y dos irracionales

@ que estén entre cada par de ndmeros dados.
a.7y8 iaxﬁyx@ c. 15y18
d.—01y01 e 3y245 . —1y—05

Modelacion

o Analiza la veracidad de cada una de las siguientes
& afirmaciones.

a. La suma o la diferencia de dos niimeros reales
siempre es un nimero real.

b. El producto de dos nimeros racionales es siem-
pre un numero racional.

c. Bl cociente de dos nimeros racionales siempre

® es un nimero racional.

—e

o El valor del niimero pi () se obtiene cuando se di-

@ vide la longitud de una circunferencia entre su dia-
metro. Elige varios objetos redondos, como latas de
conserva, monedas, platos, pocillos, etc, y toma la
medida del contorno y del diametro. En cada caso,
determina el cociente de la primera medida entre la
segunda y escribe una conclusion.

Comunicacion

o Al nimero T que tiene infinitos decimales, se le han
.1 dedicado millones y millones de horas de estudio.
Aungue se han llegado a descubrir unos 2,7 billones

de decimales de 1r, ni la computadora mas podero-

sa ha sido capaz de calcularlo sin margenes de error.

De acuerdo con la lectura, ;que tipo de nimero es 7

Resolucion de problemas

o Un reloj adelanta % de minuto cada hora. ;Cuan-

® 10 adelantard en 5 horas, en medio dia y en una
semana’

o Para construir un metro de una obra, un albafiil em-
5 ; 2
® plea 6 horas. jCuanto empleard para hacer 14 3
, 1
metros? ;Cuanto parald 3 metros?

@ Se quiere cercar un campo rectangular. Se sabe que

@ uno de sus lados mide tres quintas partes de la me-

dida del otro y la diagonal mide 30 m. Calcula el pre-

cio que se deberd pagar por hacer la cerca si cada

metro cuesta $ 75000 y se desperdicia un 10% del
material empleado.

Evaluacion del aprendizaje

o Halla y representa sobre la recta real tres nume-
& ros A ByC tales que:

\

B sea un numero irracional negativo que se en-
cuentra entre dos nimeros racionales Ay C.

o Construye un cuadrado cuya diagonal satisfaga
& la condicidon en cada caso;

a. su longitud sea un numero irracional mayor
que 5.

b. su diagonal sea un nimero racional menor

que 10.

[



érico

¥

Pensamiento num

ssssssssnens

avean

Saberes previos

Q

ué significa cada una de las si-
entes palabras o expresiones:
o sumo”, "al menos”, "maximo”,

mo minimo" y "a lo mas"?

naliza

debe determinar el peso de un

.

- Se

camion antes de que atraviese un

pu

nel
ton
es
mi

ente. £l peso maximo permitido
el puente es de 32 toneladas. Si
cabina del camion pesa 10 to-
adas y la parte trasera pesa 6
eladas cuando esta vacia, ;cual
a carga que puede llevar el ca-
bn para que se le permita pasar

el puente?

sEsesssrrnsRRRRERRERRERR RS sassmsssnans

Desigualdades

Segun las condiciones del problema, la suma de los pesos de la cabina, de la
parte trasera y de la carga debe ser menor o igual que el peso permitido para
atravesar el puente.

Si se llama c al peso de la carga,

10 + 6 + c debe ser menor o igual que 32.

Es decir, 16 + c deber ser menor o igual que 32.

Luego, ¢ debe ser menor o igual que 16:32 — 16 = 16.
Asl, la carga del camion debe ser de maximo 16 toneladas.

Una desigualdad es una relacion de orden que se da entre dos cantidades
cuando estas son distintas.

R Eiemplo 1]

i Dos nlimeros reales a y b, se pueden comparar como se muestra en la Tabla 1.2.
: Notacion _ Ejemplos

E a << b significa que a es menor que b. 3<5 —6<—4 —-7<5 0<5
: a > b significa que a es mayor que b. P13 =ETE RS O
: a = b significa que a es menar o igual que b. FEI —5=~1 ~H=4 0=8
: a = b significa que a es mayor o igual que b. 8=7 —8=—9 6=6 (=-—4
E La notacion a # bsignificaqueanoesigualab. 5 # 3

1 Tabla 1.2

,

Las desigualdades satisfacen las siguientes propiedades. En cada una se usan
los simbolos <y > pero también se cumplen para los simbolos = y =,
respectivamente.

Transitividad
Para numeros reales arbitrarios a, b y ¢ se cumple que:

esia>byb > entoncesa > c. esia<byb<centoncesa < c.

ssia>byb = entoncesa > c ssia<byb = entoncesa < c.

Adicién y sustraccién

eSia<bentoncesatc<b+cya—c<b—c.

«Sia>bentoncesat+c>b+cya—c>b—vc

Multiplicacion y division

Para ndmeros reales arbitrarios a y b, y ¢ diferente de 0, se cumple que:

* Sic es positivo y a < b, entonces ac < bc y % < % ‘
b

+ “ a
* sicesnegativoy a <b, entonces ac > bcy — > =

Opuesto

» Sig < bentonces —g > —b. «Siag > bentonces —g < —b,

MATEMATICAS © LARQUSSE
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Actividades de aprendizaje

) Realiza todas las actividades en tu cuader@

—®

Ejercitacion
o Toma dos nimeros reales a y b distintos de 0, am-
@ bos positivos 0 negativos a la vez y verifica que:

. 1 1
a. sia < b, entonces o - B
1

b. sia > b, entonces % 4 B

Ahora toma dos néimeros de distinto signo y verifi-
ca que:

C. sia<b entonces — <
=

d.sia > b, entonces

sn|—~ =) |—~
c:r]—l cr|—\

o Escribe dos ejemplos para cada una de las propie-
A dades de las desigualdades: transitividad, adicion,
sustraccion, multiplicacion, division y opuesto.

Razonamiento

o Usa desigualdades para representar las siguientes
& expresiones.

a. Todos los nimeros reales mayores o iguales
que el opuesto de 10.

b. Todos los nimeros reales menores que 5.

c. Todos los numeros reales mayores o iguales
que —1y menores que 15.

o Determina entre qué par de nimeros esta cada ex-
@ presion six es un nimero mayor que 5 pero menor
que 10.

a.3x+5 b. =3¢+ c.5+ 3

Resolucion de problemas

o Escribe una desigualdad para interpretar esta pregun-
& 2 ;Qué nimero tiene que multiplicarse por 17 y al
producto sumarle 34 para obtener como minimo 68?
;Existe una Unica solucién para este problema? Si la
respuesta es afirmativa, indica cuél es; si la respuesta

es no, explica la razon.

o Mike Powell tiene el récord mundial de salto largo
@ con 895 m, el cual logrd en el Mundial de Atletis-
mo de Tokio, en 1991. El anterior récord mundial

lo tenia Bob Beamon, con 8,9 m. ;Cuéles distancias
puede lograr un atleta que no supere el actual ré-
cord mundial y sea mayor o igual que el anterior?

o Durante cierto periodo, la temperatura en grados
& Celsius (C) de una ciudad vario entre 25° y 30°. ;En
grados Fahrenheit entre qué valores vari6 la tem-
peratura? Ten en cuenta que la temperatura en
grados Celsius y en grados Fahrenheit se relaciona
mediante la expresion F = 1,8C + 32.

o Para determinar el coeficiente mtetectual de una

® persona se usa la formula: | = 1002 donde I es el
coeficiente intelectual, M es la edad mental (determi-
nada mediante un test) y C es la edad cronoldgica.

Encuentra una desigualdad que muestre entre qué
valores esta la edad mental de un grupo de nifios
de 11 afios, teniendo en cuenta que la variacién de |
esta dada por 80 < | < 140.

Evalvacion del aprendizaje

0 Califica cada afirmacion como verdadera o falsa.
& Encadacasoay b son nimeros reales.

a. Sia < bentoncesa — b <0.

b. Sia < 0 entonces a es negativo.

M

. La desigualdad a < b indica que a puede ser b
o cualquier nimero menor que b.

d. Si @ es un nimero real negativo y b es un real
positivo, a < b.

e. Para todo numero real no negativoa — a < 0.
f. Sia < b entonces a’ < b’
g. Sia < Oentoncesa’ < 0.

h.Sia=0,a’= 0.

)
\J

La bacteria A. ferrooxidans crece en lugares con
pH entre 1,5y 25, y se alimenta de metales to-

xicos, por lo que es importante en el proceso de
limpieza de aguas contaminadas.

Escribe la desigualdad que indica el pH en

el que vive la bacteria.
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Séberes previos

Llantos numeros haya entre —5
7 ;Qué desigualdad representa a
s numeros?

uiles quiere alcanzar una tortu-
que corre 10 veces mas lento
e ¢l. jPodra lograrlo?

o T e i

'a

; Notacion de
Nombre del intervalo Siresiie
Abierto (a,b)
Abierto a la izquierda y (a.b]
cefrado a la derecha ’
Cerrado a la izquierda y (4, b)
abjerto a la derecha '
Cerado (a, b]
!nf nl|t0 abiertoa la B, ol
izquierda
I
_nf n.Jto cerradoa la fig e
izquierda
Infjnito abierto a la _—
defecha
Infinito cerrado a la s
detecha
Inflnito (—o=, +o0)
Tabla 1.4
|

Intervalos y entornos

4.1 Intervalos

En la llamada Paradoja de Aquiles y la tortuga, se cuenta que Aquiles, un veloz
corredor, decide competir en una carrera contra una tortuga. Convencido de
su triunfo, Aquiles —ubicado en un punto A- le da una ventaja inicial al animal
—ubicado en un punto B.

En poco tiempo, Aquiles llega al punto B, pero en ese momento se da cuenta
de que la tortuga ya no esta ahi, sino que ha avanzado un poco, hacia un punto C.

Cuando el corredor llega al punto C, la tortuga habrd nuevamente avanzado
una pequefiisima longitud hasta un punto D, y asi sucesivamente, infinitas
veces.

Se conoce como intervalo al conjunto de nimeros reales que va de un nu-
mero a otro o que estan comprendidos entre otros dos dados: a y b, o ex-
tremos del intervalo.

La clasificacion de los intervalos aparece en la Tabla 1.3. En cada caso a y b son
nimeros reales. La tabla 1.4 muestra el nombre de cada uno de estos intervalos.

Determinacion Notacion de

por conjuntos  intervalos Reesoniacion et Py
Todos los niimeros
< X<
ixfa <x <b} (a.6) @ b entreay b.
- Todos los niimeros entre
=7
{xfa < x = b} (a,b] a " ay b, incluyendo b.
. Todos los niimeros entre
Wa=x<bl Lo By ? 4 ay b, incluyendo a.
. iy Todos los nimeros entre
= g w
xla = x = b} [a. b] 4 b ay b, incluyendoay b.
~—o——o-——  Todos los n{
{x/x > a} (a, +oo) a e
mayores que a.
o Todos los nimeros ma-
{x/x = a} [a, +2e) a :
yores o iguales que a.
Todos los niimeros
o —
ix/x < b} (=, b) 5 menores que b.
Todos los ndmeros me-
s i
bx/x = b} (==, b] & nores o iguales que b,
R iy, ) Todos los nimeros
reales.
Tabla 1.3
-

Para representar un intervalo sobre la recta numérica, debe interpretarse a
cudl subconjunto de la recta real corresponde. Asi, {x/ 2 < x = 5} corres-
ponde al intervalo (2, 5], cuya representacion se muestra en la Figura 1.11.

Figura 1.11

MATEMATICAS € LAROUSSE
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r
Para participar en una prueba atlética, los competidores deben tener edades
desde los 14 hasta los 18 afios. Todos los jovenes cuya edad se encuentre en
ese intervalo pueden participar.

14 18

En este caso las edades pertenecen al intervalo cerrado [14, 18].

h

Rl Eiemplo 3

1 : ;

1 Se conoce como intervalo fundamental de temperatura, al comprendido —: 100
1 e : w0 o

1 entre |a temperatura de fusion del hielo y la del vapor de agua hirviendo a la =70
1 - . . e

1 presion de 760 mm de mercurio; estas temperaturas constituyen los puntos =60
| fijos. En la escala Celsius esas temperaturas son 0° C y 100° C, respectiva- % 40
| mente. 20
1 0
]

Asi, el intervalo fundamental en esa escala es el intervalo (0, 100).

B Ejcmplo 4

Sean A = [—3,4]y B = [—1, 7] se pueden efectuar todas las operaciones es-
tablecidas para los conjuntos. En la Figura 1.13 se representan los intervalos
Ay B; luego se realizan algunas operaciones con ellos.

-

—4 -3 —2 - 0 1 2 3 4 5 6§ 7 8 9

| | ! ! L ! L
T T T T T T T

i an T e 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ANB=[-14 AUB=[-37] A—B=[-3—1)
LB-A=(47) A= (—%-3)U4 +=) B =(—x—-1)U(7 +=)

4.2 Entornos

Se llama entorno abierto de centro a y radio r, y se denota por E(g, r), al
intervalo abierto (a — r,a + r). Asi, E(a,r) = (a — r,a + r).

Ela, 1)
1 1 L _r 1} 1 al 1] 1 ;" T 1 1 1
gura1.
Para representar el entorno £(3, 4), se hallan los dos extremos del intervalo a
partir del centro del entorno, ast:3 —4 = —1y3+ 4 =7.

Por tanto, £(3, 4) = (—1, 7), como muestra la Figura 1.15.

—4
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Escribe cada una de las siguientes desigualdades en

L 4

Intervalos y entornos

Se llama entorno cerrado de centro a y radio r, y se denota por £[g, r], al
intervalo cerrado [a — r,a + r). Asi, E[a, ] = [a — r,a + 7).

. 1
La Figura 1.16 muestra el entorno £ [5, %]

Figura 1.16

Un entorno reducido alrededor de a y radio r es un intervalo abierto al que
no pertenece a: Er*(a, r) = {x pertenece al intervalo (@ — r,a + r), x # a}.

¥ jcrmplo 7|

El entorno reducido Er*(3, 4) solamente tiene un punto menos que el entor-
no abierto E(3, 4) como se observa en la Figura 1.17.

Figura 1.17

.

su notacion de intervalo.
a4=x<9 b4=x>—=3 . x<6
dx>-=9 e x<o0 f.x>6

a Determina cada representacién de la Figura 1.18

COMO conjunto Yy escribe su notaciéon como inter-
valo.

a. & #
-5 7
b. & +
=B 7
. "
C- b hd
= 7

Figura 1.18

e Representa cada conjunto en la recta real.

a. (—eo, —2) U [3, +00) b. (—o0, 3] M [1, +20)

a Escribe con notacién de intervalos la representa-

cion de la Figura 1.19.

-0 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10
Figura 1.19

o Determina la union, la interseccién y la diferencia
@ simétrica para cada una de las parejas de intervalos.

a.A=[25]yB=[-13)
=(2,5)yB=(—13)
= 45 ¥B=]—13]
dA=(25]yB=(~13]
Comunicacion
o Bl intervalo [ -2,3 representado en la Figura 1.20
@ corresponde al resultado de alguna de las operacio-

nes que se presentan abajo. Decide cual y explica tu
eleccion.

B =5 4 -3 ~F - B 4 3 3 A4 &
Figura 1.20

a. La interseccion de (—es, 3] ( é J
2’
+

b. La union de (—eos, B)y( = ]

MU
MATEMATICAS € LAROUSSE
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c. Lainterseccion de (—oe, 3) y [—



e pensamienta numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuadernoj

o Representa en la recta real de la Figura 127 la in- @ Observa la Figura 1.22.

@ terseccion de los intervalos [1, 5] y (2, 6). Escribe el S = ¢
intervalo que obtuviste e interprétalo mediante una
, o
desigualdad. _3 he
Figura 122
4 0 1 2 3 4 5 6 7 a. Escribe en notacion de intervalo cada represen-
Figura 1.21 tacion.
o Escribe cinco nimeros que se encuentren en cada b. Escribe una operacion entre los intervalos de la
@ una de las siguientes intersecciones. figura de modo que el resultado sea (—3, 4).
a (0NN b. (\5. +oo) Nl ¢. Determina la interseccion de los complementos
de los intervalos representados.
cOnNNZ d. (JE,-l—co)ﬂN P

) Resolucion de problemas
Razonamiento

@ El intervalo QT es la medida del tiempo entre el co-

# mienzo de unaonday el final de otra en un electro-
a. Los intervalos [a, b] y (a, b) son iguales. cardiograma (ECG). El valor normal del intervalo QT
esta entre 0,30 y 0,44 segundos.

o Califica como verdadera o falsa cada afirmacion.
&

b. El conjunto de los niimeros reales se puede repre-
sentar como un intervalo abierto. a. Escribe en notacion de intervalo los valores de

¢. [a bl N (a b) = (ab) un QT normal.
d.[a,b] = (a,b) =D

: , : o Evalvacion del aprendizaje
@ Analiza qué se obtiene en cada una de las siguientes )

b. ;Cuanto tiempo dura la onda de un QT normal?

& intersecciones: o Observa la representacion de la Figura 1.23 y rea-
a. (—o, +0) N Z b. (=, +) N Q # liza lo que se indica en cada caso.
C. (—oc, +) N ] d. (—00, +o2) (%) a C b d Figura 1.23
0 Escribe dos intervalos que cumplan la condicion a. Nombra como conjuntos los intervalos de la
@ Que se enuncia en cada caso. figura.
a. Su interseccién es vacia. b. Escribe cada conjunto en notacion de intervalo.
b. Su interseccién es un Unico punto. c. Clasifica cada uno de los intervalos que nom-
i : ; braste en el literal a.
¢. Su union es el conjunto de todos los nimeros
—— d. Interpreta mediante desigualdades cada uno
d. Su diferencia simétrica es vacia. Sl 105 It VAo UE e miAske.
e. Escribe una operacion cuyo resul
e. Su complemento es (—oeo, —2) U [3, +o0). P Y tado sean los

_ B ‘ puntos de la grafica que tienen doble rayado.
f. Su interseccion es uno de los dos intervalos.

o Analiza y responde la pregunta en cada enunciado.
% . Siel centro de un entorno abierto es 3y su
radio es 0, jcudntos puntos tiene ese entorno?

@ Halla dos entornos que cumplan las condiciones
@ que se mencionan en cada caso:

. a. Abiertos y cuya interseccion sea vacia. Explica tu respuesta.

8 =

3 b. Cerrados y cuya union sea el entorno [0, 3). b. Si el centro de un entorno reducido es 3 y su
g ¢. Reducidos con el mismo centro, pero uno con radio es 0, j;cuantos puntos tiene ese entorno?
é un radio que sea el doble que el del otro. \ Explica tu respuesta.

'
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1dles niimeros sobre la recta nu-
rica estan a 7 unidades del nt-
ro 8?7

B Analiza
Un

A persona que toma un taxi

. debe pagar $ 2 000 por el arranque
acarreray S 0,8 por cada metro
orrido.

la persona tiene $ 12000, es-
ibe la expresion que muestre
Iantos metros puede avanzar
DMO MAaximo en su recorrido,
bn ese dinero.

Inecuaciones y valor absoluto

Por el hecho de subirse al taxi, la persona debe pagar $ 2000, y si se llama x a la
cantidad maxima de metros que puede avanzar con el dinero que tiene, enton-
ces la expresion buscada es 2000 + 0,8x =< 12 000. Esta expresion es una des-
igualdad que contiene una incégnita y recibe el nombre de inecuacion lineal.

5.1 Inecuaciones lineales

Una desigualdad que tiene por lo menos una incognita con exponente 1
recibe el nombre de inecuacion lineal.

Cuando se plantea una inecuacion lineal puede ocurrir que uno, ninguno o
varios valores satisfacen la desigualdad. Encontrar dichos valores consiste en re-
solver la inecuacion y para ello, se aplican las propiedades de las desigualdades
y los procesos algebraicos empleados en el despeje de ecuaciones.

o Eiemplo 1]
Para saber cuéntos metros puede avanzar como maximo la persona de la
situacion inicial, se debe resolver la inecuacion 2000 + 0,8x < 12000 asf:

2000 — 2000 + 0,8x = 12000 — 2000 *+———— Seresta 2000 2 ambos la-

dos de la inecuacion.

Se reducen términaos
semejantes.

08x=10000 =

Se dividen ambos lados
de la inecuacion entre 0.8,

x=12500 =

Por tanto, la persona puede avanzar méximo 12500 m, que son 12,5 km, con
el dinero que tiene. La solucion se puede escribir (—os; 12,5); en este proble-
ma, no tiene sentido hablar de distancias negativas, asi que la solucién real
es [0; 12,5].

,

5.2 Inecuaciones cuadraticas

Una inecuacion cuadratica es de la forma: ax? + bx + ¢ < 0, u otra expresion
de la forma anterior, que incluya alguno de los otros simbolos de desigualdad.

o Eiemplo 2
Para resolver la inecuacién x* — x — 20 > 0, se aplican los siguientes pasos:

1. Se iguala el polinomio cuadratico x* — x — 20 a cero y se obtienen las
raices de la ecuacion de segundo grado usando la férmula cuadrética.

—(—NEJ— —4)—20) 1+ J1+80 149 [x=5

a 2(1) -T2 T =>{x2=—4

2. Se representan esos valores en la recta real, se toma un punto de cada
uno de los tres intervalos en los que queda dividida la recta y se eva-
lda el polinomio x* — x — 20 con estos. La solucién S estd compues-
ta por los intervalos (o el intervalo) que definen los resultados de |a
evaluacion que satisfacen la desigualdad. En este caso, la solucion es:
S=(—eo, —4) U (5, +).

T T A . (|
T

-...‘Tb..,,

i ]

LT T S

-5

£

Figura 1.74

MATEMATICAS © LAROUSSE



I romamiemomumerico

5.3 Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real representa la distancia que hay de ese
niimero a cero. El valor absoluto de g, se denota lal.

La distancia de —4 y de 4 a cero es la misma, asi que | —4| = 4] = 4, como
se observa en la Figura 1.25.

‘ 4 4

-7 -6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

5.4 Propiedades del valor absoluto

El valor absoluto cumple las siguientes propiedades para a y b nimeros reales.

l.|a| =0 2.|a| = 0siysolosia=0 3.|a-b|=|a|-|b]|

4.Ja+bl=lal+|b| 5.]-a| =]la| 6.|a — b| =0siysolosia=b
al _ 9]

7.\, Hmbio 8. X2 =x

9. Para k, un nimero real positivo, |x| < k si y solo si —k < x <k.

Posibles valores para x
]

. Figura 1.26
55 5 % igura 1.26

10. Para k, un numero real positivo,

x| > ksiysolosix>kox < —k.

_—Posibles valores para x

K 0 k Figura 1.27
ol Ejemplo 4
Sia = —4yb = 6, se verifican las siguientes propiedades:
3. [(~4] =6} = |4 vl6] == =2

4.|—4+6|<|—4| +|6|yaque2<4+6
5.[—4| = |4] y [—6| = 6]

s [ Lo Y, ]
7.[51= 5l - 4

8.|—4|* =4y 6] = 6

ol Eiemplo 5 |
Existen inecuaciones con valor absoluto como |x — 4| > 12 y para saber
cuales valores de x la satisfacen se aplica la propiedad 10, ya que 12 > 0.

Con dicha propiedad se obtiene que x — 4 > 12 0x — 4 < —12. De donde
x>160x << —8

MATEMATICAS © LAROUSSE




érico

3

Pensamiento num

Inecuaciones y valor absoluto

5.5 Inecuaciones con valor absoluto

,

s,

Para resolver una inecuacion con valor absoluto, se deben aplicar las pro-

piedades del valor absoluto, de manera conveniente.

= Ejemplo 6

La inecuacion |x — 3| < 4 se resuelve al aplicar la propiedad 9 del valor ab-
soluto, ya que 4 > 0. Con base en ella, =4 < x — 3 < 4y para resolverla se
adiciona 3 a cada miembro de la inecuacion:

—4+3<x—3+3<4+3delocual —1<x<7
Asi, la solucion de la inecuacion |x — 3| < 4 es el intervalo abierto (—1, 7).

-0 t f f f f } f o

Si se toma el punto x = 8, que no estd en el intervalo de la solucién, se tiene
|8 — 3| = 5 que no es menor que 4, mientras que para x = 0 se cumple que
|0 — 3| < 4, por hacer parte de la solucién, como se ve en la Figura 1.28,

Con base en lo anterior, si se toma cualquier valor en el intervalo solucién,
la inecuacion se cumple mientras que para un valor fuera de este, no se
satisface.

B Ejcmplo 7|

Para resolver la inecuacion [3x + 5| > 8 se aplica la propiedad 10 del valor
absoluto, en cuanto que 8 > 0.

Deello se tieneque:3x +5>803x + 5< —8.

Al resolver la primera inecuacion la solucion es x > 1, es decir, cual-
quier valor en el intervalo (1, +eo); en tanto que la solucién de

1 ;
X +5<—8esx< — ?3 o sea el intervalo [_00, _E}
3

Con esto, la solucion de la inecuacion [3x + 5| > 8 es

5= (m.-?)u (1, +e0)

La “0” que se usa en la propiedad 10, indica la unién de dos conjuntos.

| j_
ol

o

/

Figura 1.29

B Ejcmplo 5|

La solucion de la inecuacién [3x + 5| = 8 incluye los valores extremos que
no fueron incluidos en la inecuacion del Ejemplo 7.

+ L £ . 1
Asi, la solucion de |3x + 5| = 8 es el conjunto S = [-oo, —?3} U [1, +e0), ya
que los valores extremos satisfacen la inecuacion.

UL, [N [— Lt O SO, R e | I PRS- cTRm s [
R — L S e T B T W p———

=10 -5 0

Figura 1.30
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Actividades de aprendizaje

Realiza todas las actividades en tu cuademo_)

Ejercitacion
o Resuelve cada inecuacion lineal. Expresa la solucion
& como intervalo y represéntala en un grafico.

a. Ix<8 b.9% +3>12
C. dx— 2= —32 . —ex > 12
e. —4x—6>—5 f2x+8>10

o Resuelve cada inecuacién cuadratica. Expresa la so-
o lucién como intervalo y represéntala en un grafico.

a.x?—6x+8=0 b. x?—2x+1<0

c.x*—6x+8>0 d x*+4x+3=0

e} — B+ 7<0 f.6x*—3x-3>0

Resuelve las siguientes inecuaciones con valor abso-
& luto. Escribe la solucién como intervalo y represén-

tala en un grafico.

& |~ Berd] <~
X =1

2

b | ~x5] > <2

=2

=1 d. —*\—Ex—1

o Resuelve las inecuaciones realizando el procedi-
.1 miento descrito: Primero, se hallan las raices del nu-
merador y del denominador. Luego, se representan
estos valores en la recta real y se continta el proce-
50 como en las inecuaciones cuadraticas, evaluando
las raices en la expresion del lado izquierdo de cada

inecuacion.
2Kt BT
a3 T —3 =) b. dx — 2 =0
x4+

=0 d.@<0
-

#*+2
Resolucion de problemas

e Interpreta y resuelve la inecuacion que resulta de
& cada enunciado. Luego expresa la solucion como un
intervalo.

a. Tres veces un numero x, restado de 18 es menor
que —90.

b. Doce veces un nimero x restado de 34 es mayor
que 8.

o El cabello de Helena mide 4 cm de largo y crece a

& razdn de 1,5 cm por mes. Helena quiere que su ca-
bello crezca al menos 7 cm. ;Cuantos meses debe
esperar para que eso ocurra?

o Una banda musical realizé una gira por tres ciuda-

& des, y logro reunir al menos 120000 espectadores.
En la primera ciudad la banda tuvo una audiencia
de 45000 y de 33000 en la segunda. ;Cuantas per-
sonas asistieron al concierto en la tercera ciudad?

Evalvacion del aprendizaje

o Halla el conjunto solucién de cada inecuacion.

® o, x—3<8 b 3x+ 5= 11
C.3Ix2—2x—8=0 d4’+7x—2<0
e. [6x + 9| > 15 f. |3x| > 21

Una camioneta pesa 890 kg. La diferencia entre el

& peso de la camioneta vacia y el peso de la carga
que transporta debe ser por lo menos de 410 kg.
Si la camioneta debe cargar cuatro cajas iguales,
;jcudnto puede pesar, como maximo, cada una
para que las pueda transportar?

N
o
(J(b ; ; :
?5;) De las personas que hacen publica su orientacion
Y sexual diversa, el 80% han percibido el rechazo
de su entorno social y por lo menos el 70% han
llegado a ser agredidas.

o ;Qué significa la expresion "por lo menos el
70% han llegado a ser agredidas?



Practica mas

Cohjuntos

Comunicacion

A G=KX-7=x<3

Observa el siguiente conjunto:

Luego, determina si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.
a.G={-7—6—-5—4-3-2—1012}
bG=1-23]

c¢7€G

d3€&G

Determina las operaciones a partir de los siguientes
& |conjuntos:

K= {x/2x = 20 G = {x/3x <18

P = {nUmeros primos menores que 15}

a. (KUPYNG
b.P— G

¢ (PNG)NK
d.(KAG)UP

Resolucion de problemas

o En una excursién de 100 personas, 38 visitaron una
@ [cueva, 24 navegaron por el rio y 44 practicaron de-
portes extremos. Doce personas fueron al rio y a la
cueva, 20 estuvieron en la cueva y practicaron algin
deporte extremo, 13 navegaron por el rio y practi-
caron alglin deporte extremo y 9 participaron en las
tres actividades. ;Cuantas personas fueron Unica-
mente al rio?

Numeros reales
Conmpunicacion

Representa en la recta real los siguientes nimeros:

® —2. 988, % :

Resuelve las siguientes operaciones y escribe el resul-
@ [tado redondeandolo hasta las centésimas.

a. 3(V2 +242) + (33 +243)
b. (2+2) + (243)

C. 31T [iJ
57

@ Realiza fodas les actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion
o Halla el perimetro de las regiones de las Figuras 131
® y132

d.
.-/. ' i \
o \
12 ¢m |
15cm —=f
Figura 1.31
b. AT
Al l2em
//)
/ s
v \‘
Wi
W
v
Figura 1.32

Desigualdades e inecuaciones

Ejercitacion

o Determina la desigualdad que se obtiene en cada
A caso.Dado que 12 > —5;

a. adiciona —15 a ambos lados de la desigualdad.

b. multiplica por —3 a ambos lados de la desigual-
dad.

c. divide por % a ambos lados de la desigualdad.
o Halla tres nimeros que hagan verdadera a cada
4l inecuacion,

a.3=b+7

b. =+ 543

cot+3=h-=12

d.Sb+ T =5

Resolucion de problemas

Se tienen dos astas de madera, la mas larga mide 3 dm
® mas que el doble de la més corta, que no excede los

20 dm. La medida de la tercera parte de la més larga

menos la mitad de la mas corta es mayor que 2 dm.

a. Plantea la inecuacion que representa la sicuacion.

b. ;Cudl es el valor minimo que puede medir el asta
mas corta?

c. ¢Cual es el valor maximo?

MATEMATICAS £ LAROUSSE



Resolucion de problemas

Estrategia: Descomponer el problema en partes

- )

MATEMATICAS £ LAROUSSE

En un grupo de 40 estudiantes se encontrd que 271 pre-
fieren el helado con sabor a vainilla; 17, el de fresa; 19, el
de mora; 8 prefieren combinar vainilla y fresa; 9, vainilla
y mora, y 7, fresa y mora. Si cinco combinan los tres sa-
bores, ;cuantos estudiantes no prefiere ninguno de estos
sabores?

1. Comprende el problema

« ;Qué informacién puedes obtener del enunciado?

« ;Qué te piden encontrar?
R: El nimero de € 15 (LIt ) pred

2. Crea un plan

« Organiza la informacion en un diagrama de Venn.

3. Ejecuta el plan

« Denomina V al conjunto de los que prefieren el sabor a
vainilla, F al de quienes prefieren fresa y M al de los que
prefieren mora.

« Cinco prefieren los tres
sabores; por tanto, se
ubica el nimero 5 en la
interseccion de los tres

CONjuntos.
Figura 1.33
« Como siete prefieren

fresa y mora y ya hay
cinco en los tres, en la
interseccion entre fresa
y mora faltan dos.

Figura 1.34

M Figura 1.35

R: Solo dos estudiantes no prefieren ninguno de los tres sabores.

« Ubica las demas inter-
secciones y cuenta el
total de elementos en
los conjuntos.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que los que prefieren fresa 0 mora, pero no vai-
nilla, son 17.

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno]

Aplica la estrategia
o En un grupo de 38 aspirantes a un cargo en una

empresa extranjera, 19 hablan inglés, 14 hablan
francés y 15 hablan aleman. Si 5 hablan inglés y
francés; 7, inglés y aleman; 3, frances y aleman,
y 2 personas hablan los tres idiomas, jcuantas
personas hablan solo uno de estos idiomas?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

Resuelve otros problemas

Si @ es un numero real, ;puedes encontrar un
valor para el cual a y su reciproco no tengan el
mismo signo?

o La expresion x = 200 + 5t representa la distan-

Cia en metros recorrida por un mévil, que realiza
un movimiento lineal (t en segundos). ;Cuan-
to tiempo minimo debe transcurrir para que el
movil recorra una distancia no menor a 500 m?

Formula problemas

Plantea y resuelve un problema en el cual se uti-
lice la informacion de la Figura 1.36
A 8

Figura 1.36

Enriquece tu vocabulario

« Busca en el diccionario las palabras unién, in-

terseccion y complemento. Escribe su significa-
do en tu cuaderno.

@,



Evaluacion del aprendizaje

Conjuntos
Comunicacion

o Indica si las afirmaciones son verdaderas o falsas.

“ (C_veroapero/ralso )

a. Un conjunto queda determinado por compren-
sion si se escriben todos sus elementos.

b. La unién de dos conjuntos es otro al que pertene-
cen los elementos de ambos conjuntos.

¢. Lainterseccion del conjunto vacio con un conjun-
to unitario es el mismo conjunto unitario.

d. La propiedad que indica la cantidad de elementos
de un conjunto se conoce como cardinalidad.

e. La interseccion de dos conjuntos unitarios siem-
pre es vacia.
Razonamiento

e Selecciona cual de los siguientes diagramas de Venn
# | representa la operacion A U B, dado que A = {_‘l, 2369
yB=1{0,1}. &

a. u b. U
B

SELECCION MULTIPLE |

B

Figura 1.37 Figura 138

B A

Figura 1.39 Figura 1.40

o Escribe los siguientes conjuntos por comprension.
e (ACTIVIDAD DE REFUERZ0 )
2. A={tridngulo, cuadrilatero, pentagono, hexagono, ...}
b. B = {leche, queso, mantequilla, yogur}

. C = {tetraedro, icosaedro, cubo, octaedro,
dodecaedro}

°Determina algunos elementos de cada conjunto y
o | clasificalos de acuerdo con la cantidad de elementos.

2. A = {x/x es un animal mamifero y acuético}
b. B = {x/x es un natural menor que 0}

((ACTIVIDAD DE REFUERZO

Numeros reales

Razonamiento

(ACTIVIDAD PARA COMPLETAR )

o Completa cada oracién con los términos dados, de
# tal forma que las afirmaciones sean verdaderas.

racionales, naturales, infinita,
(nico, semirrecta, distancia
a. A todo punto de la recta real le corresponde un
numero real.

b. El conjunto de nimeros naturales se puede repre-
sentar con una , tomando la mis-
ma entre cada par de nimeros,

c. El conjunto de nimeros enteros es una amplia-
cién del conjunto de niimeros

d. Entre cada par de nimeros | siem-

pre hay un nimero racional.
. La cantidad de niimeros reales es
Ejercitacion
G Realiza las operaciones entre nimeros reales expre-
# sando el resultado con dos cifras decimales.

(CACTIVIDAD DE REFUERZO )

a. \/§+2J§—4[% +21,67 2
b. (4 - %/7)+(11\/5—7)
[é+§]-(@+m)3

4
Desigualdades
Ejercitacion
°Completa con los signos <, >, o =, segln sea la
# relacion entre cada par de nimeros.

(ACTIVIDAD PARA COMPLETAR

. b. 33( ) 2901
a. U3 5. 331 g
c. 245604 1254604 . 100 |—10,0003
e. 132(0132 £ % 3

Razonamiento

°Ordena de menor a mayor los nimeros de cada

& conjunto. "ACTIVIDAD DE REFUERZO )
1 2 4 7
d. Tf 5 L] 3: 3 ’ 1.! Ti’ O

b.m, =2, =2, 3,6, =8, =2

. —5,43,38. -7
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Intervalos y entornos
Comunicacion

o Representa cada intervalo en la recta numérica y cla-
& sificalo como abierto, cerrado o semiabierto. Luego,
exprésalo como conjunto y escribe cinco elementos
que pertenezcan a él.

a. [3,18)

(CACTIVIDAD DE REFUERZO |

b. [—m, 7]

29
__,_2
"( 3 }

d. (11,3, 11.4]

e (\/g‘ JE)

@ Relaciona cada desigualdad con su respectiva repre-
& sentacion grafica.

[ACTVIDAD PARA RELACIONAR |

1 a<x<b

ba=x=b

=28 B

ca=x<b

Wt
2= B

da<x=b

fre

e.a<x

g

fb>x

ol

o

&
=18

Figura 1.41

Inecuaciones y valor absoluto

Ejercitacion

Q Une con una flecha cada inecuacién con su corres-
& pondiente solucién [ACTVIDAD PARA RELACIONAR )

a. x4+ x>—10 x<<S§
b. -3x+6>-9 x=2
. —12x—8<16 x <2
d 5% — 2931 x>6
e.6x—3<9 N =Sogs )

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

0 Resuelve las siguientes inecuaciones con valor abso-
& lutoy grafica su solucion.

(ACTVIDAD F REFUERZD )

d.

1
3x+— >3
4

b

x—§‘<—1
2

1
C.l6——x>2
6

d. 15’ =15
4

e [sx+2|>2

@ En cada caso, plantea una inecuacion cuya solucion

& sea la que se indica.

a{xeR/Ix<}
b xER/x> %}
CxER/Ix<0}
d{xeR/o<x<4}
e. x€ER/x< -1}

A
PREGUNTA ABIERTA

Resolucion de problemas

@ A un estudiante le califican sus evaluaciones sobre
& 100 puntos. Si en seis evaluaciones ha obtenido 97,
98, 89, 80, 99 y 95, ;cual debe ser la nota minima en

su siguiente evaluaciéon para obtener un promedio
igual o superior a 93? O S N

@ La suma de dos nimeros enteros es menor que 100.
& Siuno de los nimeros es el triple que el otro, jcudles
son los valores enteros maximos que satisfacen esta
condicion?

(SOLUCION DE PROBLEMAS |

@ Propon una situacion que se pueda describir con
& cada una de las siguientes inecuaciones.

(PREGUNTA ABIERTA )
ax—21>5%
b.4g+2<3
c.2c+4>10
di—=3(=1)<0
e.3m+2<10

 J



Funciones




Pensamientos variacional y espacial

« Analizar las relaciones y pro- « A reconocer las propiedades « Modelar fendmenos por me-
piedades entre las expresio- de diferentes tipos de funcio- dio de funciones polinomi-
nes algebraicas de las gréficas nes, a realizar operaciones y a cas, racionales, con radicales,
de algunas funciones. construir sus graficas. exponenciales o logaritmicas.




Pensamiento variacional

32

: SOs
: ma

Sa

La
me
ded
usg

De

Clo

beres previos

depreciaciéon es el mecanismo
diante el cual se reconoce el
gaste que sufre un bien por el
que se haga de este.

acuerdo con esa definicion, ;de

que factores depende la deprecia-

n de una maquina?

Analiza
: El dosto anual, en millones de pe-

pla

del mantenimiento de una
quina para fabricar botellas de
stico en funcion del tiempo que

¢ lleva funcionando viene dado por

la relacion f(x) = x> — x + 1.

: » ;Cuanto dinero se ha invertido

en el mantenimiento de la ma-
quina luego de su tercer afio de
uso?

Un

-----------------------------------

a tabla de valores es una repre-

sentacion de datos, mediante pares
ordenados que expresan la relacién
entre dos variables.

La expresion analitica de una fun-

cio

M es una ecuacion que relaciona

alggbraicamente las variables que
intgrvienen.

La
dib

grafica de una funcién es un
ljo 0 boceto que permite co-

noder intuitivamente el comporta-

3
=

iento de dicha funcién.

T T e

1 Concepto de funcién, dominio y recorrido

1.1 Concepto de funcion. Dominio y recorrido de una
funcion
Para responder la pregunta de la seccién Analiza, se debe sumar el costo del
mantenimiento de la maquina durante cada uno de los tres primeros afios.
+ El costo del mantenimiento de la maquina durante el primer afio fue:
A1) =1—=1+1=1(estoes 1 millén de pesos).
+ En el segundo afio esa inversion fue de:
f(2) =22 =2+ 1 = 3 (es decir, 3 millones de pesos).
« En el tercer afio, el mantenimiento costo:
f(3) =3— 3+ 1=7(0sea 7 millones de pesos.).

Después del tercer afio de uso, se habfan invertido en el mantenimiento de la
maquina: 1 + 3 + 7 = 11 millones de pesos. Esto se puede establecer debido
a que para cada afo el costo de mantenimiento es Unico.

Una funcion f es una relacion que asigna a
cada elemento x de un conjunto X un Uni-
co elemento y de un conjunto Y. Se llama
dominio de f (que se indica como D(f)) al
conjunto de valores que toma la variable
independiente, x. El recorrido de f (que se
nota como R(f)) es el conjunto de valores
que puede tomar la variable dependiente,
y, esto es el conjunto de las imagenes.

X = D(f) Y = R(f)

Figura 2.1

1.2 Formas de definir una funcién

Las funciones se pueden determinar de varias formas:

+ Mediante una tabla de valores.
+ Mediante su expresion analitica.
+ Mediante su grafica.

Ejemplo 1
La relacion f(x) = x* — x + 1 es una funcién que esta expresada mediante
su expresion analitica.

Para trazar su gréfica, puede construirse una tabla de valores.

X f(x) f=3j={=3F—1=3] % 1=9% 3 +7=13
-3 | 13 (=) =(-2P—(—2)+1=4+2+1=7
-2 fl- == —={=+ 1=+ 1+1=3
_; ? fO)=0C-0+1=0-0+1=1
> fy=r=-1+1=1-1+1=1
> | 3 fRA=2-2+1=4-2+1=3

Tabla 2.1

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Al representar las parejas ordenadas (—3,13),(—2,7),(—1,3),(0, 1), (1, 1) y
(2, 3) y unirlas mediante un trazo, se obtiene la representacion gréfica de la

funcion f(x). (Figura 2.2).

A partir de la grafica de la funcion f es posible determinar su dominio y

recorrido.

Puesto que x puede tomar cualquier valor real D(f) = R.

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

., 1 p
De otro lado, se observa que la funcion toma valores para y = —»asique X

R(f) = {y ER/y= %}C[ue puede indicarse mediante el intervalo [ % , OC] g

Actividades de aprendizaje

Figura 2.2

Modelacion

o Escribe la expresién analitica de las funciones defini-
® das en los siguientes enunciados.

a. A cada nimero real se le asigna el triple de su
cuadrado menos el doble de su cubo.

b. A cada nimero natural se le asocia la raiz cua-
drada negativa de la suma de su cuadrado con él
mismo.

o Dibuja la grafica de estas funciones. Elabora una ta-
& bla de valores en cada caso.

a. flx) = x*
b. f(x) = 5x — 1
. fO)=|x+1]+]|x-1]

Resolucion de problemas

o Indica el dominio y el recorrido de las funciones re-
& presentadas en las figuras 2.3 y 2.4.

a. b.

Eoura 2.3
FIgLra 4.9

Evalvacion del aprendizaje

O Se quiere construir un rectangulo de 12 m? de

& area. El area depende de las medidas que tengan
la base x y la altura, y. Por ejemplo si la base es
6 cm, la altura sera 2 cm.

-

a. Completa la tabla que da la medida de la altu-
ra y, para distintos valores de x.

HBBEN 1 | 15| 2 | 3 4|5 6
Alturay 12 8

b. Ubica cada par de puntos y construye la grafi-
ca correspondiente.

. Determina la expresion analitica de esta fun-
cion, su dominio y recorrido.

La epidemiologfa es una rama de la medicina que

trata la ocurrencia, propagacién y control de una

enfermedad contagiosa. Esta se vale de modelos

matematicos, que se interpretan con funciones.

» ;Qué cuidados tienes en cuenta si te enteras de
que ha aparecido un brote de una enfermedad
contagiosa en el lugar donde estudias?

33



Pensamiento variacional

34

Sa
Tal

....................................

] L

B e T s P e ettty it o«

2 Puntos de corte con los ejes. Signo de una funcién

beres previos [ Conoce |

bula seis valores de =15 2 1,5 2.1 Puntos de corte de una funcion con los ejes

traza la grafica de la funcion Los puntos de la gréfica de una funcién y = f(x) son de la forma (g, f(a)) con

fix) =x =1, a € D(f). En la Figura 2.5 se observa que la grafica de f corta el eje de las abscisas
en los puntos (—3,0), (1,0) y (3,0) y el eje de las ordenadas en el punto (0, 1).
m Las coordenadas de los puntos que pertenecen al eje X, las abscisas, son de la
forma (a, 0) y las de los puntos que pertenecen al eje Y, las ordenadas, son de
¢ Determina las coordenadas de los la forma (0, a).
: puntos de corte de la funcion f de
S s frigura 2.5, con los ejes de las abs- Los puntos de corte de la funcion f con el eje X se calculan resolviendo la
: cisas y las ordenadas. ecuacion f(x) = 0. Puede haber mas de un punto de corte de una funcién
: v con el eje X.
f El punto de corte de la funcion f con el eje Y es el punto (0, f(0)). Hay méxi-
/\1\ mo un punto de corte con el eje Y, ya que si no, f no serfa funcion.
ol N X
2.2 Signo de una funcion

Para representar una funcioén, es util saber en qué intervalos la grafica de la
funcidn va por encima o por debajo del eje X, es decir, donde se cumple que
f(x) > 0y donde que f(x) < 0. Para ello, se deben sefalar sobre el eje X los
puntos de corte de la funcion con este y los puntos de discontinuidad v, a
continuacion, estudiar el signo de la funcion en los distintos intervalos en que
el eje queda dividido.

: ; 555 X— 8
Halla los puntos de corte con los ejes y el signo de la funcién f(x) =

x—2

+ Puntos de corte con el eje X: estos se encuentran resolviendo la ecuacion
o X =G
f{x) = 0, es decir,
L X~ 2 :
de corte de la funcion con el eje X es (6, 0).

= 0. La Unica solucién es x = 6; luego, el punto

= L « Puntodecorteconeleje Y:secalculaelvalordelafuncién parax = 0.Esdecir,
! : 0—6 i ;
2 2/6 2 f(0)= P 3. Entonces, el punto de corte de la funcién con el eje Y es
1 (0,3).

- Signo de f(x): se debe resolver la inecuacién f(x) > 0.

Figura 26 Intervalo Signo de f(x) Significado
= La gréfica de f(x) esté por
< — —
¥<2 1 flO)=—=+=fx>0 encima del eje X en (—¢¢, 2).

La grafica de f(x) esta por
=<0 debajo del eje X en (2, 6).
La grafica de f(x) estd por
encima del eje X en (6, +0),
Tabla 2.3

2<x<6b f(3) =

T
¥

#=6 | 7)== =+ SfR>0

En la Figura 2.6 se muestra la representacion grafica de f ().

MATEMATICAS € LARDUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_]

Modelacion

o Dibuja una funcién f que cumpla las condiciones
w dadas en cada caso.

a. El dominio de f es R; los puntos de corte con el
eje X son (—5,0),(1,0) y (4, 0); el punto de corte
con el eje Y es (0, 2) y el recorrido de fes [ =5, 5].

b. El dominio de fes (0, =); los puntos de corte
con el eje X son (5,0)y (12,0); y f(x) = 0.

c. Los puntos de corte con el eje X son (—2,0),
(1,0) v (3, 0); el punto de corte con el eje Y es
0,2y yf(x)=0en(—2,1) U (3, +=).

o Traza la grafica de una funcién que cumpla lo sefia-
@ ladoen la Figura 2.7.

Y Si
hay
funcion
14+
Si Ol 1 3 . L
hay ' hay
funcién i ! funcién

Frgura 2.7
Ejercitacion
o Determina los puntos de corte con los ejes y el sig-

21 no de las funciones representadas en las figuras 2.8
y 29.

Y
d. 21
|
(@] 1 X
Figura 2.8
Y i
h ; /;,.'
@ ;A
Vi N

Figura 29

]
Resolucion de problemas

o Las funciones de oferta y demanda en funcion del
& precio p de un producto son respectivamente:

2800
g=2p—10 qg= ——
p
Y LDemanda !
\ Cferta
e
o
o,
201 Equilibrio\x_
ol 20 Cantidad

Figura 210

a. Encuentra el punto de equilibrio (Figura 2.10) y
da el precio y el nimero de unidades correspon-
dientes.

b. ;Donde corta la grafica de la oferta el eje de las
abscisas? Explica qué significado econdmico
tiene ese punto.

c. Describe el comportamiento de las funciones de
oferta y de demanda en términos de los puntos
de corte y los signos.

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula los puntos de corte con los ejes; halla el
& dominio y estudia el signo segun los valores que
tome la variable independiente a lo largo del do-
minio y, finalmente, esboza la gréfica de cada fun-
cion.
a. fx)=6x—5
b.flx) =x"+3x—4

CAX)=(x+2) (x =1 (x=23)
d. f(x) = (6 + 2x)(x = P (x = 3)
e. flx) = x(x* + 2(x* =)

fAx) = x(2 + 9) (2 — 9)

g f) = (x = 9) (2 +9)
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B Simetria

Saberes previos

Hay un dibujo que represente
ung montana que se refleja sobre

un

lago. Explica como lo hiciste y

degcribe las caracteristicas (forma,
tamano y curvatura) de la imagen
obtenida en comparacién con la

ma

ntana.

 doaize

: Observa la Figura 2.11 y determina
Delt

po de simetria que presenta.

/N

Figura 2.1

........................................

ik S Sty e B A I o P P ¢ i . . 4 s S

3.1 Simetria respecto al eje de ordenadas

El estudio de la simetria de funciones facilita la construccién de la representa-
cion grafica en el plano cartesiano si se reconoce la existencia de una reflexién
de una parte de las curvas.

La funcion de la Figura 2.12 es simétrica con respecto al eje Y, pues su grafica
se puede obtener reflejando la mitad de la curva con respecto al eje de las
ordenadas.
Una funcion es simétrica respecto al eje Y si se cumple que f(—x) = f(x).
Una funcion que presenta este tipo de simetria se denomina funcién par.

La funcion f(x) = x* es par, pues f(—x) = (—x)* = x> = f(x).
En la Figura 2.12 se aprecia la simetria respecto del eje de ordenadas.
Simetria par

Figura 2.12

3.2 Simetria respecto al origen de coordenadas

Una funcion es simétrica respecto al origen de coordenadas si se cumple
que f{—x) = —f(x).

Una funcion que presenta este tipo de simetria se denomina funcién impar.

E—

La funcion f(x) =% es impar, pues f(—x) = 1

i}
Tk

= —f(%).

En la Figura 2.13 se visualiza la simetria respecto al origen de coordenadas.

Y\,

| Figura 2.13

Simetria impar

MATEMATICAS © LAROLISSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@“ﬁéliza todas las actividades en tu cuaderno |

Modelacion

o Completa la grafica de cada funcion, considerando
@ que esta esimpar.

a.
Y
O X
b.
Y
\ 1 'J' 1
o] NG | x
1
|
|
|

Figura 2,15

o Para cada caso, grafica una funcion que cumpla las
@ caracteristicas dadas.

a. f tiene simetria par, f(2) = —5,f(—4) = 1,ysu
dominio es el conjunto de los nimeros reales.

b. g tiene simetria impar, g(2) = —5,g(—4) = 1.y
su dominio es [ —10, 10].

. h no tiene simetria par ni impar, h (1) = 0,
h(=2)=3yD(h)=[—125]

Razonamiento

o Resuelve lo que se indica en cada caso.
® . Determina si la funcién x* + x”, donde n ym
son nUmeros pares, es par, impar 0 no presenta

ninguna de estas simetrfas.

b. Haz lo mismo para una funcién x" + x™ con sus
exponentes impares.

c. Siparala funcidon x" + x”, m es par y n es impar,
;qué tipo de simetria presenta la funcion?

d. jPor qué crees que se utilizan los términos fun-
cion par y funcion impar?
o Analiza y responde.

® ;Por qué para las funciones no se estudia la simetrfa
con respecto al eje X?

e
Ejercitacion

o Determina si las siguientes funciones son pares o
@ impares, 0 si no presentan ninguna de estas sime-

trias.

_ 1
a. f(x)= “—I 1
b f(x) = x(x =)+ (x +1)
) =*—=3
dflx)=x* -5 +x=7
e. f(x) = vx

ff) =X =D+

g fix) = 32

2x +1
1. —; Xz
) =
| fx)=1x]
jo fO)= x> — 2% +x
1, six=>0
k.f(x)=10, six=0
-1 six<0

Resolucion de problemas

o Una piscina tarda tres horas en llenarse si se abren
# sus cinco grifos.

a. Escribe la funcién que relaciona el nimero de
grifos, x, con el tiempo, y, que se emplea para
llenar la piscina.

b. Representa la funcién obtenida.

¢. ;La funciodn es par o impar?

Evalvacion del aprendizaje

0 Lee, analiza y responde.

® . Siel punto (m, n) esta sobre la grafica de una
funcion par, jcudl otro punto esta también so-
bre la grafica y es determinado a partir (m, n)?

b. Si el punto (m, n) esta sobre la grafica de una
funcién impar, jcual otro punto esta también
sobre la grifica y es determinado a partir de
(m, n)?

\ S
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: D
: tes|funciones.

Saberes previos

;Para qué valores la expresion
(x T+ 4)(x + 1) esigual a 07 ;En cua-
les|puntos f(x) = (x — 4)(x + 1)
cora al eje X? Escribe una funcion
que corte al eje X en los puntos
e lx=—Jyg= i

Analiza

1]

cribe las graficas de las siguien-

: a. [f(x) = ¢ cesunvalor

constante.

b. |g(x) = mx + b, donde

m # 0.

c. |h(x) = ax’ + bx + ¢, donde

a+ 0.

----------------------------------------

Sl

P

Figura 2.19

Funciones polinémicas

Conoce

La grafica de f(x) = c es una recta paralela al eje X; la grafica de g(x) = mx + b
es una recta de pendiente m; y, h(x) = ax* + bx + ¢ es una parabola que abre
hacia arriba, si @ > 0, o abre hacia abajo, si a < 0.

Las funciones £, g y h se denominan funcion constante, funcién affn y funcién
cuadratica, respectivamente; sin embargo, todas ellas son ejemplos de funcio-
nes polinémicas. Las funciones f(x) = 2, g(x) = —x + 1y h(x) = 2x> — 3 son
polinédmicas.

Y Y ‘-\ Y j
| \‘\ .

Figura 2.16 Figura 217 Figura 2.18

La funcion f(x) = axtabia.. 2P ek 02x2 +ax+a,dondea #0

y los exponentes de x son enteros positivos, se denomina funcién poliné-

mica de grado n. Las constantesa ,a_ ,a ., a .., a,a. se denominan
T e e e i I 4 R

coeficientes y a_ se denomina término independiente. El dominio de las
funciones polinémicas es el conjunto de los ntmeros reales,

En la Tabla 2.4 se registra el grado y el término independiente de algunas
funciones polinémicas.

Funcién polinémica Grado ' Término independiente
r(x) =4 0 4
flx) = 3x* — 2x* — 1 _ 4 =1
gx)=5x+2 1 2

Tahla 2.4
Para trazar un bosquejo de la grafica de una funcion polinémica se deben

hallar los cortes y los signos de la funcién.
En la funcion f(x) = x>+ 3x% — x* — 3x? se tienen:
« Puntos de corte con el eje X: se obtienen resolviendo la ecuacién f(x) = 0.
X+ = =3=0=x(x+3)x+ Nx—1)=0
Hay cuatro puntos de corte con el eje X: (=3, 0), (0, 0), (—1,0) y (1,0).
» Puntos de corte con el eje Y: (0, 0), ya que f(0) = 0.

» Signo de la funcién: se obtiene a partir de la expresién factorizada de la
funcion f(x) = x*(x + 3)(x + 1)(x — 1). Se completa la Tabla 2.5.

Por lo tanto, la grafi- f=on =30 (=38 1) |[{=1,2) | {1, +=9)
ca de f(x) (Figura 2.19), (x+3) - + + +
esta por encima del (x+1) — = + +
ge X en (-3, —1) y &K=1) - = — +
(1, +92) y por debajo del eje fix) - 2 - +
Xen (_00' _3) y (_1’ ])_ Tabla 25

MATEMATICAS € LARDUSSE
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4.1 Caracteristicas de las funciones polinémicas de la
forma f(x) = x"

« El recorrido de las funciones de la forma y = X% con n un namero par,
es [0, +).

« El recorrido de las funciones de la formay = x", con n un nimero impar, es el
conjunto de los nimeros reales.

« La grafica de las funciones polindémicas de la forma y = X, con n un namero
par, tiene forma de pardbola, similar a la funcién cuadrdtica y = x% si n es
impar, la grafica tiene una forma similar a la de la funcion cibicay = x°.

« Las funciones y = x", donde n es un nimero par, son simétricas respecto al
eje Y.

« Las funciones y = x", donde n es un ndmero impar, son simetricas respecto
al origen de coordenadas.

o La grafica de las funciones y = x", conn € Z, corta los ejes en (0, 0).

Ejemplo 2

Dado que las funciones f(x) = x% g(x) = x*y h(x) = x* son de la forma
y = x", con n par se cumple que.

1. Elrecorrido de cada una es el intervalo |0, +%).

2. Son simétricas respecto al eje Y porque:
f=x) = (—x)7 = x* = fx)
g(=x) = (=x)" = x* = glx)
R{—x) ={(—% = * = hix)

3. Tienen forma de parabola, similar ay = x”y cortan a los ejes en el punto
(0, 0), como se muestra en la Figura 2.20.

Ejemplo 3

Dado que las funciones f(x) = x g(x) = x* y h(x) = x", son de la forma
y = x", con n par se cumple que:

1. Elrecorrido es el conjunto de los numeros reales.

2. Son simétricas respecto al origen de coordenadas:

f(=x)=(—x)=—=x=—f(x)

3. Las graficas funciones g(x) y h(x) tienen forma similaray = x* y cortan a
los ejes en el punto (0, 0), como se muestra en la Figura 2.21.

Pensamiento variacional
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laciona

.

Pensamiento var

haz clic en el botén “Aplica”

némbralos como b, c y d.

N en

en .

s s i
epresenta funciones polindmicas en GeoGebra
» Observa el procedimiento para representar funciones polinémicas hasta de grado 3.
- i f . (7 Geotebrn o B OB
B Haz clic en el botén =2 selecciona e :
e B ' . = e e -
a opcién "Deslizador”y haz clic o [[] oAl ol O 2] &15] el ) g
bre la Vista Grafica de GeoGCebra. En o i =
> “ 4 as1 [ a=
la ventana que se despliega, cambia A = — |
£ .- 4 d=1 £ i
los valores maximo y minimo del a ey — i
intervalo por —10 y 10, respectiva- — ) e=
i : - Homibre . —_———
mente. Deja el incremento en 0,1y e E -
i R 7 T ———— 4
En GeoGebra aparece el deslizador " —. !
i l Min: -0 Méx 10 Incramenta: 01 &
a. Construye otros tres deslizado- s g G S T aa e e
res con las mismas caracteristicas y i L] .
i = = R —
la barra de entrada escribe [ﬁ’m o B e e - 5= e
ax’ + bx’ + cx + d y pulsa Enter. En Y I3 % 5% PN (6] [5) VA 0N 5 1y §e
GeoGebrase observa lagréficadela | "™~ *% "
4 k) = B Y +1a4 s i
funcion x* + x> + x + 1, ya que to- . ; T
FRTE] | a B=1
dos los deslizadores estan ubicados st ' PR
a g =R e o
a1
—_—_————
Ten en cuenta que si ubicas un des-
lizador en 0, esto equivale a elimi- EEE NG S B SR S N T
nar el término correspondiente al ' I
deslizador. De esta manera, podrds |
obtener la grafica de funciones poli- "
- i
| consn s r o |

némicas de grado 0, 1,2y 3.

distintas posibilidades.

a. ;Qué obtienes si ubicas todos los deslizadores en 0?

¢ (Que valores deben tomar los deslizadores para obtener una recta?

Mueve los deslizadores para cambiar el valor de los coeficientes de cada término;
observa como varfa la gréfica de la funcion polinédmica y responde.

b. Que valores deben tomar los deslizadores para obtener una parabola? Escribe

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional
@ Realiza todas las actividades en tu cuade@

Ejercitacion
o Determina cudles de las siguientes funciones son

@ polinébmicas y, para estas, halla el grado y el término
independiente.
a. fx)=7 b. flx) = 4%
¢ flx) = —4}(% +3 d o) =20 — 40+ 1)
o Halla el dominio y recorrido de las siguientes fun-
@ ciones polinomicas.
ay=x'+3 b. y=x>—1

cy=x+2 d y=x—4

Razonamiento

o Determina cudles de las siguientes graficas corres-
® ponden a una funcion polindmica.
a. b.

0 X 0 X
Figura 2.22 Figura 223
C d.
Y Y U
ol B ol X

Flaura 2.24

Hgura 245

Determina si cada afirmacién es verdadera (V) o fal-
& sa(F).
a. Una funcién polindmica con todos los expo-
nentes pares es una funcion par.

b. Una funcién polinémica en la que todos los
exponentes que aparecen son impares es una
funciéon impar.

¢. El producto de dos funciones polindmicas de
grado m es una funcion polindomica de grado m.

d. La suma de dos funciones polindmicas de grado
m es una funcion polinémica de grado m.

e. Si P(x) es un polinomio de grado impar con
coeficientes reales, la ecuacion P(x) = 0 siempre
tiene al menos una solucion real.

9
Modelacion

o Escribe un polinomio para cada caso.
® .. Grado 1y corte con el eje Y en (0, 3).
b. Grado 4 y (0, 0) como punto de corte con el
eje X.

c. Grado 3y es una funcion impar.

Resolucion de problemas

o Las graficas de las funciones cuadraticas tienen un
@ punto maximo si abren hacia abajo y un punto mi-
nimo si abren hacia arriba. En cualquiera de los ca-

sos, tal punto se denomina vértice.

El vértice de una pardbola es el punto que tiene
) )
abscisax = —.
2a

a. Determina el signodef(x) = —x* + 2x + 1.

b. ;Cudl es el vértice de una parabola que corta los
ejes en los puntos (—1,0), (5,0) y (0, —10)?

¢. Halla el dominio y el recorrido de la funcion cua-
dratica f(x) = —x? + 2x + 3. Luego, encuentra
el vértice de la parabola correspondiente.

o Una tenista ha lanzado una pelota que sigue una

& trayectoria dada por la formulay = 8t — t* + 1,6
donde t es el tiempo (en segundos) transcurrido
desde el lanzamiento y y es la altura (en metros) a la
que se encuentra la pelota.

a. ;A qué tipo de grafica corresponde la trayectoria
que describe la férmula?

b. ;Cuando alcanza la pelota su maxima altura?

c. ¢Cudl es la altura maxima conseguida?

Evalvacion del aprendizaje

o Halla los puntos de corte con los ejes de coordena-W
& dascada funcion polindmica y construye una tabla
de valores para trazar el bosquejo de su gréfica.

a. f(x) =3 —5x+1
b. g(x) = x* + x> — 2x

o Describe las caracteristicas de las funciones
® p(x) = x? ym(x) = x" y traza el bosquejo de sus
graficas.
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laciona

Pensamiento var

beres previos

ribe dos nlimeros racionales en
epresentacion como fracciones.

om

: Un
nar una lata cilindrica que con-

T N Y R R I

2 empresa de bebidas desea di-

ga 330 cm’ de refresco.

presa la cantidad de material
le se va a necesitar para cada
envase, en funcion del radio de Ia

ASe.

ErssEEsEAEREERERERESE ssssssnasEnnun

Larectay = mx + n (con m # 0)
es yna asintota oblicua de f si a

me

dida que |x| se incrementa, los

puntos de la recta y los de la grafica
de flestan cada vez mas proximos.

Figura 2.26

Funciones racionales

Para determinar la cantidad de material que se necesita para cada envase, se
debe hallar el area total de a lata cilindrica, la cual est4 en funcién del radio y
la altura del envase, que son cantidades variables en la situacién y deben expre-
sarse de modo que permitan calcular el 4rea.

Sires el radio de la base y h es la altura de la lata cilindrica en centimetros,
entonces:

V=mr’h =330yA__ = 2murh + 2%r’ = 2mr(h + 1)

al

Avea lateral  Area de las

dos bases

Al despejar h en la expresion del volumen y sustituirla en la del drea total se
obtiene que:

330
T

A ™= 2'173'(2'3— +
r

- . 330 + 7’ 660 + 277
h= r|=2ar = =

mr r
La expresion que corresponde al rea total es una funcidn en la variable r que
recibe el nombre de funcidn racional y tiene como dominio al conjunto de los
numeros reales diferentes de 0.

= S—E%, donde P(x)y Q(x) son polinomios y

Q(x) # 0, se llama funcién racional.

Una funcion f(x) de la forma f(x)

El dominio de una funcién racional f(x) = %(%
ros reales para los cuales Q(x) # 0.

es el conjunto de los nime-

. 3 — 32 4 ;
Las funciones f(x) = %ﬁ yglx) = 2X—X22_X4—1 son funciones ra-

cionales. El dominio de cada una se halla determinando los valores de la
variable independiente (en este caso x), que anulan el denominador:
» Para f se resuelve la ecuacion x — 5 = 0, de donde se obtiene que x = 5.
Luego, D(f) = R — {5}.
o Para g se resuelve la ecuacion cuadratica x> — 4 = 0.
XX—4=0=x=—-20x=2
Delocual, D(g) = R — {—2,2}.

5.1 Asintotas

Los valores que no pertenecen al dominio de una funcién racional definen
en ella asintoras, que son rectas a las que la funcién se acerca indefinidamen-
te, pero que nunca interseca.
* Larectax = g es una asintota vertical de f(x) = %
» Larectay = b es una asintota horizontal de f si, a medida que |x| se incre-
menta, el valor de f(x) se aproxima a b.

siP(a) # 0y Q(a) = 0.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamiento variacional

Ejemplo 2
La recta x =2 es una asintota vertical de lagraficadelafuncién h (x) = + E 5 y
En la Figura 2.27 se observa que la grafica se acerca a la recta x = 2, pero nun-
ca llega a tocarla. Con una calculadora se comprueba que, para valores de x
mayores pero cercanos a 2, la funcién crece indefinidamente; por ejemplo,

parax = 2,1y x = 2,001, el valor de h(x) es 20 y 2000, respectivamente. = =

Por otro lado, para valores de x menores pero cercanos a 2, la funcion es
decreciente; por ejemplo, parax = 1,9y x = 1999, los valores que toma h(x)
son —20 y —2000, respectivamente.

La recta y = 0 es una asintota horizontal de la gréfica de la funcion h(x) ya
que a medida que x crece o decrece indefinidamente, la funcion se acerca al
eje Y, pero nunca llega a tocarlo.

5.2 Caracteristicas de las funciones racionales de la forma
flx) = =
xﬂ
« Eldominioes R — {0}.
« Sines un nuamero par, el recorrido es (0, +).

« Si nes un numero impar, el recorrido es R — {0}.
. 1 g : S
« Las funciones y = —, con n siendo un nmero par, son simétricas respecto
X

aleje Y.

» Las funciones y = = eann siendo un nlimero impar, son simetricas respec-
X

to al origen de coordenadas.
» Lasrectasx = 0yy = 0 son asintotas, vertical y horizontal, respectivamente.
Ejemplo 3
.y 1 - .
En la funcion f(x) = E el dominio es R — {0} y el recorrido es (0, + =).

Las rectasx = 0y y = 0 son asintotas, vertical y horizontal, respectivamente,

para f(x).

fl—x) = : 1 - = ia = f(x); luego, f(x) es una funcion par y simétrica res-
—X X

pecto al eje Y.

La Figura 2.28 muestra la grafica de f(x).
un

flx)

a1

Figura 2.28
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Funciones racionales

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
1l Determina cudles de las siguientes funciones son ra-
cionales. Justifica tus respuestas.

I
a.fo) = 2=
S5x+3
b.g(x) = 7
2x
¢ hx)= .
s XV EER
dj0 =T33
B X
e kix) = ]
o Determina el dominio y las asintotas de cada una
@ de las siguientes funciones racionales.
g{x)=x“ +3x* —x+5
- x?—bx + 4
b it = 3x +4
3x — 4
) x—3
c fx)=
Jx) . =
2 _
(:[.k(x)z)(—z-z—5
x5 —=-5l]
—6x"
e. f(x)=
( X+
XS
X) =
£ Pl
h(x) ==X
8 X +8
4 x
h. k(x) = x
) X+t =2x=2
) TS, ot S
X2 — 14x + 49
2x—3
. X}z—'—
e BT
3x? —5x
kh ) sl
) x* —1000x
. 2
) (X) e
- (x — 3)(x + 4)x
. ®i=1
m f)= ==
1]

.- _.
Modelacion
o Dibuja la grafica de una funcién racional que cum-
@ placon las condiciones dadas en cada caso.

a. Tiene una asintota vertical en x = 2 y una asin-
tota horizontal eny = —1.

b. Su dominio es D(f) = R — {1} y tiene una asin-
tota horizontal en y = Q.

o Relaciona cada una de las funciones de las figuras

® 229y 230 con la férmula que le corresponde. Lue-
go, determina las asintotas, el dominio y la simetria
en cada una de ellas.

2
w = =]
o =]
bf¥) = —-
)i
_/b X
o]
Figura 229
2 ¥
1 X

—

Figura 2.30

Razonamiento

o Explica si puede haber alguna funcién racional cuyo
@ dominio sean todos los ndmeros reales y, en caso
afirmativo, escribe un ejemplo.

MATEMATICAS © LAROQUSSE
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G Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o fal-
® sa(F).
2. Toda funcion polindmica es racional.

b. La suma de dos funciones racionales es una
funcion racional.

c. El producto de dos funciones racionales, fy g, es
una funcion racional cuyo dominio corresponde
aD(f-g) =D N D)

d. Todas las funciones racionales tienen al menos
una asintota horizontal.

e. Todas las funciones racionales tienen minimo
una asintota vertical.

o Calcula las asintotas de las siguientes funciones, si k
& v asondos nimeros reales cualesquiera.

2 f =< b. flx) = ==
¢ fix) = xia d.fl) = ==

o Una funcion racional tiene una o mas asintotas
1 oblicuas solo cuando el grado del numerador es
una unidad mayor que el grado del denominador.
De acuerdo con esta informacion, determina si las
siguientes funciones tienen o no asintotas oblicuas.

2x?
LI ==
23+ 5%+ 3
i‘f(X) — ﬁ
—3x+ 2
€ ji) = ———

XZ

Ejercitacion

o Determina los puntos de corte con los ejes, el signo,
@ lasimetria y las asintotas de cada funcion.

a. f) = 5—
b. 60 = 51
==
d. = xs)jrs

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo |

Resolucion de problemas

@ La funcién racional f tiene una asintota vertical en
& x = 2yel dominio de la funcién ges R — {1}.

a. ;Se puede afirmar que 2 no es un punto del do-
minio de la funcién f?

b. ;Es x = 1 una asintota vertical de g?

0 Se ha comprobado empiricamente que las ganan-
# cias que obtiene un casino en la ruleta dependen del
tiempo que se permanezca jugando. Esta relacion en-
tre el tiempo y las ganancias se modela con la funcion
10000t
G(t) =

; £ + 40000 ‘ :
de juego en minutos y G(t), las ganancias en miles

de pesos.

, donde t representa el tiempo

a. ;Por qué se puede afirmar que este casino siem-
pre obtiene ganancias?

b. Qué ganancias obtiene el casino si la ruleta esta
ocupada durante media hora?

¢. ¢Lafuncion G (t) tiene alguna asintota?

Evalvacion del aprendizaje

~

0 Halla el dominio, el recorrido vy la ecuacion de las
& asintotas de las siguientes funciones. Luego, traza

la grafica aproximada de cada una.

_ 1 = =k
= o= b. fx) = ——
Jo)=— =1 bf=1+ —

id
o gexvalidady /g iy
3\6 60'6
Q %;

E)'\of‘ @

>
6:)0 El indice de masa corporal (IMC) asocia la masa
& ylatallade un individuo. Se calcula usando la ex-
presion: IMC = masa/estatura®, donde la masa se
expresa en kg y el cuadrado de la estatura en m®

Si dos personas tienen la misma masa pero una
mide 1,73 m y la otra 1,5 m, ;cual de ellas tiene
mayor IMC? Explica.
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TS

Hl-lt i

R N -

= RS wepan e e T e

Saberes previos

Q
ma
sio
pot
rist

e sabes en cuanto a los terre-
tos? Ellos se miden con expre-
nes matematicas que contienen
encias. Menciona tres caracte-
cas de la potenciacion.

Analiza

§La

energia liberada en un te-

: memoto, medida en kilovarios-

: hora,
: mepte
©E(x

se modela aproximada-
mediante la  funcion
= 0,02 - 10" donde x es la

: magnitud del sismo en la escala de

: Ric

nLer.

: » ;la energia liberada por un terre-

-----

46

oto de magnitud 6 es el doble

il
de la liberada por uno de magni-

ud 37

-----------------------------------

Funuones exponenaales y logarltmlcas

6.1 Funcion exponencial

Una opcién para responder la pregunta, consiste en calcular el cociente entre
la energfa liberada por el terremoto de mayor magnitud y el de menor v, si éste
es 2 se respondera afirmativamente al interrogante.

E(6) _ 002-10""¢ 00207

E3)  002-10"*  002-10%
Luego, la energia liberada por el terremoto de magnitud 6 no es el doble de la
liberada por el terremoto de magnitud 3, sino mucho mayor, de aproximada-
mente 31600 veces.

= 10° = 31622,78

Las funciones del anterior tipo y las de la forma f(x) = 10" son exponenciales
y se emplean para medir magnitudes que tienen un rango de variacién muy
grande. En este caso, para medir la energia liberada por un terremoto.

Una funcién de la forma f(x) = b* es una funcién exponencial, sempre que
b sea un ndmero real positivo distinto de 1.

6.2 Propiedades de la funcién exponencial f(x) = b
« El dominio de f(x) = b*es el conjunto de los niimeros reales.

» El rango de f(x) es (0, -+).

» El punto de corte de la funcion f(x) con el eje Y es el punto (0, 1).
» El eje X es una asintota horizontal de la gréfica de f(x)

« Lafuncién f(x) = b vista de izquierda a derecha asciende si b > 1, y descien-
desio<b <1,

En la Figura 2.31 se representan las funciones
exponenciales f(x) = 2* y g(x) = [%] Para

ellas se cumple que:

D(f) = R = D(g) [fo0 =2
R(f) = (0, +%) =R(g)
La interseccion de fy g con el eje Y es (0, 1). s
f vista de izquierda a derecha asciende,
mientras que g desciende.

Figura 2.31

6.3 Funciones exponenciales de la forma f(x) = a - b*

Las funciones de la forma f(x) = a - b*,cona # 0,b >0y b # 1, son funciones
exponenciales, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales.

El recorrido de f(x) = a + b* es el intervalo (0, +%) si g > 0, o el intervalo
(=9, 0) sia < 0.El punto de corte de estas funciones con el eje Y es (0, a).

it el b . sl 0 s o M, o, & M o o ke
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Ejemplo 2
En la Figura 2.32 se muestran las representaciones graficas de las funciones

f)=2-Fygx) =2 [%]

| ¥ f
1 |
1 |
[ f(x) =23
\.\\ I.-"f
\ /
\
AN
‘) Ly ML
! 3 / /Z;z..
P ™~
g~ SESOVRS, 11
o 4
Figura 2.32

El punto de corte con el eje Y de las funciones fy g es (0, 2) v,

D(f) = R =D(g) y R(f) = (0. +=) = R(g).

6.4 Funcion logaritmica

Una funcion de la forma f(x) = log x, donde a # 0y a’* = x, se conoce
como funcién logaritmica.

Ejemplo 3

Si f(x) = log,x para hallar el valor de f(1) = log,1, se debe encontrar un
valor y, tal que 2 = 1; este valor es 0, ya que 2° = 1.

Para hallar otros valores de f(x) = log, x, se realiza un procedimiento similar.

f(3)=toa, g =-3.4(3) = tog, 3 = 2 j@ =log,2 =1

6.5 Propiedades de la funcion logaritmica

» El dominio de la funcion f(x) = log_x es el conjunto de los numeros reales
mayores que 0 y el rango es el conjunto de los nimeros reales.

» Para todo valor a # 0, log 1 = 0; es decir, la interseccion con el eje X es el
punto (1, 0). La grafica de la funcion f(x) = log, x no interseca el eje Y.

» El eje Y es una asintota vertical de la grafica de f(x).

» La grafica de f(x) vista de izquierda a derecha asciende si @ > 1, y desciende

Pensamiento variacional

MATEMATICAS © LARCOUSSE

glx) = log x
si0<a< 1. | gt
| - fix) = log, x
Ejemplo 4 ! N =
En la Figura 2.33 se muestran las graficas de f(x) = log, x, g(x) = log,x y s (g X
) . 107’ e . hix) = log_x
h(x) = log,.x. Todas ellas se intersecan en (1, 0) y cumplen las demas pro- . o

piedades mencionadas.

Figura 2.33
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Actividades de aprendizaje

Ej¢rcitacion

1§) Determina lo que se indica si f(x) = 4y

@ g(x) = log, x.

af(-2)  bfO)  cgé)  d g

e Halla el dominio y el recorrido de cada funcién.

LJIFY glx) = log, (2x — 1) b. h(x) = 4"
c f(x) =47 d. r(x) = log[ _71]
e Lee y resuelve.

¥ | a funcién f(x) = e* es exponencial y es muy impor-
tante porque aparece en la descripcion de multiples
procesos naturales, como el crecimiento de pobla-
ciones de microorganismos.

Emplea la calculadora para elaborar una tabla de
valores y a partir de ella trazar la gréfica de las si-
guientes funciones. Luego, halla su dominio y su re-
corrido.

a.y=—%e’ b.y= 3* — 1

o Lee y resuelve.
¥ | El logaritmo que tiene por base el nimero e se

denomina logaritmo natural, se representa como
Inx = log, x y cumple que

y=log x&e'=x
:Cual de las siguientes relaciones son funciones bien
definidas? Realiza la grafica de aquellas que lo sean.
Utiliza la calculadora.

a. fix) = In(x + 1) b. g(x) = In(—x)

o Traza sobre un mismo plano la grafica de cada una
® |de las siguientes funciones y de su simétrica respec-
todelarectay = x.

a. f(x) = 4
¢ hix) = logx

b. glx) =
d i(x)=7

log, x

o Dibuja las gréFcas de las funciones exponenciales
® f(x) = 2, g0x) = 3 h(x) = e* en el mismo sistema
de ejes coordenados y describe tres caracteristicas,
de las aprendidas, que cumplan todas y al menos
dos diferencias entre cada una.

8
Modelacion

o Dibuja las funciones simétricas con respecto a la
@ recta y = x de las funciones exponenciales de las
figuras 2.34 y 2.35.

a. 1% o

,,o' 1 X

Figura 2.34

L4

O 1

L
. Figura 235
o Representa cada par de funciones en un mismo pla-

& no cartesiano y con diferente color.

2. f(0) =[§] y 80) = log, x

2

b.f(x) =log, x y g(x) = log, x
2

2| 3]
— X i
3] y g(x) [2]
Comunicacion

e Completa en tu cuaderno la Tabla 2.6 indicando de
@ qué tipo es cada una de las funciones.

. fl) =

a. f(x) = e* b. f(x) =e-x
. f(x) =loglx+3) d fix)=x-In2
e f(x) =47 f. fix) = x3
g. f(x) = In(2x) h. fix) = 5
. fims.f ncial "
Ni exponencial 2
ni logaritmica %
Tabla 26 E
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@ Determina y escribe el dominio, los puntos de corte
& con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

a. f(x) =log, (x* = 16) b. g(x)=log, (6x)

CfO)=(—x e df(x)=tn|—X ]
Jag=<1|

Q Un elemento radiactivo que decae en su crecimien-
& tof(t) después de un tiempo t

satisface la formula f(t) = 60 - 27%%,

Resolucion de problemas

a. ;Cual es la cantidad de este elemento al inicio
del proceso?

b. ;Qué cantidad queda después de 500 anos?
c. ;Qué cantidad queda después de 1000 afnos?
d. ;Qué cantidad queda después de 2 000 afios?

@ Una poblacion de conejos crece un 1,04% por dia.
& Define una funcién que describa el niumero de co-
nejos después de t dfas, con una poblacion inicial de

500 conejos.

La formula de interés continuo compuesto es
& A(t) = Pe", en donde A(t) es el interés obtenido
después de t anos, P es la cantidad inicial invertida \

Evalvacion del aprendizaje

o Las amebas son seres unicelulares que se repro-

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno)

@ La ley de enfriamiento de Newton establece que un

& objeto caliente se enfria siguiendo una ley exponen-
cial de acuerdo con la siguiente expresion:

yty =L+ (L —Le™

donde y(t) es la temperatura del objeto después
de haber transcurrido t minutos; L, la temperatura
ambiente; L, la temperatura inicial del cuerpo y ,
una constante que depende de la naturaleza del
objeto.

Con base en lo anterior, si una taza de café en una
habitacién a 20 °C se enfria de 80 °C a 60 °C en tres
minutos. ;Cudnto tiempo tardara en enfriarse a
30 °C? ;Cuanto tiempo tardard en alcanzar la tem-
peratura ambiente?

#& ducen partiéndose en dos. Supongamos que las
condiciones de un cultivo son tales que las ame-
bas se duplican aproximadamente cada hora, y
que inicialmente solo hay una ameba. Calcula el
numero de amebas que habra después de 1, 2, 3
y 4 horas. Construye la tabla de datos correspon-
diente, escribe la expresion analitica de la funcion
que define el crecimiento de la poblacion de ame-
bas, traza el bosquejo de su grafica y describe tres
de sus caracteristicas.

y r es la tasa de interés. ;Cual es el dominio y punto
de corte con el eje Y de A(t)?

@ La Tabla 2.7 muestra el nimero de peces, P que hay
& enunestanque al cabo de t meses.

t 0 1 2 3 4 5
B 25 43 75 130 224 387
Tabia 2.7
a. Encuentra la funcion que modela esta situacion.
b. ;Cuanto tiempo, aproximadamente, se necesita
para duplicar en cualquier momento la pobla-
cion de peces que hay en el estanque?
¢. ;Al cabo de cuanto tiempo, aproximadamente,
se llegard a una poblacion de 1000 peces?

Una bacteria en un ambiente favorable produce

4,7 X 10" bacterias en un dia. Define la funcién

que describa el nimero de bacterias después de t

dias, con una poblacién inicial de 1000 bacterias.

« ;Crees que el crecimiento exponencial de las
bacterias ayudan a los procesos de biorreme-
diacion? Justifica.
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Sa
Si
ga

beres previos

quieres hacer un envio de un lu-
aotro, ;de qué depende el valor

que te cobran?

: Un mayorista de frutas exdticas
: distribuye su mercancia segtin los
: datos de la Tabla 2.7:
Precio de envio de frutas exéticas
«BntreOkgy 50kg  $ 5000 por kg
+ A partir de 50 kg
menos de 100 kg B0 for iy

Mas $ 20000 de gastos de envio.
partirde 100 kg~ $ 4000 por kg
Mias $ 25000 de gastos de envio.

udia la funcion que expresa el
cio y, en funcion del peso x.

-----------------------------------

¥ (en miles de pesos)

51015 i e o e sk B e e /
|

400+ !
]
]
300 i
200+ i i
2
1004 I[ |
| | X
o 50 100
{en kg)
Figura 2.36

7  Funciones definidas a trozos

De la tabla se deduce la expresién que permite definir la funcion:
20+ 5x,51 0 << x <50

20+ 4,5x,s150 = x <100
25+ 4x,si x = 100

y=f(x)=

donde los precios estan dados en miles de pesos.

Como se puede observar, esta funcion viene dada por una formula distinta
para cada una de sus partes.

Las funciones definidas a trozos estan definidas aplicando diferentes for-
mulas a las distintas partes de su dominio.

Comportamiento de f en valores proximos ax = 0y x = 50

x=0 x <50 x>50
f(05) =20 +5(05) = f(495) =20 + 5(495) =  f(50,5) = 20 + 4,5(505) =
5225 $ 2675 $ 247,25
f01)=20+5(01) = f(499) =20+ 5(499) =  f(50,1) = 20 + 4,5(50,1) =
$205 $ 269,5 S 24545
f(0,01) =20 4+ 5(001)  £(49,99) = 20 + 5(4999) f(50,01) = 20 + 4,5(50,01) =
= §20,05 = § 269,95 $ 245,045
Tabla 2.8
Comportamiento en valores proximos a x = 100:
x <100 x> 100

£(99,5) = 20 + 4,5(99,5) = $ 467,75
£(99,9) = 20 + 4,5(999) = $ 469,55
(99,99) = 20 + 4,5(99,99) = $ 469,955

£(100,5) = 25 + 4(1005) = $ 427
f(100,1) = 25 + 4(100,9) = $ 4254
£(100,01) = 25 + 4(10099) = $ 425,04
Tabla 2.9

Todos los precios estan dados en miles de pesos

En esta funcion hay tres puntos de discontinuidad: en x = 0, en x = 50 y en
x = 100. Si se acerca a 0 tomando valores mayores, por la derecha, tiende a 20;
si se acerca a 50 tomando valores inferiores, por la izquierda, la funcién tiende
a 270 y si se acerca tomando valores superiores, por la derecha, tiende a 245.
Cuando x se acerca a 100, la funcion tiende a 470 y a 425 seglin se tomen valo-
res por la izquierda o por la derecha de 100, respectivamente.

Con esta informacion se traza la gréfica teniendo en cuenta que los puntos de
discontinuidad deben representarse con un punto abierto, cuando el valor no
haga parte de los intervalos definidos en la funcién. En la Figura 2.36 se observa
la grafica de la funcion.

A partir de la grafica se observa que D(f) = (0, + ).
De otro lado R(f) = (20, + ).
La funcién f no corta ni al eje X ni al eje Y.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Ejemplo 1

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Para graficar la funcion f(x), se analizan los intervalos en los que esta definida.

5

], shxt—3
5—x),si—3=x=2
2x —4

X

flx)=

LSl x >2

o El primer intervalo es (—eo, —3).La funciéneslarectax — 1.
o En [—3, 2], la grafica corresponde a una parabola que abre hacia abajo.
« En (2, =), la representacion grafica es una curva ascendente.

i pye
—ir

Frgura 2.3

Observa que en el punto (2, 1) de la grafica aparece un punto relleno. Esto
es debido a que el intervalo [—3, 2] es cerrado en 2. De otra parte el punto
(2, 0) de la grafica se ha representado con un punto vacio, debido a que el

intervalo (2, + ) es abierto en 2. Observa la Figura 2.37.

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Representa las siguientes funciones e indica los in-
.1 tervalos en los que asciende y desciende.

2x +3,s5ix <1
a f(x)=

X +ox+2,5i1=x=<2
—3,six>2

—2X =38l ¥ =" —2
b.g(x)=1 x*+5si—2=x=2

=58 x=2

Razonamiento

o Encuentra y escribe la expresion analitica de la fun-
@ cion cuya grafica se muestra en la Figura 2.38.

s [

Figura 2.38

&
Resolucion de problemas
o Escribe los intervalos en los que, vista de izquierda
& a derecha, la funcion de la Figura 2.39 asciende y
aquellos en los que desciende.
4

Figura 2.39

Evalvacion del aprendizaje

o Un médico cobra las consultas de acuerdo con su
& duracion, asi:

+ Hasta 6 minutos, cobra $ 50000.
« Entre 6 y 15 minutos cobra $ 80000.

- Por encima de 15 minutos cobra $ 80000 mas
$ 5000 por cada minuto adicional a los 15
Minutos.

a. Describe su dominio y su recorrido
b. Escribe la funcion que modela la situacion.
c. Elabora una grafica para esta situacion.

d. Calcula el valor de una consulta de 20 minutos.
" v,
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Funcmnes valor absoluto y parte entera

Pensamiento variacional

52

Saberes previos

Representa sobre la recta numérica
todos los nimeros que se encuen-
tran a menos de 8 unidades de 1.

-
.

: « Explica el significado de la expre-

sion al.

......................................

8.1 Funcion valor absoluto

La expresion |a| simboliza el valor absoluto de un nimero real a y representa
la distancia de g a 0. El valor absoluto de un niimero a se define asf:

asia=>0
\a\— 0, sia=0
—-asia<i

La funcién valor absoluto se define de manera similar al valor absoluto de
un numero real mediante una funcion definida a trozos.
—f(x),six<0

le)‘— flx),six =

Ejemplo 1

Para dibujar la grafica del valor absoluto de una funcién, se puede di-
bujar primero la funcién y luego se aplica una reflexion de la gréfi-
ca con respecto al eje X, en los intervalos en los que el signo de la fun-
cion sea negativo. En la Figura 240 se observa la grifica de la funcion
flx) = x* — 6x + 5,y en la Figura 247, la gréfica de g(x) = |x* — éx + 5|.
Como en el intervalo [1, 5] el signo de f(x) es negativo, se hace la reflexion de
esa parte de la gréfica con respecto al eje X en la gréfica de g(x).

rlllll Y / \ ¥

(=]
=
b
e

B
%

Figura 2.40 Figura 241

8.2 Propiedades de la funcion f(x) = |x|

« El dominio de la funcion valor absoluto es el conjunto de los niimeros reales,
» El rango es el conjunto de los niimeros reales mayores o iguales que 0.
« La funcién f(x) = |x| es simétrica respecto al eje Y.

» En la Figura 2.42 se representa la grafica de la y
funcion f(x) = |x]. Esta consta de dos partes: la
rectay = x, parax =0,y larectay = —x, para
x <0
0 3 X

WATEMATICAS £ LAROUSSE
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8.3 Funcion parte entera

La funcién parte entera, que se representa por f(x) = [x], es la funcion que aso- v
cia a cada nimero decimal su parte entera, es decir, el mayor nimero entero

menor o igual que x.

Por ejemplo, f(3,45) = 3,£(0,48) = 0.

Observa nue f(—1,28) = —2, pues —2 es el nimero entero mas proximo — 1,28 L4 1

Yy es menor gue este.

La funcién parte entera se puede definir como una funcion por partes, asi:

:2,si =Ty = |
—,8 ==y
0,s10=x<1

fx)=

La gréfica de esta funcion y sus caracteristicas se muestran en la Figura 2.43.

Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

-—c
*~—0
*—C
-0

1 *—0 X
-~

Figura 2,43
D) = R
R() =Z

fcortaal eje X en el intervalo [0, 1)
y al eje Yen (0, 0).

f no es simétrica.

Ejercitacion
o Representa las siguientes funciones e indica el do-
@ minioy el rango de cada una.

a. r(x) = [5x| b.q(x) = |3x + 1|
c.glx)=[4x] — 4 d.h(x) =[—x + 2]

e. j(x) = f.k(x)=[x]+3

lx -3
2
o Expresa la funcion f(x) = [2x + 6] — 2 - |x — 1]
@ como una funcion definida a trozos.
a. Representa su grafica.
b. Halla su dominio y su recorrido.
c. Determina los puntos de corte con los gjes.

Modelacion

o ;Cual de los siguientes enunciados se puede mode-
& larconlafuncion f(x) = 3 — 08 [1 — x]?

a. Un estacionamiento cobra $ 3000 por la prime-
ra hora y descuenta $ 800 por cada hora adicio-
nal de parqueo.

b. Una lavanderia cobra $ 3000 por el primer kilo-

gramo de ropa y $ 800 por cada libra o fraccion
adicional.

c. En la panaderia cobran $ 3000 por cada libra
de queso costefio y rebajan $ 800 por cada libra

adicional que lleve un cliente.

0
° En cada caso, escribe una expresion que modele la

& grafica que se representa.

Y Y
0
25 o
1e—o
I 0 1 %
Figura 2.44 Figura 2.45

Evalvacion del aprendizaje

o Un artista lanzé un nuevo dlbum musical. Las ven-

& tas semanales x (en miles de unidades) aumenta-
ron durante cierto tiempo pero luego decrecieron
de acuerdo con el modelo:s = —2|t — 20| + 40
donde t es el tiempo en semanas.

a. Grafica la funcion.

b. ;Cudl es el nimero maximo de unidades ven-
didas en una semana?

OEE costo por alquilar un videojuego duran-
& te t horas esta determinado por la funcion
f(t) = 2800 + 500(t].

a. Determina el costo de alquilar el videojuego
por 2 horasy media.

L b. Traza la gréfica de la funcion f.
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ot

Saleres previos

iParquéf(x) =
para todos los nimeros reales?

da

Vx no esta defini-

;Para qué valores de x esta defini-

da?

Construye una tabla de valores

y haz un bosquejo de f(x).

W Anaiiza
En
: endontrado que el nimero de gu-
: sanps de seda que ha criado cada
: grupo de trabajo se modela me-
: diante la funcion f(x) = x* + 1,
: don

una practica de biologia han

de x es el nlmero de semanas.

|l en la clase hay cinco grupos,
uantos gusanos habra en total
final de cada semana?

..................................

S R S P S P ol AP

e Operacmnes con funciones

Conoce
En la segunda columna de la Tabla 2.70 se x fx gx
muestra el nimero de gusanos que hay en 0 1 ¢
un grupo al transcurrir las semanas y en la 1 2 10
tercera columna, el nimero de gusanos ) 5 25
que hay en total en los cinco grupos al final 3 10 50
de cada semana. Tales valores correspon- 4 7 85
den a la funcion g(x) = 5 - f(x) 5 26 130
Tabla 2,10

Aligual que en los nlimeros reales, en las funciones también se definen las ope-
raciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division.

Si fy g son dos funciones reales de variable real, algunas de las operaciones

basicas que se pueden definir entre fy g son:
Suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x) =f(x)

Producto: (f- g)(x) = f(x) -g(x)  Cociente: [fJ( )= f(();)

Diferencia: (f — g)(x) —gx)

con g(x) =0

9.1 Dominio de las funciones suma, diferencia, producto y
cociente

Los dominios de las funciones suma, diferencia y producto estan formados
por la interseccion de los dominios de las funciones f y g, es decir, por los nG-
meros que simultdneamente pertenecen a los dominios de fy g. En el caso del
cociente sucede lo mismo, pero ademas hay que excluir del dominio los valores
que anulan el denominador, g(x) = 0.

Dadas las funciones f(x) = 1—y/x — 2 y g(x) = y(1— x) (x — 3), se sabe que
sus dominios son D(f) = [2, +=0) y D(g) = [1, 3]
Por lo tanto, D(f + g) = D{(f — g) = D(f - g) = D(f) N D(g) = [2,3].

Para hallar el dominio de la funcién cociente i, se determinan los valores
que anulan el denominador. En este caso, g(x) = 0 cuandox = 10 x = 3.

Comox = 1 €& aD(f) N D(g), entonces D[ =D(f)ND() — {3} =[2.3).

9.2 Composicion de funciones
Otra forma de obtener una funcion a partir de dos funciones dadas es evaluar

una de ellas en la otra. Esta operacion se llama composicién de funciones.

La composicion de una funcion fcon una funcién g se representa por fo g
y se define como (fog)(x) = flg(x)]

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Ejemplo 2
Sifix) =

(feg)lx) =
(gef)(x)

(x — 32y g(x) = x + 1, entonces:

= flet)] =fx + 1)

=(x+1-37=(x=2
=glfe)]=glix—3]=(x—3P+1=x—6x+10

Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderni)

Dado que, (fo g) (x) # (g°f) (x) se puede identificar que la composicion de

funciones NO es conmurativa.

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Opera las funciones segtin se indica y halla los do-
@ minios de sus resultados, teniendo en cuenta que

f)=x—x—2,g(x) = J2x — 4, h(x) = y
tx) =1—x"

a (f— D) b, [%] (x)

c. (heog)x) d. (go t)(x)

e. (f+ h)(x) f. [{](X}
o Halla los dominios que se indican, dadas
® f(x)=Vng)=x+3yh(x)=x—5.
gx)

2. Dominio de &

fo
¢. Dominiodegef.

b. Dominio de feg.

d. Dominio de fef.

o Realiza las operaciones y determina el dominio de

@ cada funcionsi f(x) = ,g(x) =yx +3y

h(x) = x* — 4.

£
a, = bh.fo

i feog
L.gof L{_fogoh

Razonamiento
o Demuestra queng = x — 2paraf(x) = :1— y
g =

funoon no es R.

57 explica por qué el dominio de esta

o Construye la tabla de la funcion fe g dadas fy g
A definidas por las tablas 2.11 y 2.12, respectivamente.

X -1 0 1 4 10 12
fx) 2 3 5 =3 2 1
Tabla211
X = 2 3 5 7 10
g(® 12 10 4 0 =4 -1
Tabla 212

o Dadas las funciones f(x) = 2x*— 3x + 5y
¥ g(x) = x + h,donde h es un nimero real:

a. calculafeg

b. ;Para qué valores de h la funcidn g compuesta
con f tiene una raizen x = 0?

Evalvacion del aprendlza]e

o Sean f(x) = 5x — 7,g(x) = |x| y h(x) = x*. Comple-
& rtalaTabla2.13.

~

Funcién
(f+ h)x) =
(f+g+hix)=
(g — h)x) =
g—Hk)=
frgk)=

Dominio
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() Funciones inversas

Los recolectores de café multipli-  En la Tabla 2.14 se observa que a los
can por 0,18 la masa total de grano 6,5 segundos el atleta ha recorrido los
reqolectado para saber cuanto de  primeros 60 m. La funcién que rela-

Saberes previos

este al ser despulpado quedaenal-  ciona el tiempo con la distancia es f ',
mendra (semilla) que luego seseca  se denomina inversa de f, se denorta
y s muele. f7'(t) y da los metros recorridos por el

atleta en los primeros t segundos de su

Esgribe una funcién que sirva para
determinar cudntos kilos de almen-
drd se qbtlenen dex k,'IOS de granos La funcién inversa de una funcién f se denota como £y se lee “inversa
de| café. ;Cudntos kilos de grano def"

deben despulparse para obtener
15,66 kilos de café en almendra?

carrera.

No toda funcién f tiene inversa, pero cuando existe, se define asf:

fy)=xy significa que f(x) = y

m Sifyf~'son inversas:

¢ La|Tabla 2.14 muestra la relacién El dominio de f~" es el recorrido de f
: enfre la distancia recorrida por un
. atlgta en una carrera de 100 m pla- El recorrido de f~" es el dominio de f.

i nos y el tiempo empleado, donde
: f(d) mide los segundos utilizados ~ Su composicion es la funcién identidad: fefNX)=("°f)x) =x

: en cubrir los primeros metros dela | 5 graficas de fy f~' son simétricas respecto de la recta y = x.

: carfera. . , .
: Para que una funcién tenga inversa debe ser uno a uno. Una funcién es uno a

d _ : _f-__(d) uno si y solo si cada recta horizontal interseca su grafica en maximo un punto.
(metros) (segundos)
0 0
20 24 Ejemplo 1
gg gg Paray = x* — 1 se cumple la prueba de la recta horizontal. Por lo tanto,
20 2> y = x* — 1 tiene inversa. Para encontrar su expresién analitica, se realiza el
100 10 siguiente procedimiento:
: Tabla 2.14 . . ) . . .
: « ;Cudntos metros ha recorrido el 1. Se despeja la variable independiente: x =3[y + 1. Se intercambian las va-
atleta al cabo de 6,5 segundos? riables y se obtiene y = ~'(x) = {x + 1. ¥ /
"""""""""""""""""""""""" 2. Las graficas de las funciones fy f~'(x) ’ .
que se observan en la Figura 2.46 son =
simétricas respecto a larectay = x. i S|
2 X
Observa que:
3.D(7) =R =R yR(F™) = D(f).

4, UOg)(X) =f(%,|'x + 1) = (%l'x -+ 1)3—1 — (X + 1) -] =x Figura 2.46
o) =gt =1 =30 =1 +1= I =«

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@' Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Modelacion

o Decide si las funciones que se representan ensegui-
& da tienen inversa y si es asi, traza el bosquejo de su

grafica.
a. 4 b. ¥
/] j
o1 %
ol
." o] 1 X
Figara 2 Figura 248

o Determina si cada una de las siguientes funciones
& tiene inversa. De ser asi, escribe su expresion analiti-
ca, halla su dominio y recorrido y traza el bosquejo

de su gréfica.

a. f(x) =2x -3
b. fx) = ﬁ
. fx) =x* +2

df)=—%+3

Comunicacion
o Lee, analiza y responde.
® s imagen de 0 mediante una funcion fes 3,

;qué se puede afirmar de la imagen de 3 respec
to a la funcién inversa de f?

b. ;Por qué las funciones que determinan parabo-
las no tienen inversa?

¢. jPor qué la funcién f(x) = |x| no tiene inversa?
Ejercitacion

1
x+3

OCalcuIa lo que se indica, si flx) =

@ gx) =5-2x.

a. f~(x)
. g7 ')

b. /7(3)
d. g7'(2)

o Calcula, cuando sea posible, las funciones inversas y
@& los dominios de cada funcion.

a.f(x) = ?;: b. g(x) = {Jx* =1
¢. hix) = logx d. t0x) = \/;1?2

—®

o La composicion de una funcion fy su inversa f~'

@ es equivalente a la funcion identidad; es decir,

(fof~)(x) =xy(f " e f) = x. Comprueba esta pro-
piedad para cada par de funciones.

a flx)=1—% Fig=d-»
b.glx) =2 — 4 g7 (x) = XJ;

Resolucion de problemas

o En los paises anglosajones se utiliza una escala
& de temperaturas diferente de la escala Celsius: la
Fahrenheit. Las temperaturas expresadas en ambas
escalas, Celsius (C) y Fahrenheit (F), se relacionan se-

gun esta sencilla funcion lineal:

CFH = 2 (F-32)
9

a. ;Cuéantos grados Celsius son 41 grados Fahrenheit?
b. ;Cudntos grados Fahrenheit son 23 grados Celsius?

c. Halla la funcion que permita hacer el cambio
contrario, de Celsius a Fahrenheit, es decir, la
funcion inversa de C(F).

d. Representa las funciones C(F) y su inversa sobre
los mismos ejes.

Evalvacion del aprendizaje

o

0 El costo (en dolares) de produccion de x unidades
& de un articulo esta dado por la funcién

C(x) = 0,03x + 0,63.

a. Halla el costo de producir 4, 5 y 10 unidades del
articulo.

b. Encuentra el nimero de articulos que se deben
producir para que el costo de produccion sea $ 6.

¢. Determina C" e interpreta su significado.
d. Halla C™" (1900), C~" (3400), C™" (16 900).

e Traza los bosquejos de las graficasde Cy C™.
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laciona

Pensamiento var

Saberes previos

Una cisterna vacia se llena comple-
tamente en 1 minuto, permanece
llerla durante 3,5 minutos y se vacia
en 0,5 minutos. Traza una grafica
que muestre cOMO se repite este
praceso durante 20 minutos.

sssssssnnne

sSsssEmsssnsERREBEES

Representa graficamente la funcion
altdra del extremo del minutero de
un freloj de pared con respecto al
suelo, al transcurrir el tiempo, sa-
biendo que la altura maxima y mi-
nima se alcanzaalos 14 my 1 m,
respectivamente.

"sassjranensannns SEtEsEERRRERERER RS senne

4
Tiempa{h)  Figura 2.49

Los valores que toma esta funcion se repiten cada hora. Este tiempo que tarda
en repetirse se denomina periodo y las funciones que tienen este comporta-
miento se llaman funciones periddicas.

Una funcién f es periddica si existe un nimero T que verifica que
flx + T) = f(x), para todo x perteneciente al dominio de la funcién.

El menor nimero positivo T con esta propiedad se denomina periodo.

Como la grafica de una funcion periddica se repite por intervalos de longjtud
igual al periodo, para estudiar donde asciende o desciende, determinar si es par
oimpary hallar los puntos en los que su gréfica corta los ejes, se elige un inter-
valo de amplitud T y se analiza alli su comportamiento. Después, se extienden
las caracteristicas obtenidas a todo el dominio.

Aunque las funciones periddicas por excelencia son las trigonométricas, ya que
permiten describir de forma adecuada una multitud de fendmenos naturales,
hay otras funciones que tienen esta propiedad.

Observa a continuacion el estudio de la gréfica de la funcion f(x) = “Distan-
cia de x al entero mas préoximo”.

Esta funcion es periédica de periodo 1; por lo que cumple que f(x + 1) = f(x)
para todo x y para estudiarla basta con analizar el intervalo [0, 1). En la Figura
2.50 se observa la grafica de la funcién f(x) en tal intervalo.

1 Y
X si0<x<—

f00 = 2

1—x, 5i1§x<1
2

1

o)l i X

Figura 2.50

La grafica de la funcién en todo R se representa en la Figura 251.
Y

Figura 251

v —
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Ejemplo 2

Observa la representacion de funcion f(x) = (x — [x])’ parax = 0. v
El periodo de esta funcién es T = 1, ya que f (x + 1) = f (x). En consecuencia,

se puede limitar el estudio al intervalo [0, 1).

En dicho intervalo, la gréfica de la funcién asciende, corta cada uno de los
ejes Xy Y en el punto (0,0) y no es simétrica ni con respecto al eje Y (asf que
no es par) ni con respecto al origen (asf que no es impar).

Actividades de aprendizaje

Pensamiento variacional

@ Resliza todas las actividades en tu cuader@

F00 = (x — [x)?

L2,

Figura 2.52

Razonamiento

o Indica si la funcion de la Figura 2.53 es periodica. En
@ caso afirmativo, determina su periodo.

X

Figura 2.53

o Observa la funcion periddica de periodo 5 en el in-

& tervalo[—4, 4]
1—\f
U BUE. Reee

Figura 2.54

a. ;En qué puntos del intervalo [ —10, 15] cortara
la grafica al eje X?

b. Estudia el signo de la funcion en el intervalo
[—68]
o La funcidn f(x) asocia a cada nimero real su parte
& decimal; por ejemplo, f(2,6) = 06;f(—4.2) = 02.
a. Dibuja su grafica.

b. jEsta funcion es periodica? En caso afirmativo,
indica su periodo.

¢. jCual es sudominio?

Resolucion de problemas

o Demuestra que si una funcion es periodica, de pe-
@ riodo T, se verifica que f(x + 3T) = f(x).

Evalvacion del aprendizaje

o En la Figura 2.55 se observa la funcion que descri-w
& be el movimiento de un péndulo.

AVava
V/ \ \ \

Figura 255
a. jLa funcién que modela este movimiento es
periodica? Si lo es, jcudl es su periodo?

b. ;Para qué valores de t el péndulo alcanza su
altura maxima?

c. ;Para qué valores de t el péndulo alcanza su
altura minima?

&

Qe
S
%0

Cada vez que vas a dormir inicias un periodo

de suefio en el que te recuperas y relajas fisica y

mentalmente. i |

- Consulta en qué tiempo alcanzas una relaja-
cion mental y busca la grafica que representa
las etapas de un ciclo de suefo.
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| 2 Funcmnes trlgonometrlcas
Saberes previos [ Conoce |

Supongamos que una marea tie-  12.1 Funciones seno y coseno
ne un comportamiento periddico
asita las 0 h su altura es 0 m, va su-
biendo hasta alcanzar un altura de
30/cm a las 6 h; luego, baja durante
las| siguientes 6 horas hasta llegar a
0 m nuevamente y sigue bajando
hasta llegar a una profundidad de
30{cm a las 18 h para finalmen-
te ascender hasta llegar de nuevo v
a( m alas 24 h. Dibuja ese com-
portamiento y el de las siguientes
24 horas.

Para la funcion f(x) = senx se verifica que sen(x + 2) = senx y para la funcién
g(x) = cosx se cumple que cos(x + 21r) = cosx; por lo tanto, el periodo de las
funciones trigonométricas seno y coseno es T = 217 y basta representarlas en el
intervalo [0, 247) para luego ir copiando cada trozo de la grafica a ambos lados
de dicho intervalo segln el periodo.

En la Figura 2.56, la grafica de color rojo corresponde a f(x) y la de color verde
corresponde a g(x).

Pensamiento variacional

/

—3 \
2
N Analiza
: Representa las funciones
: flx) = senxy g(x) = cosx. Analiza- Figura 256

: lasly determina su periodo. L. .
= P 12.2 Caracteristicas de las funciones seno y coseno

....................................

+ Sudominio es R y su recorrido es [ —1, 1].

« La funcidn senx es impar, ya que sen(—x) = —senx. Como cos(—x) = cosx,
coseno es una funcién par.

« Como f(x) = senx es periddica, entonces (0 + 2k, 0}y ( + 21k, 0), con k
entero, son puntos de corte con el gje X.

» Como la funcién coseno es periddica, (% + 27k, 0) y (3%7 + 21k, 0), con k
entero, son puntos de corte con el gje X.

12.3 Funcion tangente

b s i r « Como tanx = 32X ng esta definida cuando cosx = 0, es decir, en los valores

forptanx  f | [ F | cosx

[ i delaformax, = "2T + ki, siendo k cualquier entero porque en dichos valores

/i Ji /) : ; .
Cb Al L] /_/ — se anula el denominador, entonces su dominio es R — {x,}.
M SR EY A » El recorrido de la funcién tangente es el con]un(to de los nimeros reales (R)
R 1 N W sen(x + ) _ —senx
i : ,- : : su periodo es T = 11, pues tan(x + ) = = tanx.
i i i | { yup P ( ) cos(x +m)  —cosx

Figura 257 « Lasrectas x = % + kar son asintotas verticales.

« Es una funcién impar, ya que tan(—x) = —tanx.

En la Figura 2.57 se observa la gréfica de la funcion tangente.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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12.4 Funcién cotangente

1 , _ ,
« Como cotx = — Noest definida cuando tanx = 0, es decir, en los valo-
res de la forma x, = ki, siendo k cualquier entero su dominio es R — {x.}.

El recorrido de la funcién cotangente es R.

Su periodoes T = .

Las rectas x = kT, con k € Z, son asintotas verticales.

Al igual que la tangente, se trata de una funcion impar.

La grafica de la cotangente se observa en la Figura 2.58.

f{x) = cotx
T

| H ly Figura 2.58

12.5 Funciones cosecante y secante

1 . ,
y secx = ——, las propiedades de las funciones cosecante
COsSX

Al ser cosecx =
Senx

y secante se pueden deducir a partir de las propiedades de las funciones seno
Yy COSeno, respectivamente.

« La funcién cosecante no esta definida cuando senx = 0, es decir, en los va-
lores de la forma x, = kr, siendo k cualquier nimero entero, k € Z. Por lo
tanto, su dominio es R — {x }.

De forma analoga, la funcién secante no esta definida si cosx = 0, es decir, en

los valores de la forma x, = 2 & ,siendo k € Z.Sudominio es R — {x,}.
« El recorrido de ambas funciones es R — {(—1, 1)}.
« Superiodoes T = 21r.

- La funcion cosecante presenta asintotas verticales en las rectas x = k1r, con
g="A

2k + )
2

» Las rectas x =
secante.

,con k € Z, son asintotas verticales de la funcién

« Son funciones simétricas. La funcién cosecante es impar, como el seno, mien-
tras la funcion secante es par, como el coseno. Sus graficas se observan en las
figuras 2.59 y 2.60.

Pensamiento variacional

fix) = cose

i ] | Ih il Y 1] i ) 4 ;
. S B T A
SERURERY

wi I ‘X

i { 1 i !
LR bR
' oo ' ' 1 ) )
Figura 2.59
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) Funciones trigonométricas

. MatemaTlCS
E
=] Graficas de funciones trigonométricas en Excel
S &
2 Em Excel no solo es posible obtener la tabla de valores de las funciones trigono-
m Foo. o ;g - &
> mietricas, sino que puedes trazar la grafica correspondiente. Para ello, es necesario
.g convertir los angulos dados en grados a radianes, debido a que Excel calcula el
.g valor de las funciones trigonomeétricas para angulos expresados en radianes.
5 g
5 - |Observa como trazar la grafica de la funcién seno. I T SRR e, e e e
l i - N K I} = A A = . t .‘-“ o :‘:::n::\r.:.4,|::,:,..|.y.- i__-.:'h.m... -. ? F
B Nombra las tres primeras columnas de Excel como e o * . N gy .
" P a3 - i o
grados, radianes y senx. Debajo de la columnade _. . ¢ . . . .
. . i 4 Rathianes tena
grados, ubica el nimero 0. , | =
- o ? i | ‘: : Fo— e
B En la pestaria Inicio haz clic en el icono T -y selec- . i S
A *r I - n , @ 120 EWM
ciona la opcion “Series”. En la ventana que se des- oo : et
'l . . -+ b Iytremerde: 30
pliega, selecciona columnas; en incremento escribe : me A
20 y en limite, 360. Al dar clic en "Aceptar”, aparece- s
ran los ntimeros de 20 en 20 hasta 360. @ m
i = 4 Hajal + . . '_
T T ———— B B RS T
B v reeer osmioueeaes  omMnas  DATES  mwsaR weTa Inecs st
B En la celda B2 escribe =RADIANES(A2) y pulsa En- |8 ikl sanh: L ho B b TRE |
ter. Luego, selecciona las celdas desde la B2 hasta la s A n e e e
B20, haz clic nuevamente en el icono ¥y seleccio- pm 2 ‘f‘ e e 0
na “Hacia abajo”. e fe-—
sie] 2 034806385 -
_— ] 40 CESR13IT0
S, e - i3 :1.mum1 i
té(iﬁn 1_. = e 100 :mmz\: i
* 18 130 2,05A595102 i
.'I '\I ia 140 2 A43ME0053 |
| 1 ] 160 2, 792406803 |
=RADIANES(A2)| ol e
\ / . 220 3,897 :
AN D 4 L :; :;mam I
N o | B0 &, BBANTIS0N {
i —— |17 300 5235887756 {
i 330 5,588053608 i
| 380 59341087
4 # . . . » MO 6.203185307
Bl Después, repite el paso anterior, pero escribiendo v
inicialmente en la celda C2 =SENO(B2). i e ot ™
1B H % . [—" Y ® - = x|
S BRI co  coma oscotesini  rORMAAS  BTOS S s gibe i
— : cReke g 3 = a i
£ Graficos \'\\. i - : WAsipticsn Miny l-m-nm:m- e Gt
:I =SENO[32] ' € - Jv ssenaomy v}
\ — - -} A B [4 o 3 F & M 1 -
"'x\ 7 zlnnus Wadianes  senw 1
\ D P % iz 0 03806585 0342020123
oy - fa A0 0.EOBIAIML  0.64ITHIEL
o - i B0 1,047ITIN] 0866025504
L6 B0 1356263402 0.984807753
B Finalmente, selecciona la columna senxy,en lapes- || i i ouammn  ©
tafia “Insertar”, selecciona el grafico de lineas o el de T e s e
areas. Eiﬁ’:ﬂ %‘222?;1 4
| 60 A.5ITRSEOSS -0.MBAMITTY a
Obtén la grafica de la funcién coseno y la funcion Lo e samams s E
5 i i A | & 130 55ESSMO06 -OBAITETEN @
tangente realizando un procedimiento similar al |3 3% by sacmum 3
(| descrito para la funcién seno, 8 :
=<
J =
62
n
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Completa la Tabla 2.15.

B
X Senx secx tanx cotx
0 0 1 0
s 1
6 5 &
w 2 ;
4 2
s J3 J3
i ) X2
3 2 V3 3
s
2 1 0
2n - 3
9
= & | =
2
5
6
b 0 =3 0
In ) 03
2 3
S5
. 2 1 1
L) V3
3 % 3
3
2 0
I b _
£ | g !
Tt 03
: L] -3
2T 0 1 0
Tabia 2.15

—o

o Determina y escribe el periodo de las siguientes fun-
& ciones.

a. f(x) = sen(4x) b. f(x) = cos(5x + )

c flx) = tan[% d. fix) = cot(2x)

Modelacion

o Representa las graficas de las siguientes funciones

& Uigonométricas. Para ello, primero determina su
dominio, su recorrido, su periodo y sus puntos de
corte con los ejes.

a.f(x) = sen(3x) b. f(x) = 5cosx

¢ f(x) = cot(2x) d. fix) =2+ SCOS[E]

e. f{x) = senx + cosx f. g(x) = senx — sen2x

Resolucion de problemas

OSean las funciones f(x) = ¢, glx) = senx y
® h(x) = tanx. Indica si las afirmaciones son ver-
daderas (V) o falsas (F) y explica por qué.

a. fegesuna funcion periddica de periodo 2. ()

b. gefesuna funcion periddica de periodo 2. ( )
¢. fohes una funcion periodica de periodo . ()
d. hefesuna funcién periddica de periodo . ()

e. fefno es una funcion periddica, ()

Evalvacion del aprendizaje

0 Dibuja la grafica de cada una de las siguientes fun- W

& ciones trigonometricas y determina su dominio, su
paridad, su periodo, sus asintotas (si las tiene) y las
intersecciones con los ejes de coordenadas.

a. f(x) = —0,5senx — 0,5
b. fix) = (senx + cosx)’
¢ flx) = (tanx = %)

d. f(x) = —cot(x — )
e flx) = 2|senx| — 2

f. fix) = sec(x — m)
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Pensamientos variacional y espacial

13

Saberes previos

Un| barco que parte del punto
(0, D) se ubica en el punto (4, 4) de
un plano cartesiano después de un
parl de horas. ;Qué angulo forma
en [ese momento con respecto al
ejeX?

om

alla las coordenadas polares del

i punmto que tiene por coordenadas

s ¢

f

resianas P(12, 5).

.....................................

5

El vialor de arctan| —— |se obtiene
12

con la calculadora empleando la

tecla tan™' (que suele activarse pul-

5
sando SHIFT tan ( E ). Para que

la medida del angulo aparezca en
grados la calculadora debe estar en
modo DEC.

e e

R T P—————

Sistema de coordenadas polares_

i L o,

Para determinar las coordenadas polares que se denotan por (r, 8), del punto
(12, 5), dado en coordenadas cartesianas, se debe ubicar el punto P, construir
el tridngulo rectangulo correspondiente y hallar su hipotenusa junto el angulo
que forma con el eje X. Observa la Figura 2.61.

Despueés de construir el triangulo, se calcula la hipotenusa utilizando el teore-
ma de Pitagoras.

rP=122+5

r= 12 +5
r=+169 =13

Y.
17 entonces 50 ”
1

5
0 = arctan| — | = 22,6°

P{12,5)

Comotan § =

Por lo tanto, las coordenadas polares de P son (13; 22,6°) aproximadamente.

En coordenadas polares un punto P(r, 8) queda determinado por los nimeros:
» 1, que es la distancia del punto P al origen de coordenadas o polo, O.

* 0, que es el angulo, en radianes y comprendido entre 0 y 211, que forma el
segmento OP con la parte positiva del eje X, denominado eje polar.

Las coordenadas del polo son O(0, 0).

13.1 Conversion entre coordenadas cartesianas y polares

Si un punto tiene por coordenadas cartesianas P(x, y) y por coordenadas
polares P(r, 8), se puede establecer que:

r’=x+y c059=f—*X=FC059
P(r, 9)= X P(x.y)=
tane _; senezz—h y=rsen9

v

Las primeras coordenadas se utilizan para pasar de coordenadas cartesianas a
polares, y las segundas, para pasar de polares a cartesianas.

Ejemplo 1
Observa como se hallan las coordenadas cartesianas del punto de coorde-
nadas polares P(3, ).

X =rcosh = 3 cosm = —3
y=rsend=3senw=0 30

MATEMATICAS © LARODUSSE
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13. 2 Curvas en coordenadas polares

Pensamientos variacional y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Una manera de trazar la grafica de una ecuacién polar consiste en transformar-

la a coordenadas cartesianas.

Ejemplo 2

La grafica de la ecuacion polar r = 3 consta de todos los puntos que se i
encuentran a tres unidades del polo. En otras palabras, esta grafica es un
circulo que tiene su centro en el origen y radio 3. (Figura 2.62) Esto se puede
confirmar utilizando la relacién r? = x* + y? para obtener la ecuacion en

coordenadas cartesianas: x* + y? = 37

Fiaura 262

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Halla las coordenadas polares de los siguientes pun-
@ tos que tienen coordenadas cartesianas.

a. P(1, —ﬁ) b.A(3,3)
c.C(—1,0) d.B(—2.42)
e.D(3-¥3) £Q(-1.43)

o Pasa a coordenadas cartesianas los puntos que tie-
@ nen por coordenadas polares.

a.P(3m) b. A (2, m)
b eh)
e. C(0,0) f.D (337“)

Razonamiento
i L ™
o La grafica de la ecuacion polar 6 = — consta de
& todos los puntos sobre la semirrecta que forma un
. ™ , -
angulo de 3 con el eje X positivo.
Confirma este hecho udlizando la relacion
X iy
tan® = — para obtener la ecuacion en coordena-

das cartesianas.

o Halla la ecuacion en coordenadas cartesianas de

1
® = sech. Para ello, recuerda que sec = P

®
Resolucion de problemas

e Pasa la ecuacion r = 0 a la forma cartesiana y traza
& |a grafica correspondiente.

o Transforma la ecuacion x* + y> = 4x a coordenadas
& polares. Explica el procedimiento.

Determina la nueva ecuacion polar de la curva
& 7 cosh senb = 8, referida al mismo polo, pero cuan-
do el eje polar gira un angulo de 45°.

Evalvacion del aprendizaje
5

o Determina las coordenadas polares del vértice D
& del hexagono regular de la Figura 2.63, tomando

como polo el punto (0, 0) y como eje polar el rayo
oc=1.
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Practica

Cancepto de funcion

Ejgrcitacion

funcién representad

i i

mas

o Determina el dominio y el recorrido de la siguiente

aen la Figura 2.64.

¥ i
:|.

o\

a. fx) =

X — x

Cfix}=x—x—6

i

Figura 2.64

? Determina el dominio y recorrido de cada funcion.

R
bf(X) = (X . 2)
afo= L1

Representa graficamente la siguiente funcion.
x+2,s x<0

flx) =1 Txsi0=x=5

X s x>0

Puntos de corte con los ejes, signo y simetria

deluna funcion

unicacion

Observa las funciones representadas en las figuras
265y 2.66 y determina los cortes con los ejes, su sig-

no y simetrfa.
&
'| 1% "
II.' 1
| MRy
I| / f"; | X
(1 ¢ ¢ \y |
\ & |
\ / |
59 | Figura 2.65
b: | iy X N
' i\
I A 1}
| I".I 1 / ll
| ¥ / ix
| \ €] W
AT
!
| Figura 2.66
[ ]

) Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Funciones polinémicas y racionales
Ejercitacion

o Halla los puntos de corte, el dominio, el rango, la si-

@ metria y el signo de cada funcion.
a. fix)
b. f(x) = x(x + 1)(x — 2)
c fix) =x+4x — 21
d. f(x) = x(x* + 6x + 9)

=x2—x—6

Determina los puntos de corte, el dominio, el rango
@ Velsignode cada funcion. Esboza su gréfica.

a. flx) =

x2+
2
=55
X+ 1
—6&x+5
x4+
x (¢ —6x + 5)

c fix) =
d. flx) =

Funciones exponenciales y funciones
logaritmicas

Razonamiento

o Observa la Figura 2.67.

@ a. Determina el dominio y el recorrido de cada una

de las funciones que se representan.
b. Halla las asintotas de cada grafica.

c. Escribe los puntos de corte de cada gréfica con
los ejes de coordenadas.

d. Describe los intervalos donde cada grafica ascien-
de o desciende.

y=73 ,,’

Figura 2,67

~
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Resolucion de problemas

Estrategia: Identificar submetas

MATEMATICAS £ LAROUSSE

El costo total de la produccion de un articulo es de
$180000 mds $ 2000 por cada unidad fabricada. Si el pre-
cio de venta del articulo es de $ 5000, ;cudntos articulos
debe vender para no tener ni pérdida ni ganancia?

1. Comprende el problema

- ;Qué informacién da el enunciado?
R:

« ;jQué debes encontrar?
R:
2. Crea un plan

+ Identifica cada una de las funciones involucradas y es-
tablece una relacion entre ellas que permita averiguar el
punto de equilibrio.

3. Ejecuta el plan
« La funcién costo es C(x) = 2000x + 180000.
« La funcion ingreso es I(x) = 5000x.
« La funcion utilidad U(x) es U(x) = I(x) — C(x).
U(x) = 5000x — (2000x + 180000)
U(x) = 3000x — 180000

Entonces, no habra pérdidas ni ganancias cuando
Ulx) = 0.

U(x) = 3000x — 180000 = 0 = x = 60

Se obtiene la siguiente grafica de las funciones costo
e ingreso, representada en la Figura 2.68.

¥ -
: e ._._________,.__F__ e
) :
i _—
e / ”x.l :
100 + / - I
rigura 7 68

R: Debe
4. Comprueba la respuesta

« Verifica que si el precio de venta de cada articulo es de
$ 6000, el punto de equilibrio es 45.

@] Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Aplica la estrategia

o El organizador de un evento calcula en $ 2000000
los costos fijos del montaje, més $ 5000 por cada
asistente. Si considera que el ingreso al evento
debe tener un precio de $ 10000, jcon cuantos
asistentes debe contar como minimo para no te-
ner pérdidas?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

c. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o Observa la grafica de la Figura 2.69. y describe su
dominio, su recorrido, los puntos de corte con los
ejes de coordenadas. ;Existe la inversa de esta fun-
cion? Explica.

Frgura 2,69
Formula problemas

€ nventa un problema que involucre la siguiente
informacion y resuélvelo.

“La funcion x* es una funcion impar”.

Enriquece tu vocabulario

« Describe qué diferencia hay entre el dominio y
el recorrido de una funcion.
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Evaluacion del aprendizaje

Concepto de funcion

Ejercitacion

o Selecciona las relaciones que corresponden a funcio-
o | nes y para aquellas que lo sean halla su dominio y su

recorrido. SELECCION MULTIPLE
3. —=3 b.0 g

gy 336

3—=9 4 7

4— w12 9_ .10
G T ® d.1 3

2 6 2&6

3 9 3 9

4—=12 4

Puntos de corte con los ejes y signo
de una funcion

° Determina los puntos de corte con los ejes y los sig-
o |nos de cada funcion. Luego, dlbUJa sus graFcas

IDAD DE “f .:3."

a. flx)=3x—2

b.flx) =4+ 9% —1

c.fixX)=3—-xX+x

d 5 = <42
Simetria

Razpnamiento

o Indica con una X si cada funcién es par, |mpar 0 no
& |tiene simetria.

a fiX) =x + 5x+ 1

Par i Impa_r “Ni par ni impar

Par 0 Impar “Ni par ni impar,
cfx)=7—x
 Par Impar _ Ni par ni impa_'r'
d. fix) =
 Par “_ "~ Impar | Niparniimpar

o Clasifica las funciones dadas en pares, impares o no
& simetricas, a partir de su representacion gréfica.

a. | @ / ACTIVIDAD DE REFUERZD

2

X Figura 270

(va

' Figura 2.71

Funciones polindmicas y operaciones con
funciones
Razonamiento

o Lee las siguientes afirmaciones e indica 5| son verda—
& deras (V) o falsas (F). ERDADERQRALSO

a. Una funcion polinomica esta definida por un po-
linomio P(x).

b. La suma de dos funciones polindmicas es una fun-
cion polindémica.

c. El producto de dos funciones polinémicas es un
polinomio de menor grado.

d. La diferencia de dos funciones polinémicas es una
funcion polinémica de menor grado.

Funciones racionales
Comunicacion

o Une con una flecha cada funoon ramonal con su

& respectivo dominio. (ACTVIDAD PARA RELACIONAR
a. fl) = 2 R
b. flx) = = _21 R — {4}
e fix) = 2=~ R - {1}
d.fix) =2 R - {0}

2
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Funciones exponenciales y funciones
logaritmicas

Ejercitacion

o Complerta las tablas a partir de cada expresion.

a =3
X £ 0 3 ]I‘_4 _ —]
. Ta-'aln 216
b.y = log,
X -2 0 3 4_ =1
v [ |
labla 2.1
c y =0
X -2 | —1 0 1 2
a8 _
Tabla 2.18
d.y=log x
X 1 0,04 0008 | 5 | _125 |
v | |
Tabla 2.19

Funciones a trozos

Modelacion

o En una peluquerfa canina cobran el corte de pelo de
& acuerdo con el peso del animal. Si el perro pesa 15
libras © menos, se cobran $ 35000. Si pesa entre 15
y 40 libras, cobran $ 40000. Si pesa mas de 40 libras,
cobran $ 40000, mas un adicional de § 2000 por
cada libra. (SOLUCION GE PROBLEMAS

a. Escribe la funcién que interprete esta situacion.
b. Traza la grafica correspondiente.

Resolucion de problemas

o Una empresa de correos cobra los envios de acuerdo
& CON su peso asi:

Entre 0y 0,5 kg cobra $ 72 000; de 0,5 a menos de 1kg
cobra $ 94000; de 1 a menos de 1,5 cobra $106000;
de 1,5 a menos de 2 kg cobra $ 122000y de 2 a 2,5
kg inclusive cobra $ 138 000.

a. Determina el dominio y el recorrido de la funcion
que define los costos de envio.

IN DE PROBLEMAS

b. (Cudnto se debera pagar por enviar un paquete de
1.8 kg?

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Funcién valor absoluto y funcion parte entera
Comunicacion

@ Relaciona cada funcion con su gréfica.

L
(x]
1
o] X~ Figara 272
b.
) XxX—3x=3
x =
=1 _e=3),x<3
Figura 2.73
C. >
5 X fx) = — 2| —1
a
Figura 2.74
d. Y
U f) = -aa>0
Figura 2.75

Funciones inversas
Razonamiento

0 Analiza la veracidad de cada una de las Stgwentes
& afirmaciones. Justifica tus respuestas. A fraLso

a. Toda funcién tiene funcion inversa.

b. Una funcion tiene inversa si y sélo si cada recta
horizontal interseca su grafica en exactamente un
punto.

Funciones periddicas y trigonomeétricas
Ejercitacion

@ Determina el periodo de cada funcion.

b. f(x) = cot (EX)

@ Escribe en coordenadas polares la ecuacion y = x.
' ACTIVIDAD DE REFUERZO

a. f(x) = sen2x

Coordenadas polares
Ejercitacion




3 Sucesiones y limites




Pensamientos variacional, numérico, espacial y métrico

« Seguir y completar algunas « A describir el comportamien- « Interpretar el comportamien-
secuencias numéricas. to de una funcién alrededor to de las sucesiones y de las
« Graficar funciones en el plano de un punto y caracterizar funciones de manera analitica.

cartesiano. sucesiones.
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Pensamientos var
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Sucesiones d

Saberes previos
Ob

T+

serva:
=6 6+5=11
Si s continlla de esa manera, jse

obtendrd el nimero 41 en algln
momento?

T1+5=16

o

Ling escribi6 los primeros diez muil-

tiplos de 5 y ahora quiere hallar el
vigésimo, el quincuagésimo y el cen-
Lési

o multiplo de ese nimero.

s

roi
iy

Omo puede hacerlo?

ssessmsRmEnEn

fasesslsnsrssennnnnnnnnnnnnn

Tl

e numeros reales. Monotonia y acotacién

Se conocen como multiplos de un nimero a todos aquellos que resultan de
la multiplicacién de ese nimero con cada uno de los naturales. Asf, los diez
primeros mdltiplos de 5, diferentes de 0, son {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50}.

Para establecer una expresion que permita determinar cualquier otro multiplo
de 5, Lina podria empezar asignando a cada multiplo una posicién, como se
muestra a continuacion.

B 1 | 2 | 2 | 4 5|6 78|90
Valor S (1|1 |20 25|30 35 40| 45 s0
Tabla 31

Cada multiplo esta relacionado con la asignacién dada, es decir, depende de
su posicion. Asi, el primer término es 5, el segundo término es 10, el quinto tér-
mino es 25. Cualquier mdltiplo de 5 se puede hallar mediante la expresion 5n,
siendo n la posicion del multiplo que se desea encontrar.

Por tanto, el vigésimo término se obtiene cuando n = 20: 5 - 20 = 100; el
quincuagésimo cuando n = 50: 5 - 50 = 250, y el centésimo cuando n = 100:
5+ 100 = 500.

El ejemplo anterior permite identificar una lista de nimeros escritos en un or-
den definido: a, a, a, a, ... a, ..., en donde a, es el primer término, a, es el
segundo término y, en general, a_es el enésimo término. Esta coleccion de
numeros que guardan cierta correspondencia se denomina sucesién.

Una sucesion de niimeros reales es una relacion del conjunto de los ntime-
ros naturales con el conjunto de los nimeros reales. Establecer una sucesion
es encontrar una regla o término general que asigna a cada nimero natural
r un Unico nimero real, a , conocido como enésimo término de la sucesion.

Muchas sucesiones quedan determinadas por su término general, a_, que suele
ser una expresion algebraica en términos de la variable indeterminada n.

Algunas veces, las sucesiones se determinan por sus primeros términos que, en
ocasiones, permiten también intuir el valor del término general.

.
Para encontrar los cinco primeros términos de una sucesién, se sustituye
sucesivamente n por 1,2,3,4y 5 en el término general. El décimo término se
encuentra al reemplazar n por 10. Para las sucesiones b,y c dadas se tiene

que:
Sucesién Primeros cinco términos Décimo término
b =1 4.2 34 3 10
o+ 2'3'4'5’ 6 il
1 1 1 1 1 1
o h+1: L NEEOT L 1 . . I g
sl 1.=2.3,7%,5 10

MATEMATICAS © LARCUSSE
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Pensamientos variacional y numérico

1.1 Sucesiones monotonas

Una sucesidn g_es monétona creciente sig = d, , , para todo n, es decir, si
cada término de la sucesién es mayor o igual que el anterior y estrictamente
crecientesia < a_, paratodon.

o
Una sucesién a, es mondtona decrecientesia = a, , , paratodo n, es decir,
si cada término de la sucesion es menor o igual que el anterior y estricta-
mente decreciente sia_ > a_, para todo n.

Ejemplo 2

Son ejemplos de sucesiones estrictamente crecientes:

A 357 9' 1"

_7n+3 _[10 17 24 31 38 }
2n+1

a =2n"*""={2,16,162,2048,31250, ..}

n
Esto sucede porque enambasa, <a,<a, < ..<a <d, , ,esdeci, los
valores de los términos de cada sucesion aumentan progresivamente.

Son ejemplos de sucesiones decrecientes:

Esto sucede porque en ambasa, >a,>a,> ... >a >a, , , esdeci,los
valores de los términos de la sucesion disminuyen progresivamente.

Ejemplo 3

1 i ; ,
Para mostrar que a_ = 7 ©Sunasucesion estrictamente decreciente,
debe probarse quea > a __ . para todo niimero natural ; esto significa que:

1 1
<
(n+12+1 "W +1

En efecto, puesto que (n + 1) > n? + 1y ambos son positivos; entonces,
por las propiedades de las desigualdades:

1 1
<
(nT1p+1 W+

Luego,a, >a, ., ,asi que a es estrictamente decreciente.

Ejemplo 4

La sucesiona = 1" = {1, 1,1, 1,1, ...} es una sucesiéon constante, ya que
todos sus términos son iguales, es deci,a = a,  , para todo n.



Pensamientos variacional y numérico

Sucesiones de nimeros reales. Monotonia y acotacion

1.2 Sucesiones acotadas

Una sucesion esta acotada superiormente si existe alglin nlimero real ma-
yor o igual que todos los términos de la sucesién. Es decir, existe M € R, tal
que:

a_ = M para todo n.

k4 i L]

bs 1 15 2 25 3 35 4 45 &

Una sucesion esta acotada inferiormente si existe alglin niimero real menor
Figura 3.1 o igual que todos los términos de la sucesion. Es decir, existe m € R, tal que:

a = m para todo n,

Una sucesidn acotada superior e inferiormente a la vez se dice que es
acotada.

La Figura 3.1 corresponde a la representacion gréfica de una sucesién acotada.

> 5 T % 7 % L
o La sucesion g, =| = | =4 =, -, =, — .t €S una sucesion acotada,

2 2'4'8' 16" 2"
puesto que 0 <a_= 1. Una cota superior de la sucesién es 1y una inferior
es 0.
e Parag = - {2 E E, 1;51‘_}, se tiene que 0 < @ = 5 para todo n.
" n+1 1234 6

Asi, una cota superior de la sucesién es 5y una inferior es 0.

s Lasucesiona, = 2n + 1= {3,5,7,9, 11,..} es acotada inferiormente por
m = 3, pero no tiene una cota superior.

. 3 2n+3 .
Se quiere demostrar que la sucesion a_ = 5 +3 ©s acotada superior-

mente y mondtona creciente.

Para demostrar que es acotada superiormente, se debe encontrar un niime-
ro real M que sea mayor o igual que todos los a:

_2nt+3 n+3+3 _ 2n+3) _ .
S ma n+3 - pF3 = 2= Portanto, el ndmero bus-

cado puede ser M = 2.

Para demostrar que es creciente, se debe comprobar que a,=a, ., para
cualquier valor de n. Pero eso es equivalente a comprobar que a.,—a =0
para cualquier n:

s —2n+1)+3 _ 2n+3 _ 2n+5)(n+3)— (@2n+3)n+4)
i n (n+1)+3 n+3 (n+4)+(n+3)

= 3 = -
BTE T T 0 pues tanto el numerador como el denomi

nador son siempre positivos.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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< i fo i ARCREEA S N _.

@ Realiza todas las actividades en tu cuadenﬂj

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Encuentra los primeros cinco términos de cada su-
@ cesion.
1

a.a =3n-—2 b.an=§ﬁ
_ .3
€8 == d.a" nt+2
_ 2 _

e d,=3-17 f.an— 3

o Halla el término general para cada una de las si-
@ guientes sucesiones.

a.a =1{1,2345.}
b.a = {14,916 .}
c.a =1{481216.}

=J1 111
d.an {;, 3 7 ,}
111 1
e.a, —_{—6,—7,—8,——9,...}
fg = 12 3 4 }
4 {3'6'11' 18’

o Encuentra los primeros cuatro términos y el décimo
@ término de cada sucesion.

2n=1)03Bn+1)

o A=A _
84, = 5w 4, P
N —— 4 — gy ]
ea =1 =g d. g = (—1) o
n ¢ Jn+1
eg = ——— . a = -
n

= 1 = "
&4~ n(n + 1) h.a, =(=1) (n+1n+2)

o Encuentra los cinco primeros términos de cada su-

® cesion dada:a = : J_r 1,!5” &= 2n1—|— Zye, = Sﬂn
a.a b. b,
cc, da +b
e i+ f.b +c
g8, h.b <&

Razonamiento
o Clasifica las siguientes sucesiones en crecientes, de-
& crecientes o constantes.
aa =2"
L]

= A1
G, = =3

b.an=1—n
d.an=(—1)“-n

o Determina formalmente cuales sucesiones son cre-
& cientes y cuéles no.

a4 =41 b.an=%
e I~ . ARt 2h
G an 2nn-l d. an = (n E .1)3

Resolucion de problemas

o Después de una operacion de rodilla, Mario debe
@ comenzar una rutina de ejercicios y aumentar gra-
dualmente el ritmo. El médico le sugiere trotar doce
minutos diariamente durante la primera semana. En
las semanas posteriores debe incrementar el tiempo
seis minutos con respecto a la semana anterior. ;En
cuantas semanas Mario llegara a entrenar 60 minu-

tos diarios?

Evalvacion del aprendizaje
.

0 Halla los primeros cinco términos de cada suce-
& sion y clasificala de acuerdo con su monotonta.
1

a.g =m+3 b.c:.'m=2n_1
2n
S = e d i = sen(n)
" n+1 : E

Pensamientos variacional y numérico ;
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: dia

A

2

gjercitar un musculo, éste au-

menta 3 milimetros el primer dfa.
Ademas, el incremento de cada dia
es jgual a 0,95 del incremento del

di
o[

-
o T

alanterior. ;Cual serd el incremen-

otal al final del dia 18?

j Analiza |
2 Un
: de
de
: rial

minero encuentra una muestra
mineral que contiene 500 mg

material radioactivo. Ese mate-

tiene una vida media de un dig,

. lo que significa que al final de cada
queda la mitad de este.

alla la cantidad de material ra-
oactivo al comienzo del sépti-
o dia.

A~
=

Figura 3.2

Figira 3.3

Limite de una sucesion. Convergencia de sucesiones

Sia,a,a,a,..,a, corresponde a la cantidad de material al comienzo del dfa,
entonces:

a, = 500 mg a, = 250 mg a,=125mg a,=625mg
a, = 3125mg a,=15625mg a, =78125 mg

A medida que pasan los dias, la cantidad de material radioactivo sigue disminu-
yendo hasta casi desaparecer, pero nunca llega a ser 0 mg.

2.1 Sucesiones convergentes

Seaa, una sucesion en R. Se dice que a_ converge a L, si y solo si, para todo
€ > 0, existe N € N, tal que paratodon > N, | a — LI <€,

Entonces y sélo entonces se dice que L es el limite de la sucesién a_cuando
n—»oco esto es,a —» L cuando n —w o0 o simplemente lima, =L

Es decir, el limite de la sucesion a_es el nimero real L si, para cualquier entor-
no de centro L y radio € tan pequefio como se quiera, se puede encontrar
un téermino de la sucesion tal que, a partir de este, todos los términos de la
sucesion pertenecen al entorno (Figura 3.2).

Ejemplo 1

1 1
Observa como se prueba que lim —=0, es decir que la sucesién o, Bons
—x n
converge a 0.

1
=_{E?

Sea &€ > 0, ;Para que valor de n es cierto que P

1
ot
n

1 . 1 4 . s ;
Para n > —, es decir, para cualquier nimero positivo €, hay un nimero

0‘<€connENyn>N‘

S s
N = - talque

En la Figura 3.3 se observa que cuando n crece, los términos se acercan pro-
gresivamente a 0.

2.2 Sucesiones divergentes
Una sucesion a, es divergente si su limite es 400 0 —co, En este caso, se dice

que a_diverge hacia +e0 0 —o.
n

Que lim g, = oo significa que para todo nlimero positivo M existe un niimero
entero N € N tal que paratodon > N,a > M.

Ejemplo 2

i
Sia, es unasucesion divergente cona, # 0yn € N, entonces la sucesion —-
converge a 0. Para demostrar esta aFrmacnon sefijae > 0. &

Para % > 0 existe N € N tal que para todo n > N, entonces a > i

Comoe > - oy por definicion lim a, = e, la sucesion converge a cero.

m—
n

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Ejemplo 3

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

Los términos de la sucesion a = 1 + 2n? crecen indefinidamente a me- .

dida que n también lo hace. Asf, a_no se acerca a un L € R. Por tanto,

”lm(w + 2n2] =400

La sucesién a, = 1+ 2n” es divergente (Figura 34).

- 51
2.3 Otras sucesiones .
; ; : ; ; . o " ..
Existen sucesiones que ni son convergentes a un nuimero ni son divergentes Figura 34
hacia +9 o —%, Estas reciben el nombre de sucesiones alternantes. a,
2 A
Ejemplo 4 T 2 ? * 3
a, = (—1)" es una sucesion que oscila entre —1y 1 (Figura 3.5), es decir, ni B 4 2 % Lt % 3 & on
converge ni diverge, alterna entre los valores dados. =~ | I ; "
_2 -+
Actividades de aprendizaje TR 5
—e

Ejercitacion
o Halla el término general de cada una de las siguien-

@ tes sucesiones. Clasificalas como convergentes, di-
vergentes o ninguna de estas.

1
a3 =L 0,5.‘.‘

1
3!
b =13 ~4% B

3
2 !

5 7
C. 3, 2,3, R

5 2 9 143
61224 48" 96" "
€. —4,9=16 25 + 36

o Resuelve lo que se indicasia =3+ %
® 2 Halla sus primeros 10 términos.

b. Dibuja en el pano cartesiano los 10 puntos que
encontraste en el liceral a.

c. Demuestra que a, converge a 3.

Resolucion de problemas

o Dada la sucesion definida por recurrencia de la si-
@ guiente manera:

0‘1:\/5 Gn= 2'0'1_‘
& Decide si es convergente.

Evalvacion del aprendizaje

a Encuentra los cuatro primeros términos de cada su
& cesion e indica si es convergente, divergente o nin
guna de las dos.

a. an = 2" b. an - L
n+1

| _n
¢a =373 da,= =17
oz ) _ =y
e.a,=" = § a, =
_‘|nv1
gan=1—% h a”=(23
. >

Si el porcentaje de contenido de oxigeno después
de t dias de tirar basura organica en un estanque

: = £ + 10t + 100
esta dado por p(t) = 100( 7% 20t + 100

respecto al nivel normal. ;Qué ocurre con ese
porcentaje cuando t aumenta toma valores tan
grandes como se quiera? ;Como crees que se
puede acelerar este aumento?

) con
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3 Propledades de los limites de sucesiones

Saberes previos [ Conoce |

:Sifse suman dos sucesiones diver- 5 2 3415 12 35 99

gehtes, se obtendra otra sucesién  Enlasucesion g = ={0, 55 T ;Eﬁ} cuando n crece, los
divergente? Si consideras que no es

asi) muestra un ejemplo que apoye  términos se acercan progresivamente a 2 Sise usa la calculadora para hallar la
tu respuesta. expresion decimal de cada uno de los anteriores términos se puede evidenciar
esta tendencia: {0, 0,38, 0,44, 0,47, 0,48, 0,49, ..., 0,495,.}.

2
dim | = 2 2
j Analiza Asj, Im |~ 2

Calcula el siguiente limite:

2n

s [ = 3.1 Algebra de limites
sl 2n Silma =aylimb =b,cona b& R entonces se verifica que:
Sesapranssssssssnnene ssscssssssssshssnne a.lm(an+bn):a+b b. “m(k.an)zk.a,keﬂ
C. lim f \/_ d,lm(an—bn)=a—b
e. }!m b— = z. siempre que b # 0 f. lim k™ =k°
g lEI,l (an 'bn)=a b h. lim (af" )——- a’

i Ii_r)n k = k, esto es, el limite de una sucesién constante d = k esla misma
=
constante.

Ademds, si dos sucesiones son divergentes hacia +, la sucesion formada por
la suma de los términos de ambas también diverge hacia +, es decir:

si lima, =+ oy lim b, = + o, entonces lim (a,+b,)=+0

N—s H—»o0 —¥an

il 1

Observa cémo se aplican las propiedades anteriores para evaluar

i 3”_+5”_+2 En este caso no se puede aplicar el limite del cociente puesto
ns= 4’ —3n 45
que las sucesiones del numerador y del denominador no convergen. Sin em-

bargo se pueden transformar as:

3n’ +5n+2 n(3+ﬁ+ﬂ_3 S Se factorizé n?
— = = y se simplifico.
4n" —3n+5 ”?(4_§+%J 4_§+5?
i n 1 1
Al aplicar la propiedad e. se obtiene:
5,2 g 5, 2
Sl S N ¥
- W 5tz 3+n+nz_,‘[m(3 n an

2 2

e & 5= 3,5
=% 4?’] —3n+5 = e o |lm(4___+_]
n n i o n n

5 )
o 8 3
At T sanat 3

- 5 4+0+0 4

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional, numérico y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Ejercitacion

@ .
a. g =131 b.g =2
[ 1 n
__1 =
ca==—7n dig = o
L . A+
e.ag =(—1)n f. A=

o Evaltia los limites de las siguientes sucesiones.

.'{a: n ba:M
e 3n 4+ ey n+2
_4n—1 _ S50n + 20
€ 4,= .53 d. a,=~1-—7
e SR e Jn
CaTw_—m+3 T hE2
I i B _ Br=4
g a,="= — h.a ==—7—
. _2n-l+3n—1 ] A
La =" joa, =27

o Halla los términos a,, a,, y g, de cada una de las si-
@ guientes sucesiones. Usa la calculadora cuando sea
necesario.

___m
"odn+1

=2n—1+2n+2n+1
n 2"

a. d

1
3T s
_ n .S St
C. Gn = _—_"",l d. an n?
3
Jn+1
_ n _ = n*+1
e,an—2+0,8 f.an s —

g.an=§—: h.a, =n(n+2)-n

Ejercitacion

o Calcula los siguientes limites.

® 45 . B

a. lim 5 b. lim ————
a3 =7 A% BN 4

, n=2n+3 . Nt =2n+1

c lim— d. lim —————

= 5 — 8N+ 6 e 4 30

—7n’ +5n" = 2n

: 1\ 2n+6
e lim|3+— £
® e nj\ 3n+1

4 — 20" +1

H—poo

o Halla los primeros cinco términos de cada sucesion.

®
Razonamiento

o Indica cual es el error, si existe, en el calculo de este
® limite.

2
. 3 lim _3!’!__
lim e R 1
H—pe 7H 4 1 7‘n2 + | —
n2
lim 3
- ; 5 1
i 7+ lieny | —
=3 n— n
lim 3 3

. fh—:

(1) 740
= n

Resolucion de problemas

o Calcula los limites dadas las siguientes sucesiones.

© an=3n:—1 bn:1r12};|3-1
a. r|1]—r>]:]n (an + bn) b ;!T;Io (bn - an)

) 1 .
. |I_I;Tl (Ea" +5bn) d. lim (a,- b,)

lim | 2o f lim 36,
- n=p0 bn "o a,

o Explica el comportamiento de la sucesion a . ;De-
& pende ese comportamiento del valor de a?

. n—an-+?2
n o nr4an+2

Evalvacion del aprendizaje

0 iEs posible aplicar las propiedades que se mostra-
& ron al inicio de este tema para hallar los siguientes
limites? Si es asf, calcdlalos.

~

' —n +5a—7

a. lim -
nt—n—1

n—x

im 21’ —16n+ 30
b. 5L N’ +n—144
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Indeterminaciones en el calculo de ||m|tes

Saberes previos

Javier y Laura se encuentran a una
distancia de 10 metros. Javier avan-
za la mitad de esa distancia y Laura
retrpcede la cuarta parte. Después,
Javier avanza de nuevo la mitad de
la distancia que lo separa de Lau-
ra y| esta retrocede la cuarta parte.
;Llegaran a encontrarse en algln
momento?

Los |fractales son objetos geomé-
tricgs que se generan luego de in-
finitas iteraciones, donde el mismo
patron de crecimiento se repite a
difefentes escalas,

A

El perimetro del fractal anterior, de-
nominado triangulo de Sierpinski,
esta|dado por la sucesion

)
2

« Cdlcula el perimetro de todos
log tridngulos generados cuando
el hdmero de lados (n) tiende al
infinito.

Figura 36

sasejsessnnnnsanRRRRREN SEssssRERRERRRES

de sucesiones

Al calcular el limite de la sucesion cuando n — o9, se tiene que:

|im3(§) = 3lim (3) .
H—m 2 n—wel 9

Luego, se concluye que el perimetro de todos los tridngulos generados no con-
verge a un numero y por ende no se puede calcular, es decir, su valor diverge.

Para calcular el limite de una sucesion, se aplican las propiedades de los limi-
tes. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que no siempre se pueden aplicar las
propiedades y es necesario buscar técnicas. particulares para eliminar indeter-
minaciones, aungue en algunos casos esto puede no ser posible.

El limite de una sucesién, en la que el término general es un polinomio en
n, es + si el coeficiente de mayor grado de dicho polinomio es positivo y
—®, 5| es negativo.

oo

4.1 Indeterminacion

Cuando una sucesion es un cociente de polinomios vy resulta la indeter-

. . oa , . gir, e
minacion -, su limite se calcula dividiendo tanto el numerador como el
denominador entre el término de mayor grado.

—
4n°  2n 4 2

4w =2n s s TTRE 99

im ——=lim —8 = jm —4- == _— =)

A g aeEgr o osemg 1 1=
noon n’

4.2 Indeterminacion « — «

Si dos sucesiones son enteras, se factoriza la potencia de mayor exponente;
si son racionales, se llevan a comtin denominador; y si poseen radicales, se
multiplica y divide por el conjugado de la expresidn, para verificar la indeter-
minacion o eliminarla.

o lim3n® —8n’ = JimnG(E -%)200
1

n—sx =

oo n’ nh—2)—n’(n—4) n® —2n° —n’ +4n’
« lim — = |lim =| ;
mEp—4  p—2 = (n—2)(n—4) = g —6n+8
n’ _ n° _ n 4
/i Zn“ - AAT < NEL
it n 6n 8 0
s
n 4] n
(1= ) (1 + )

« lim4/n+1 \/E—hm

0= =3

=lim ———=

) A
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4.3 Indeterminacion 1~

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuadernoj

; b : ; . i
Para calcular lim a,’, donde lim a, =1y lim b, = %, se aplica la expresidn

Fr=ba0 n=a —pas
: b lim b, (a, —1)
lim a," =e~
n—®
Ejemplo 3
3 il lim nt 1 nz-rr+‘l_] fim -0 == =2
Ilm L e o ‘] " _ en-»v. 1 w2 _ ea.‘—)-\c 7+
el ot 42

Actividades de aprendizaje

) o

=g = —
€

Razonamiento

o Determina el valor de los siguientes limites.

® . limn b. lim (n3 —an)

n—s—at ==
e . N

c. im — d. lim =
n—+% A=z

2 3

e lim f. lim

=+t 3y 4§ n—p- ﬂ2 + 1

o Lee y resuelve. Las siguientes sucesiones definidas
# como funciones adquieren el valor dado cuando n
s Jc s

fln)—=1 gn)— +x hn)—0 kn)——x
Indica cudles operaciones son indeterminaciones. En

caso de serlo, sefiala de qué tipo son. Si no lo son,
halla sus limites.

a. f(n) + h(n)
c. gln) + k(n)

b. fln) - g(n)
d. k(n) = h(n)

Resolucion de problemas

o En cierto pais, se analizo la tasa de fecundidad y se

@® dedujo que el nimero de hijos que tiene una mu-
Jer es inferior a la cantidad de hijos procreados en
décadas pasadas. Segun los estudios, el nimero de
hijos £(t) puede definirse mediante el modelo:

f(t)=

3t +1
2t 3

Donde t es el nimero de afios.
¢A qué valor tiende el nimero de hijos cuando el

tiempo crece tanto como se quiera?

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula los limites de las siguientes sucesiones.
w ' +2n-3
3 4 n2

lim

n—x n

20 +4n
B lim ———

H—0

=

(Jn2 +3n —n)
(-
e. im(\/nz +n - \/ﬂ2 + 2)

2n
flim [1 - i]
N=pLC n

I+
lim [1 + 1)
& n—3o0 n

c. lim

H—0

d. lim

n—r

38 galvdable

El porcentaje que describe la cantidad de mer-
curio en la sangre como efecto de consumir
x gramos de atln, viene dado por la relacion

S X ARG
P ==

iQué ocurre a medida que la cantidad de atdn
‘consumido aumenta? Averigua los efectos del
mercurio en la salud de las personas.

, con P expresado en %.
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La

Saberes previos

o albedbim® ' 2 L L N T mm

longitud | (cm) de una barra

metalica varia con la temperatura

T(9
I(T)

— 0

C) de acuerdo con la funcion:

= 30,5 + 0,025T.

[ual es longitud de la barra
lando T = 24,9 °C y cuando
= 251°C?

[ ivaiz

Un:
tal ¢

Se
dio
exp

2 esfera rueda sobre una rampa
romo se observa en la Figura 3.7.

Figura 3.7

sabe que la velocidad prome-
de la esfera esta dada por la
resion:
As ' -5
V==—=

At t=5

m/s

« Determina la velocidad media de

oy

esfera en los instantes:
a.t=49 b.t =51

+ ;QQué se puede concluir con res-

pecto a la velocidad instantanea
ent =157

f_«

o

3

3

= v

T12

fix} tiende a 12

x tiende a 3

i X

@ xtiendea 3 3 xtiendea 3

Figura 3.8

A 5 B

Cp e e B St -

Limite dé-_ﬁ-n‘a;fuﬁcién en un punto

Se define la velocidad instantanea o simplemente velocidad como el limite
de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo considerado tiende a 0.

: : : , As
La velocidad media de un cuerpo viene dada por la expresionv_ = ;- donde
As es el vector desplazamiento y At es el intervalo de tiempo. Su velocidad ins-

tantanea es lim v, = lim —; es decir, cuando se analiza la velocidad media en
un intervalo infinitamente pequefio.

Para la situacion planteada en el Analiza, al reemplazar cada valor de t en la
ecuacion se tiene que las velocidades medias v, y Wy PAFET =48y T = 51
son respectivamente:

_As (49 -5 As _ (517 =%
Vm= Bt = TG9=5 - OMSY Vm= g = En=s = 101mis
2 __ ph
Para hallar la velocidad instantanea parat = 5, se debe calcular imv, = lin.-;tt _: ;

Una tabla para valores muy proximos a t = 5 tanto por su izquierda como por
su derecha, sera util para calcular esa velocidad instantanea.

(s) 45 49 499 4,999 5,001 501 51 55
(mfs) 95 99 99 9,999 10001 1001 10,1 105
Tabla 32

Para valores muy proximos a t = 5, la velocidad se acerca cada vez méasa 10 m/s.
t2 - 55

Se escribe entonces: IM——z— = 10 m/s

La expresion Liﬂ;' f(x) = b (que se lee el limite de f(x) cuando x tiende al
valor a es b) quiere decir que si x toma valores proximos al nimero a, los

correspondientes valores de f(x) se aproximan al nimero b.

Para que el limite de una funcion en x = g sea b, no hace falta saber lo que
ocurre exactamente en dicho punto, pero si lo que ocurre a su alrededor.

eriplo i
La Figura 3.8 corresponde a la grafica de la funcion x* + 3. En ella se puede
ver que entre mas cerca se encuentren de 3 los valores de x, los valores de
f(x) se encuentran mas cercanos a 12. Esto mismo se identifica en la Tabla 3.3.

X 25 29 2,99 2,999 3,001 3,01 2 35
_f(x) 95 1141 11,9401 11994001 12,006001 12,0601 12,61 15,25
Tabla 33

Asl, Im (2 + 3) = 12,

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamientos variacional, numérico y espacial

5.1 Limites laterales

Paraque lim f(x)=1b, debe cumplirse que los limites laterales, es decir, el
X=ra

limite lateral por la izquierda y el limite lateral por la derecha, satisfacen,
respectivamente que

m flx) = b im f) =b

x~a X—¥g

En otras palabras, tanto para los valores de x que se acercan a a por la dere-
cha, como para los que se acercan por la izquierda, los valores de f(x) se debe

acercar a b.
Ejemplo 2
En la grafica de y = f(x) en la Figura 3.9 se tiene que:
\\ ¥
b
°\\_.
\
\\ 2 %
o 1 x X
.‘-iw'al}"
a. lim f (x) =32
K=
b. lim f(x)=4
x=3*
c. lim f(x)no existe, ya que lim f(x) # lim f(x).
x=33 X=> x—3
Ejemplo 3
En la Figura 3.0 aparece la grifica de g(x) = %' en la que para todo

x < 0la imagen es —1, mientras que para todo x > 0, la imagen es 1, asi que
la grafica presenta un "salto” en x = 0y entonces las imagenes no se acercan
a un mismo valor. En este caso el limite no existe. La Tabla 3.4 muestra el
comportamiento de la funcion a la derecha e izquierda de x = 0.

= B
gE=
1 [ -
: X
of 1
igura 3.0
X -05 —01 —001 —0001 0001 001 0,1 05
g(x) -1 -1 -1 -1 1 1 1 1

i [x1 Tabla 34
lim “, No existe.

x=0
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
1B Completa la tabla de valores para cada funcion.
| Luego, utiliza el resultado para estimar el limite.

a. limx-=3

X4

4001 401 47

Tabla 3.5

C x 89 899 8999 9 9001 901 91
]
“ Tabla 36
T .
c x—2 x2 =5 4
L ox |19 199 1999 2 2001 201 21
Tabla 3.7
senx
d. lim —
x=0 X
B -1 —01|—001| 0| 001|011
' Tabla 38
‘ % +6 ~I6
e lim

- —01 —001 —0001 0 0001 001 01

Tabla 39

e Elabora una tabla de valores para cada funcion y
@ | utiliza el resultado para estimar el limite.

. X —4 44— 16 —x
a. lim b. lim ——
X2 X — 2 x—=0 X
) ; xX—=2
c lim [23X d. lim
531 F—ix 2
X4 X6
2X + 1 X' =1
e. | f lim =
x—1 X _‘| x—»1 X -
. . osen2x
g. lim h. li
x—=1 X _‘] x—=0 X

Razonamiento

o Observa cada gréfica. Encuentra, si existe, el limite
& que se pide. Si no existe, explica la razén.

— . |x —2|
a.limx” +3 b. lim ——
x=»1 x22 x =7
v Y
2 -
A -
2T o Z‘ W
WLEE
4 Figura 3.11

Figura 3.12

o Determina el valor de cada limite a partir de la grafi-
® cadef(x) que se muestra en la Figura 3.13.

s}
on
>

Figura 3.13
li lim
a. x—lrrg_ f(X) b x—L—Z*f(X)
c. lim f(x d. lim f(x
x—0" f( ) x—2" f( )
e. lim f(x f. im f(x
X=dd~ f( ) x—4" f( )
e Considera la funcién -
* I 3x=2six<2 ___/
fO= Vax+25ix32 |
Determina si existe el im f(x), ol /
/o i
Figura 3.14
e Dada la funcién
L [ —x+5si==2 ik
8x) = X +3six>-2 I
Determina si existe el M g(x). ; )
! g
- 5
-2 |o X ]
g
Figura 3.15 é
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o Sea la funcion cuya grafica y expresion analitica se
® muestran a en la Figura 3.16.

Y
2
o ¥
e
I:tgura 316
2x—3six<?2
f(x) = —4 Slx=2
—x+2six>2

1Qué se puede afirmar del limite de la funcion cuan-
do x se aproxima a 2?

o Observa las graficas de algunas funciones a trozos,
@ halla los limites laterales que se piden y obtén una
conclusion acerca del limite general.

d.

Y
—0
+1
X
O I
1
[ ]
D—
Figura 3.17
lim £(x) lim f(x) lim £(x)
& N v
12
I X
o 2
. Figura 318
Jim f(x) Jim f(x) lim £(x)

Pensamientos variacional, numérico y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

o Observa la grafica y completa cada enunciado.

» Y

Ak

a. ;Existe f(1)?
b. ;A qué esigual lim f(x)?

Figura 3,19

c. ;Aquéesigual lIm f(x)?

d. ;Existe llm flx)?

Resolucion de problemas

@ ;Es siempre 0 la velocidad instantanea de una esfera
& cuando rueda hacia abajo en una rampa? Justifica tu
respuesta.

m Una persona deja caer un objeto desde una altura
@ de 16t metros durante t segundos. Determina;

a. La velocidad promedio durante los primeros 3
segundos de la caida.

b. La velocidad instantanea en t = 3.

Evalvacion del aprendizaje

0 Decide si el limite indicado para cada funcion exis-
#& te.Justifica tu respuesta.

X, X=7
a. f(x)z 8—2x, 2<x<4 Ll_rllf(x)
4, X 24
l x#0
b. f(x)=9x lim £ (x)
0 % =0
k 3
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. Juan

oyl v

et _1‘.‘... i et ol

b L e B AT B g . e e e Ts W

Salweres previos

iQué ocurre si se divide a 1 con-
secltivamente entre 0,1; 0,0071;
0,00017 ;El valor que se obtiene au-
menta o disminuye? Explica.

 hnoize

afirma que, al reemplazar x
por \valores cada vez mas proximos
g 3
a 4, Ja funcion f(x) = = crece o

decrece indefinidamente.

« ;E5 cierto lo que dice Juan?

.............. T Y

__—__‘—“9\2 X

|

Figura 3.20

ST

86

2 X

el e e o

Figura 321

leltes infinitos

Para saber si Juan tiene razon, se pueden tomar algunos valores cercanos a 4.
Observa:

f(39) = —30 £(39999) = —30000 f(4,0001) = 30000 f(4,001) = 3000

La afirmacion de Juan es correcta, la funcion f decrece de manera indefinida
mientras x se aproxima a 3 por la izquierda y crece de la misma forma mientras
X se aproxima a 3 por la derecha. Juan construy6 una tabla con los valores que
obtuvo y luego trazé el bosquejo de la gréfica correspondiente. (Figura 3.20).

Juan observo que a medida que x tomaba valores muy préximos a 4 por la
izquierda, los valores de f(x) se hacfan cada vez mas y mas pequefios y que, por
otro lado, mientras x se acercaba mucho a x por la derecha, los valores de f(x)
crecfan indefinidamente.

La expresion [i_rg’;f(x) = +oselee como el limite de la funcién f(x) cuando
x tiende al punto a es + %, e indica que cuando los valores de la variable
independiente x se acercan cada vez mas al punto g, tanto por la izquierda
como por la derecha, los valores de f(x) se hacen cada vez més grandes.

De la misma forma, se dice que Iimf = —oosi se verifica que, cuando los
valores de la variable mdependlente x se acercan cada vez mas al punto g, los
valores de f(x) se hacen arbitrariamente pequefios.

Para expresar que los limites por la derecha alrededor de un punto a son
+o0 0 —oo se usan las notaciones:
lim, f(x) =00,
x=>a
Para indicar que los limites por la izquierda alrededor de un punto a son 40 0
—oo se emplean las notaciones:

lim f(x)=—o, respectivamente.
xX=ra

lim f(x)=+e, lim f(x)=—o%, respectivamente.
x—=a x—=a

Para escribir mediante limites el comportamiento de la funcién que construyé
Juan (en el caso de la situacion planteada en la seccion Analiza) se escribe:

FLIG=-% | Sy il
Ejemplo 1

1
A continuacion se estudian los limites infinitos de la funcién f(x) =

A
Como se observa en la Figura 3.21, cuando x se acerca a 1, tanto por la dere-
cha como por la izquierda, la funcién crece indefinidamente y sin cota.

Esto se resume mediante los siguientes limites:

. 1
lim —— =+

H=T (X i ‘|)2 .

—>Ilm > =+00
lim —1—:4—:0 (X -1)
x—1 (x ,_1

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional, numérico y espacial

@) Realiza todas las actividades en tu cuademoj

Ejercitacion

o Completa la tabla de valores para cada funcion.

® Luego, determina si f(x) tiende a +% 0. a —% cuan-
do x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha.
I

a.fixl= 5=
X 39 392 3999 4 4,001 401 41
fx)
Tabla 3.10
=1
b il = —4
X 39 399 3999 4 4001 401 41
fG)
Tabla 3.1%
1
c flx) = (x — 47
X 39 399 3999 4 4001 401 4.1
fx)
Tabla 3.12

Modelacion

o Elabora una tabla de valores para cada funcién
@ 2 partir de la cual se pueda calcular el limite de
f(x) cuando x tiende a 3 por la izquierda y por la

derecha.
5 1 . 1

a. lim — lim —
¥—=-1 ¥ —9 x—==3 X —9
) ) X

b. lim lim

=3 XZ -9

Comunicacion
o Indica si existen los siguientes limites dada la grafica

24
® dela funcion f(x) = s (Figura 3.22).

= |
2. I f(x) b. im, £(x)

By |i
.

i

2

I
i
"

Q
N\
|

T
[
'
'
I
:
L

Fiotgra 3.22

Evaluacion del aprendizaje

a Elabora una tabla de valores para calcular cada

—e

g o WX 2
o Observa la grafica de la funcion f(x) = sec -~ e in-

@ dicasiexisten los valores de los limites. En cada caso,
el valor de x esta dado en radianes.

4 15 1) Pl
b. I TN
> Jom ) —
c lim £ () (N

Resolucion de problemas

o Analiza la grafica de la funcion f(x) = cotx y decide
@ siexisten los valores de los siguientes limites.

v jm B} b i) e jim A
d}l(l_r;rl f(x) e. E‘l_)rq f(x)
AN
YTV Y
A |
i llll I Ili l|:. Figura 3.2

# uno de los siguientes limites..

] 5 _ 1
a. lim — b. lim — c lim ——

x—0" 3x x=0" Dy x—=2" ¥ 41

; 1 ;s . 24K
d lim —— ¢ |lim f. lim

x—1 (X - 1) =2 x — 2 =T ] — x

El crecimiento desmedido de las algas, produce
dafios en el medio ambiente. El modelo de este
crecimiento corresponde a una funcion expo-
nencial. Si no se hacen controles, el dafio puede
ser irreparable. ;Por qué crees que el crecimiento
exponencial de la poblacién de las algas atenta
contra el medio ambiente?
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Saberes previos

Un

grupo de artesanos fabrica

sonbreros vueltiaos en grandes
cantidades. Atendiendo a los gas-

tos
los

de la maquinaria, al salario de
artesanos y a otros factores,

se ha llegado a la conclusion de

que
ne
Clp

producir p sombreros tie-
un costo total, en pesos, de
= 10p + 10000.

Escribe una funcion que sea Uil
para calcular el precio de un som-

bre
ocu
la [
ma

o al fabricar p unidades. ;Qué
rre con el precio a medida que
roduccion sea hace cada vez
or?

La
cor
pué
mel

f®) =

o A

cantidad de una droga en la
iente sanguinea t horas des-
s de inyectada intramuscular-

nte esta dada por la funcion
10t
=)
pasar el tiempo, jcudl es la

antidad limite de droga en la co-

ente sanguinea?

Figura 325

Limites en el infinito

Para responder la pregunta en la seccién Analiza, se puede construir una tabla
de valores para observar coémo varia la cantidad de droga a medida que pasan
las horas.

t 1 5 10 100 200 300 500 1000
F(x) 5 192 099 009999 004999 00333 001999 0,09999
Tabla 3.13

Cuando t toma valores tan grandes como se quiera, f(t) se acerca a 0. Esto se
escribe con la notacién de limites como:  lim f(t)=0.
[ =43

La expresion xiirl‘uxf(x) = b se lee como el limite de la funcion f(x) cuando x
tiendea + esb e indica que cuando los valores de la variable independiente
x se estan haciendo cada vez mayores (x € R*), los valores de f(x) se acercan
ab.

La expresion xl_i)rl‘!:f(,w:) = b se lee como el limite de la funcién f(x ) cuando
x tiende a — es b e indica que cuando los valores de la variable indepen-
diente x se estan haciendo cada vez menores (x € R™), los valores de f(x)
acercan a b.

Ejemplo 1

. 3
En la tabla se muestran los valores que toma la funcion f(x) = 3 €n puntos
alrededor de x = 0 (Figura 3.25).

X ~100 —10 | =10 ]| 1 10 100
flx) —3-10° —3-10° =3 ne 3 3-10° 3-107°
Tabla 3.14

Cuando x toma valores tan grandes como se quiera, f(x) se aproxima mas a

s s 3 ;
0, es decir, lim = = 0.y, cada vez que x toma valores tan pequefios

X300 A

: o ; ; 3
como se quiera, f(x) también se aproxima a 0, esto es lim — =0

X=3—t0 ¥

Ejemplo 2
, 3 —4x . . ; ; :
Para calcular lim —=—=, se debe identificar que éste es indeterminado
o Jox +1

de la forma o/ por ende, se aplica la técnica que consiste en dividir el nu-
merador y el denominador entre el término de mayor grado de éstos que
corresponde a x, puesto que, en el denominador, el mayor exponente es x
y se encuentra dentro de una raiz cuadrada. Como x tiende a +2, entonces
Vx* =|x| = x. Por lo anterior, se divide cada término de la expresién entre x.

3 4x 3
3 —4x _ 8 ik,
= |im

X—pom '||9X2 3 1 ] 9X2 -I Ko il \/9 + 0 \/g 3
— + ~ 9+ =
X X

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Pensamientos variacional, numérico y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Ejercitacion
o Completa la tabla de valores para cada funcion.

@® Luego, utiliza el resultado para estimar el limite de
f(x) cuando x crece indefinidamente y sin cota.

s
d.f(X) = iz
X - | =10, =1 0 1 10 100
fx)
Tabla3.s
X
b.fo) = 2=
X =190 | =10 | =1 0 1 10 100
fG)
Tabla 316
X
Cfo) = 2=
X =00 |-—10 | =1 | 0 1 10 100
f()
i Tabla 317
2
450 = 755
X =168 | —1a | =1 | O 1 10 100
fx)
Tabla 3,18
XE
efW=5=
X —1000 =79 | =¥ | 0 1 10 100
)
Tabla 3.19

o Calcula los limites.

@
lim lim
a. b
e x =3 = 2% + 1
: : X
c. lim s A4 lim
4= Qo] x=m ]
. X , X
e. lim — f lim
= et 2 K=y 7 - X
: 1 . 2x+3
o lim . lim
x4+ e

o Relaciona cada funcion con su respectivo limite.

® X +5x+2 1
o iy ————— ( Y=
x=o 3%+ 6 3
. BR—1
b. lim ()2
¥ ot
, Sx + 2
c. lim —=—=— ( )%
e J4x® + x
2%+ 4x 1
ligy ———— ( )3
()7
()o

Resolucion de problemas

o La poblacion de una especie de animales esta mo-
@ delada mediante la funcion:
20+ 38 ; %
flx) = et donde x se mide en afos.
;Se puede afirmar que la especie tiende a desapare-
cer después de muchos afos?

o Un equipo de fatbol desea que todos sus aficiona-
@ dos adquieran el bono que les permitira ingresar
a todos los partidos de la temporada. La siguien-
te funcion muestra el nimero de aficionados que
comprara el bono desde el momento en que se lan-
za la oferta (x en meses):
) = 60x + 810
¥ +9
;Cuantos aficionados compraran el bono si se man-
tiene la promocién por un tiempo ilimitado?

Evalvacion del aprendizaje

0 Determina el valor de los siguientes limites.
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Saberes previos

Si fly g son dos funciones poliné-
migas tales que (1) = 3y g(1) =5,
:Qué se puede afirmar con respec
toa (f+ g)(1)?

 naiza

: Un| fabricante de productos de
: asep ha determinado que el ingre-
so semanal por la venta de x tone-
. ladas de un nuevo jabdn antibac-
: teripl esta dado por la expresién
f(x)| = 500x — 6x> ddlares,

: « Halla el limite de f(x)

cuando x
tiende a 8 e indica qué significa.

8  Propiedades de los limites de funciones

Para calcular el ingreso por las ventas de las ocho toneladas de jabon se puede
elaborar una tabla de valores que muestren el comportamiento de f(x) a medi-
da que x se aproxima a 8 por la izquierda y por la derecha:

X 7 75 79
flx) 3206 34125 357554

7,.9999 8,0001 81 82 £
3615959 361604 365634 369656 4014
Tabla 3.20

Como el valor de f(x) se aproxima a 3 616 mientras x se acerca a 8, tanto por la
derecha como por la izquierda, se escribe; Iin;_f(x) = |in;-_f(x) = Iinlf(x) =3616.
t— t= £

Se puede deducir que el fabricante de jabones recibe 3 616 USD por la venta
de 8 toneladas de su producto.

Los limites de funciones cumplen las siguientes propiedades:

1. El limite de una funcién, si existe, es Unico.

2.Silim f(x)=b,y Ilm g(x) » para todo a, con b, b, € R, entonces se

verifica:

a. lim (f(x)+g(x))=b, +b, b.lim (f(x) - g(x))=b, - b,

c lim(f(x)-g(x))=b-b,  dlim(k-f(x))=k-b,keR
clmidpnre tin(f)=hob b o

3. Si existe I|m f(x) y es finito, entonces se verifican las siguientes propieda-
des, snempre que tengan sentido los resultados obtenidos:

alim (f(x)) (b_rg f(x)) b. lim ;’ff(x) = Q/Li_rgf(x)

clim e = %) d. lim In(f(x))= In(Li_rB f(x))

X—»i X=ra

En general, cuando se calcula el valor de I:m f(x), se pueden obtener resultados
determinados o indeterminados.

L
_ X+ 11
Usa las propiedades de los limites para calcular el limite lim
X5
/x +11_ hmw/x +11 /llm x +1'r
lim L limx® + lim11
] limx =35 x—¥5

X5

1T
=y [Imgx} +11=%\/52+ﬂ=§

MATEMATICAS © LARDUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional, numérico y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Ejercitacion
o Calcula cada limite segtin la funcién f(x) dada.
® o flx)= — + 4x

im0
b. f(x) = xcosx
imfG) S0
c f(x)= \/;X* 2
limf(x) " limf(x)
X, si x <1
b ={2x+‘l, six21

mf() ()

Determina el valor de cada limite a partir de la grafi-
@ cadef(x)en laFigura 3.26.

)
I
J
‘ Figura 3.26
alimf(x) b Jimf(x) climf(x)
d. lmf(x) e. Iirg_f(x) f. Iin_}f(x)
slndl) R Jnfl) LR

o Usa las propiedades para calcular cada limite.
= 4 lim25 b.

lim senTr
K= =0
c. lim(7x +10) d. limx?
x—p2 x—p=2
Xt~
=i 42 = f. i
e xl_n;}(Sx +* )(3x ) i i
g. lim.f2x =5 h. Iim(1+\/)_()
X6 X6
-2
: Iimzi . “mw
x—=16 ¥° 4 X 2 x—10 (X_g)

Razonamiento

o Determina si el valor de cada limite es el que se indi-
& ca Justifica tu respuesta.

1 :
a. lim L =— b. limyx+1=2
>19x +3 O x=1
i X L 2x+2
c. lim - =1 d. lim =2
=1 x" 4 x—==2 ¥ — ]
2
) X i K]
e. lim——=1 f lim : =0
x—>—1X_1 x—==1x .._‘]

6 Encuentra los limites de las siguientes funciones
. trigonométricas.

limtanx

H—yTT

2. lim senx b.

=T
2

x—2

) X
c. limcos—
2

Resolucion de problemas

oEn un cultivo de rosas se ha observado que
@ las condiciones climaticas estan  destruyen-
do muchas plantas. La funcibn que mues-
tra el numero de plantas afectadas es
f(t) = 57t + 30, donde t estd dado en dias. Para
controlar el problema se decide aplicar un nuevo
fertilizante que, una vez usado, genera esta nueva

funcién de afectacion de plantas: L_EO:—O.

a. ¢Se logran obtener buenos resultados luego de
aplicar el fertilizante?

b. ;Se observa alguna mejora en las plantas al pri-
mer dia de ser aplicado el producto?

c. jEste producto erradicara completamente el
problema? Explica.

Evalvacion del aprendizaje

0 Usa las propiedades para calcular cada uno de los
#& siguientes limites.

T ,/x +2

x=72x% + 10

~

b. lim (6x+1)(2x—3)

x—3=2

c. lim f(x) donde f(x) =

x—2

{3x+1, six <2

¥ +3,5ix>2

L
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Pensamientos variacional y numérico
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Saberes previos

Una especie de animales que
contaba con 3 000 000 de indi-
viduos fue atacada por una en-
fermedad. Con el paso del tiem-
poj su poblacion en millones,
f(t) disminuyd seglin la funcion:
flt) = 3/(# + 1) en la que t es el
nimero de afos transcurridos.
;Qué ocurrird con esa especie a
medida que x aumenta?

o+

: En|una empresa metallrgica se
: ha| determinado que la longi-
tud (/) en mm de cierto mate-
. riall aumenta cuando se calien-
! ta,|de acuerdo con la expresion
: | =125 + 2x donde x es la tem-
¢ peratura en grados Celsius. Segin
¢ los|estudios realizados, la tasa a la
: cugl se incrementa la longitud estd
. dada por:

Al 12542 (x + Ax) - (125 + 2x)
A Ax
C
C

etermina la variacion de longi-
ud que presenta este material.
Qué pasa cuando la temperatu-
a aumenta demasiado?

. i fe

Indeterminaciones en el calculo de limites
de funciones

En el caso que indica el problema se tiene que:

A _125+2(x+Ax) = (125+2x) 125 + 2x+ 2Ax — 125 — 2x _ 2Ax

Ax Ax Ax Ax

La variacion presentada por este material es igual a 2 mm por cada grado Cel-
sius que aumente la temperatura. Cuando esta aumenta, la funcién | tiende a

infinito.

9.1 Polinomios al infinito

e R, - ¥

=

Para el calculo del limite en el infinito de un polinomio, basta con considerar

el término de mayor grado.

Dado el poiinomio P(x) = ax’+a,_ X"+ . +a,secumple que:
+Sig,>0=> lim P(x) = +o,

+Sia, <0=> M px) = —oo

x—* 4=

Los limites lim (x3 +x —x+ 5):—00 y lim (—5)(3 + 7x-—8)= +9% dan

X =300

dichos resultados porque para el primero a, = 1> 0y para el segundo,

g = =5,
(2

9.2 Cocientes y raices de polinomios en el infinito.
Indeterminacion >

Dados los polinomios P(x) = axr+ a, x°- Vo ¥ 0.
QX)=bx'+ b, _ x1~"+ .+ b,secumple que:

Pl _ Pix) _ 49,
X

Q) B,
P

X} _ . ;
) = *, seglin los signos dea, y b,

-Sip:q:} lim

=+

+Sip<g= Iim

K 4E

«Sip>g= Ilim

x—*+%

Cuando se calculan limites de cocientes entre polinomios es posible desha-

cer indeterminaciones de la forma % al dividir tanto el numerador como

el denominador por la potencia méxima de x que aparece en la fraccién.

Ejemplo 2
¥ x
; I
. X —x © L R TTE B
e lim = im A—P =
x—)+mx_9 o0 =+ X 9 0_0
x X
5x° 3x 2 " 3+2
. BEsBnad w8 o @ s . RO
o lim————=— o |m XX X _|n
WX —4x+8 o xwwdx’ 4x 8 aowe, 48
P D & x ¥
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Pensamientos variacional y numérico

9.3 Diferencia de expresiones infinitas.
Indeterminacion « — <«
Dados los polinomios P(x) y Q(x), donde lim P(x) = lim Q(x) === es posible eli-
minar las indeterminaciones que se obtienen al calcular el |j_']:] (P(x) — Q(x)).

Seglin los polinomios, hay ocasiones en las que conviene operar la expresion
y otras en las que es necesario multiplicar y dividir por la expresion conjugada.

Ejemplo 3

(J4x2 +3— ZX)(qHXE +34 2X)
. Iim(1||'4X? +3 —2x)=oo—ao:> lim

N e
2
[‘ 7 2
—Iim( i +3) _(ZX) = lim s L = lim :
o Mt e34 0y TR R PUAE 3

3 3 . 3

= <= lim= 0
= lim X =lim X = cishec

X x Xz X O X K—»

(T r -7 er +x)

. Iim\/x2+6x—x=oo—c0:|im

o - : o T sz +6x + x
i (\fx + 6X) —(X) e o S Tosge.. e G
= \/x2 +6x + X "'_"”\/x? +6x +x 77 \/x2 +6X + x
6x
=lm = fm "= g _ BB
; \/X_ +6X+§ x—’*\xx t6x+1 \/lim(1+§)+lim1 LR
X X X o2\ x ) o

9.4 Cociente de polinomios en un punto. Indeterminacién%

Dados los polinomios P(x) y Q(x), donde P(a) = Q(a) = 0, para calcular

g o v P : ;
el limite ["_";' (x)' los dos polinomios se descomponen en factores para

luego simplificar y emplear las propiedades aprendidas de los limites para
funciones.

Ejemplo 4
% -2 2
. Iin’;%zgz Iirq“—l“%-leing(x+2)=4
XL N — ¢ e X - x>
11 25 =%’ —(x—5)(x +5)
ol 25 o IO i 25x°
X=>5 X_S 0 X5 X_S x—3 X_S
—(x—s)(x+s)_, —(x+5)ﬁ 0 2

:!’iﬂl (x—S)(ZSxE) s (25x2) T 65 125

= =1
x—pm 2 X 2 242
M_’_Z_X \j4x +3+2 Jlim(4+%]+lim2
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Indeterminaciones en el calculo de limites de

funciones

9.5 Cocientes de raices cuadradas de polinomios en un
punto. Indeterminacién %

Dados los polinomios P(x) y Q(x), donde uno o ambos son expresiones radi-

cales de indice n = 2, y hay una indeterminacion para el limite del cociente

P(X)

de éstos, para calcular el limite lim , conviene multiplicar y dividir por
X

el conjugado de la expresion donde aparece la raiz.

|imM=9 - Iim(J;_3)(J;+3] - ( )2‘ (3)

=9 x—9 0 (x—9)(\/;+3) S O 9)(\/_+3)

=lim =lim

1
x—rg(x 9)(\/_+3) X9 X+3_\/§+3_6

9.6 Expresiones exponenciales

En general, si [j_i?") f(x) =b,y lim g(x) = b, paratodo g, con b, b, E R,
entonces se verifica que:

% lim g{x} I
1x|£|] (f{X)E(X)) = (I|D'If(x)) x=a =p b2y5i “f,n{,f(x)=1yzhﬂlg(x)=+m0
lim g(x) ==, se verifica que lim[ f( ()1 = pe g(x)[;(,)_,]‘

x—30 x=o

Ejemplo 6

9

; i oo | B = R
Determina el siguiente limite lim| ——————— ;
X2 7 =X

2% —x =1
Como lim——————=1ylim

x—2 =32y — 7

nacion del tipo 1%, Por tanto, se tiene que:

2% — %=1 = u[;][i—] |am[_?*“*-‘_1].[ 1 ]
lim| ———— ='|°°: em‘ ik x=2 :e"’z T=x % =12

x¥—>2 7—=x

o 2wt =17 =) ) [ 1 [ -8 1 2x +2)(x -2) - 2x+
!—»z[ T=x ] (x—z] ;E;Tv-lz[ 7—x J [2—2] :'3[ (?—x)(x—Z)] xlrl-»mzz?—:

=e =¢ =g =¢ =g?

A parte de estos casos se debe tener presente que los siguientes generan

indeterminaciones:
. I\!rj] f(x)=0y lxlgg g(x) = 0 = Indeterminacién Q°
. Ixim flx) =y I,,'.'H g(x) = 0 = Indeterminacion o°

« lim f(x) = 1y lim g(x) = o0 = Indeterminacion 1*

=400, entonces existe una indetermi-

S s
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno)

Ejercitacion
o Determina el valor de los siguientes limites.

@ o lim (=24 +9x - 4)

]

b. lim (9x" e x)

X—yon

¢ lim (3x" —6x + 1)

K=pa

d. lim (4)(5 — i 4t T 10)

K=

o Calcula los siguientes limites.
® 2

o Usa el conjugado de cada expresion para hallar los
® limites de las funciones.

Iim(\/m —\/;)

X=30

b lim (\/x2 + 4x — x)

Xy

. Iim(Jx2+x —\/x2+2)

X0
d. li_rj;(Sx — X +x)
el —2~)

o Descompon en factores para calcular los siguientes
© limites.

W — B2

KT B2

=2 —3x + 2

® C. |1m

X' —5x+6

x—2

o Multiplica y divide por el conjugado de la expresion
@ que tiene la raiz. Luego, halla el limite.
. Xx+4
5 lim

S o

d. lim

Resolucion de problemas

o Unos cientificos estan probando un tratamiento
@ contra cierta enfermedad que aumenta la vida me-
dia de los globulos rojos.

Los hematologos que han empleado el medica-
mento saben que la vida media de los globulos ro-
Jos varia dependiendo de la duracion en dias (t) del

; ; o 150¢
tratamiento, segun la expresion V (t) = ELE -

a. Si se emplea el tratamiento por un periodo
muy largo, jqué pasaria con la vida media de los
glébulos rojos?

b. Sila vida media de estas células es de 120 dfas,
(en que momento del tratamiento se alcanzara
esa cifra?

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula los siguientes limites.
w y
a. lm—————-—— b Iim(\/; e T=yx =1 )
se=dy' +30° — 8 " ( ]
Ix+5
2 e X+
C. | X +x—2 4 lim
e & s WS
2 4 4 wh=F
e lim [" s *J
x—po0 X
. »
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10 Infinitésimos

Saberes previos m

Toma una calculadora ponla en  Para darse una idea de lo que ocurre con las fun- ¥ y=tanx

mado RAD vy halla los valores de  ciones, Milena traza sus graficas (Figura 3.27). I s
serix y tanx para x = 0,1, 0001y )3 observa que estas tienen un comportamiento |

s A &g ; =
0,0p17 ¢A qué valor se acercan [as gimilar en [as cercanias de x respecto a O: ke
furiciones a medida que x se apro- /

) : lim fx)=0 limgx)=0 Iim h(x)=0 /
xima cada vez mas a 0? I Ax) im () im ) P 4
- Por tanto, es posible afirmar que : 4
En¢uentra una tercera funcion con _ P 9 5 i X
el mismo comportamiento. I,('f,"o‘ senx = L'D]X = I,,'L";' tanx Figura 3.27

tiemen el mismo comportamiento

+ ;Qué pudo haber concluido Mi- :
lena? im (x—1)=0

Se dice que una funcion y = f(x) es un infinitésimo en x = a, si se verifica

que:

ilena debe analizarsilas funciones

= senx, g(x) = xy h(x) = tanx Ejemplo 1
Son ejemplos de infinitésimos las siguientes funciones:

ndo x tiende a 0.
« La funcion f(x) = x — 1 es un infinitésimo en x = 1, ya que:

=

o La funcion f(x) = < esun infinitésimo cuando x tiende a oo, puesto que:

).—)aa X
- Yy 1y
« La funcion f(x) = cosx es un infinitésimo cuando x = = » Y& que:
lim cosx =0
x—)ir-

2

1.1 Infinitésimos equivalentes
Ejemplo 2

En la Tabla 3.21 se muestran algunos infinitésimos equivalentes.

El‘ simbolo ~ se L'.lti‘['l%a‘ para in- =TI SO « ~ tanx e bl o ]
dicgr que dos infinitésimos son X = arcsenx X =~ arctanx Fe] — gy
equjvalentes. Cuando x — 1 e .

Tabla 3.21

o 3 5 ; F 1 oo :
Para calcular limites con indeterminaciones del tipo TO S se pueden susti-
tuir ciertos infinitésimos equivalentes.

it s
... osenl3x)sen|5x 0
El limite thg—) =—. Como senx < x cuando x—0, entonces:
x=30 (X —X3) 0
sen3x ~ 3xy senSx ~ 5x, por tanto,

. sen(3x)sen(5x . 3xx5x . 15x°2 , 1
lim () ():hm > =Iim 2 7 =lim : =15

X0 (X—X3)2 (X-—XR) HOXE('I—Xz) x—)O(.}_XZ)Z

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Razonamiento

o Observa la gréfica de las funciones de las figuras.
& Luego, determina cudles son infinitésimos y en qué

punto lo son.
1 X =1
a. = — Cfix) =
L f0) = b. ) =X
Y
1 /'I
0 i ¥ o i X

X
C'f(x) XZ + X + 2 d. F(X) — X1r‘X + 3
b T
054 B
{—3.0)
) X 0 2 X
X oo |
e. f(x) = sec—= ffix)==—
: =5
4. B ¥
5 N T
s | .
' il R p

Figura 3.3 Figura 3.33
Ejercitacion
o Calcula cada limite y decide si cada funcion es un
# infinitésimo en el punto al que tiende la variable x.

’ ; |
a. limx+1 b, lim ——

X=r=1 =1 v 4
c lim x* d. lim cosx

x—¥0 x=3[)

li i E
e. lim tanx Llim1+ x

x—0 x—0

o Calcula cada uno de los siguientes limites y decide
& cudles infinitésimos son equivalentes.

. sen2x . ranéx
a. lim b. lim
x>0 2X x—0 4X
. 1=—cos2x o A= cos\/;
c. lim——— d. |Im*—.|-'—
Q0 3=l
X— ZX L
2
tan(x — 1) senSx’
e lim—————= f lim P
x—=1 x =1 x=0 SX
. sen3x . 1—cos5x°
o lim h. lim——
P om0 3y x=s0 25

2

Resolucion de problemas

o Emplea equivalencias entre infinitésimos para resol-
@ ver los siguientes limites.

T 1V ; w2t
a \ILT,(1+?) b. .h-mm(3x—1)
C. |I_)I'Dﬂ (X)*”x d. |IIIW (COSX}.i

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula mediante infinitésimos los siguientes limites.

X —senx
— m—
x=03y — 5x? ¥

4 =5 +7x— 8
2% —Sx +9

Si se denota por [(t) el nimero de personas in-
fectadas por cierto virus en el tiempo t y por P la
poblacion total, la dindmica de la infecciéon viene
dada por una funcion F, tal que F = k I(P — 1),
donde k > 0 es el coeficiente de proporcionalidad.
;Qué ocurre con Fsi P se aproxima cada vez masa [?
;Qué medidas se deben tomar para evitar el conta-
gio de enfermedades de transmision sexual?
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]J_ 1 Definiciones formales de limite

Saberes previos [ Conoce |

iExjste (1) sifix) = (@ —1)/(x — 1)?  Para responder la pregunta de puede construir una tabla de valores cercanos
;Puede decirse que lim f(x) cuando @ T = 80 por la izquierda y por la derecha y observar como varia el valor de
x tignde a 1 no existe? I=3-(14+3X1075-T)

X 79 795 799 7999 80001 80,01 80,1 81

f(x) 300711 300715 3007191 3007199 30072 30072009 3007209 300729

om

¢ La dilatacion lineal de una varilla de B ; . - p P
. Im =
 plata se produce por un aumento en Se dice que lim f(x) si para cualquier entorno de centro b y radio € tan

 Ja demperatura y viene dada por la geqreno co;no ]se quulera, seCl puedefelr'!contrar Olro entorno de|centr? ay rgcho
expresion: | = [, - (1+ 3 X 10-5T), tal que todos los valores de este Ultimo entorno, excepto tal vez el propio g,
verifiquen que su imagen cae dentro del primer entorno (Figura 3.34).

Asi, en proximidades de T = 80° C, el valor de / se aproxima a 3,0072 m.

Pensamientos variacional y numérico

: donde/esla longitud final del cuer-

: pol(en m), | es la longitud inicial T s i0
: én g o, ungcoeﬂdeme 11.1 Definicion formal de limite de una funcion en un

© deldilatacién de la platay Tesla  punto
: temperatura (en °C). En lenguaje formal, se escribe:

;Cudl es la longitud final de una

L
barra de plata de 3 m de longitud
para una temperatura cercana a 0 <|x —a| <, entonces [f(x) — b| <&.

los 80° C?
........................................ Ejemplo 1
Para probar que [im = 8, se usa la definicion formal de limite: si
& > 0, se debe encontrar 8 > 0, tal que si 0 < |x — (—4)| < §, entonces
16 — x°
4+ x

e

lim f(x) = bsiysolosiparatodo & > 0se puede encontrar un 8 > O tal quesi

16 — x*

-8 <€

<s yasi,4—x—‘8|<s,

Al simplificar se tiene |-x — 4| <&, que equivale a |x + 4| < & 0 x - (—4)| <e.

Luego, d = &.

11.2 Definicion formal de limite infinito

0 b—oa.a-i-‘d

Lig;lf(x) = oo sjysolosi para todo N se puede encontrar un & > 0 tal que si
Figura 3.34 :

0 < |x—a| < & entonces f(x) > N. (Figura 3.35).

v ; Para demostrar que Iim ;17 = o, debe establecerse que dado un N > 0,
ot - existe & > 0 tal que ;L > N siempre que 0 < [x — 0] < &.

M Ob i>N@x3<i<:|x1<iL dadoN >0
serva que — . N - uego, dado , se escoge
=e 1 |
| 0 = —— de tal forma que se satisfaga que 1>N cuando0 < [x—0| <.
la N &

0 a—8x a+d X

Figura 3.35
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Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

11.3 Definicion formal de limite en el infinito

lim f(x) = b siy solo si para todo & > 0 se puede encontrar un M tal que si Y
x>M=|f(x) — bl <e. b+ e
lim f(x) = b siysolo si para todo € > 0 se puede encontrar un M tal que i
six <M= |f(x) — b| < & (Figura 3.36). b~ sl
Ejemplo 3 4
. 1 3 35
Para probar que )!'_rjl po =0 hay que demostrar que para &€ > 0 existe M, tal
que para todo x > M, se tiene que: %— =0 = %
Como | L — O| =|d1{ =1 six>0 entonces L =1
* X 1] | x| X
Con esto, dado € >0, se cumple que % s O‘ < g,siysolosi % < goseasi
X >%, por lo que se puede tomar M = % Porejemplosie = -;— entonces
M =2
Actividades de aprendizaje "
Ejercitacion Resolucion de problemas
Determina el limite L de cada funcion. Luego, utiliza o Un joyero disefa una esfera con 5 cm? de volumen.
@ ladefinicion formal para demostrar que lo es. ® ol eselmadiods peden
- Iim(x " 2) b [lx - 1} b. Si el volumen de la esfera varia entre 45 y
A e 5,5 ¢cm’, jcuanto puede variar el radio?
5 Evalvacion del aprendizaje
- lim| =x +7 1 lim(—1
L x—n( 5 J L xl—>2( ) 0 Prueba cada uno de los siguientes limites:
® o lim 2x+5=11 b. lim ——=0
x—3 g — “l
e lim3/x f. lim [x —5| L T
x—=0 X=3=5 o
Razonamiento .
o _ gexvalidady 5
o Calcula cada limite y demuestra que efectivamente 1y,
> o
a | lim [ 4-% &
a. LT::BX + 2) b. Jm 5 (;b

6) Supon que la concentracién C de una sustancia

215 (XZ B 3) d_lim (x2 i 4) psicoactiva al transcurrir t horas después de que
T 3 ; : 20t
e = se ha ingerido es ¢ =— [ﬂ] Demuestra que
20t " +4] L
o lim £ lim t"_':lm =0, ;Qué significa este valor en el con-
Cxorbm oy 4 D Cxoemy 4D

texto del problema? ;Qué efectos y riesgos trae el

consumo de sustancias psicoactivas?
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Practica mas

Sug¢esiones de numeros reales

Ejercitacion

o Halla los diez primeros terminos de cada sucesion.

# | Determina el tipo de crecimiento y si esta es acotada.

a.a =m—n

_2n
b'arr_an—n
c.a =V —n

n
da =+’ —n

’ “t B3RS
26, 93727 20
2 4 6 8 1012
Ben e by s

n40 701001316019
= V13,457, 3,411...

d. @ = 5—=46—2a9— 3812 — 4d...

8]
)
|

Limite de una sucesion

Comunicacion

o Halla los limites de las siguientes sucesiones.
®ag=2"—n

. 2n
b.a,= 2t —n
Gl = \’2“2 —hn
d. a, = N2t —

°Con5truye términos generales de sucesiones para
@ | cada condicion dada.

a. Que tenga como limite 3.

b. Que crezca indefinidamente v sin cota.

e Calcula los siguientes limites.
2 . It
a. lim 3

n—=

. oh=1
b. lim ——

nvm FIE

Calculo de limites de sucesiones
Ejercitacion
o Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

® i 2+ 2t — 4
4 n=n?+1

=%

. n—n
b"ffl o i

(3P —4)
c lim|—
n3x n +1

Limite de una funcion en un punto

Razonamiento

. o Calcula los limites indicados a partir de la grafica de
| @ g(x) que se muestra en la Figura 3.37.

| v

* SR S WIS E_— " 14
o} X
Figura 3.37
a. lim g(x) d.lim gb) g lim gk
b. “5”_2-- g(x) e. Iiﬂm_z. gx)  h Iimq g(x)
g, Iinj2 g2(x) f. Iir:r:nz_ a(x) i, Iirg2 g(x)
0 Calcula los limites indicados a partir de la grafica de
® f(x)en laFigura3.38.
a. I_i_r’rljf(x) b. Iiin2 f(x) c.lim_f(x)
%
I Figura 3.38

@ Realiza todas las actividades en tu cuadermno }
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Resolucion de problemas

Estrategia: Aplicar una formula

MATEMATICAS £ LAROUSSE

Una sucesion recurrente es aquella en la que cada uno
de los términos se obtiene a partir de la suma de varios
términos anteriores. La sucesion de Fibonacci es una de

ellas y se define as:
a,=a,=1ya,, ,=a ta

n+2_ n n+1

Representa los siete primeros términos de esta sucesion.

1. Comprende el problema

+ ;Queé informacion aporta el enunciado?
R: La expresion que permite calcular cualc

+ ;Qué debes hacer?
R: Encontrar los siete primeros térmings de

2. Crea un plan

« Analiza como se define por recurrencia la sucesion de
Fibonacci y encuentra los términos que se piden.

3. Ejecuta el plan
+ Los dos primeros términos de la sucesion son 1y 1.

« El tercer término es 1 + 1 = 2 y cada uno de los
siguientes se encuentran sumando los dos anteriores:
g=T+d=ga =4+ 5=88 =3F+5=4§

R: Los siete primeros términos de la sucesion de Fibo-
naccison 1, 1,2, 3,5, 8 13. La representacion de estos
términos se observa en la Figura 3.39.

)
sl

7
&

| T
4

Frgura 339

4, Comprueba la respuesta

« Verificaquea,, = 610.

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderna |

Aplica la estrategia
o Observa la sucesion recurrente definida por
1
a,=3ya,,, =3, +7)

n+1

;Cudles son los cinco primeros términos de esta
sucesion?

a. Comprende el problema
b. Crea un plan
¢. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o La inflacion se mantuvo en 4,5% anual durante
los afios 2009 a 2015. Si el precio de un articulo
en 2012 era de $ 30000, ;cudl fue su valor en
2013 y 20147 Escribe un modelo de funcién que
te permita saber el precio del articulo en 2015 y
2016, sabiendo que la inflacién se mantuvo en
4,5% anual en esos afos. ;Cudl es el precio del
articulo en los primeros tres afos?

Formula problemas

o Formula y resuelve un problema que involucre
la informacion de la grafica de la Figura 3.40.

Y

0,24

Enriguece tu vocabulario

« Construye una oracion con las palabras:
- sucesion
- términos

- limite
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Evaluacion del aprendizaje

Sugesiones de niimeros

Comunicacion
OTLee con atencion y observa la Figura 3.41.

* Helge von Koch procedio de la siguiente manera:
dividié un segmento en tres partes iguales. Borrd
el segmento del centro y en ese espacio agregd dos
segmentos iguales al borrado, de modo que forma-
ran un tridngulo equilatero con el trozo borrado. Re-
piti6 el mismo procedimiento con cada nuevo seg-
mento y continud repitiéndolo “n” veces. Se podria
decir que esta es la representacion de una sucesion.

A0 DE APLICACION

VAN
M

Figura 3.41

Se observa que el numero de lados aumenta de
acuerdo con la siguiente sucesion: 1, 4, 16, ..

a. ;Cudl es el término siguiente?

b. jCual es el décimo término de la sucesion?

Modgelacion
o Se disena la siguiente sucesion con palos de fosforos.

0 AP

Figura 3.42
(Cuantos palitos se necesitan para el término 137

Limite de sucesiones

Ejericitacion

—3n* =7n+1
5n° +4n+9
ge. Si converge, indica el limite; si no converge, expli-

o Decide si la sucesion converge o diver-

ca las razones.

Calculo y propiedades de los limites de
sucesiones

Ejercitacion

o Halla lim ( ] CTIVIDAD DE RE
n+2

X—peo

4
o Calcula Ilm( . +5J .
In'—9

*

Limite de una funcion en un punto

Ejercitacion

o Selecciona el valor de Ilm

- 3" 6—2X
a. toee b, —o°
i ;
C. g d. No existe

Razonamiento

X,six>0
3—x,510=x<4
2,six>4

o Calcula Iin::f(x) =silim f(x) =
~ x4

Comunicacion
o Usa la grafica de la funcién para calcular cada limite.

 {
Y
1__
i X
= 1
Figura 3.43
2 lim f (%) lim f (x)
y.58 ' ¥=2"
e Jim £ 69 o fim £ ) ;
g
e. lim f(x) £ lim f (%) 2
2 x==2" %
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Limites infinitos y limites en el infinito
Resolucion de problemas

o La altura media de una determinada especie de pi-

w ; i 12t =3t +1
nos viene dada por la funcion f (x)=———,

s ) t* +9t+10
donde t expresa los afos transcurridos desde su

plantac'on ACTIVIDAD DE APLICACION

a. ;Qué altura media tienen los pinos al cabo de
cinco ahos?

b. ;A cuanto tiende la altura media de estos arboles
con el paso del tiempo?

Razonamiento

@ Calcula cada uno de los siguientes limites y, a par-
o tir de los resultados, explica el comportamiento de
las funciones a medida que x crece o decrece tanto
como se quiera, PREGUNTA ABIERTA

a. lim (3x* - 6x +1)
b. lim (x* - 2x +1)
C, )!El (—33 + X)

Razonamiento

Q Observa la siguiente secuencia y explica qué ocurre

& con el area de los poligonos regulares inscritos a me-
dida que el nimero de lados aumenta de manera
infinita. Escribe el limite que resuma tu conclusion.

Flgura 3.44
Propiedades de los limites de funciones

Razonamiento

@ Califica como verdadera o falsa cada afirmacion.

' VERDADEROD [ Fal
2 limk=1
x— )
b. Para cualquier polinomio L'[”m p(x)= p(a)
p(x) _ _—
- lim === solo existe si el grado del polinomio
== q(x)

p(x) es igual al grado del polinomio g(x)

@’ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Comunicacion

@ Usa las graficas de las funciones fy g de la Flgura 3.45
& para hallar los siguientes limites. ACTIVIDAD DE REFUERZO

¥ ¥

NEN

Figura 3.45

a. |j§](f(x)+8(x)) b. Em(f(x) - g(x))

Indeterminaciones

Ejercitacion

@ Calcula cada limite. ACTIVIDAD DE REFUERZ
JsTn B

%=1
- lim
k=1 X — r—»o

Resolucion de problemas

@Un cultivo de bacterias crece siguiendo la ley

1,25
w PSSR, o Y
t —
S 140,25
mide en horas y el peso del cultivo en gramos.

, donde el tiempo t = 0 se

Determina el peso del cultivo transcurridos 60
mIinutos. ACTIVIDAD DE APLICACION

Infinitésimos
Razonamiento

@ Escribe si cada afirmacion es verdadera o falsa.

* . . . VERDADER ! FALSD
2. La suma finita de infinitésimos es un

infinitésimo. ()
b.El producto de dos infinitésimos no
necesariamente es un infinitésimo. ()

c. El producto de un infinitésimo por una
funcién acotada es un infinitésimo. ()

d.El producto de una constante por un
infinitésimo es la constante, ()

Definicion formal de limite

Razonamiento
0 Decide si es correcto cada limite. acivinan o mecinn
2
X =1
2 b. lim =7
& lim(7-3x)=-2 i
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4 Continuidad y derivadas
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Pensamientos variacional, numérico, espacial y métrico

» Analizar las relaciones y pro- « A determinar si una funcion + Resolver problemas de opti-
piedades entre las expresio- es acotada en un intervalo. mizacion en otras ciencias.
nes algebraicas y las graficas « A calcular la derivada de una « Aplicar el concepto de deriva-
de funciones. funcion. da en el trazado de gréficas.

2
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&
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- Pensamientos var

sERSTRssRARRE R TR R,

=

raza la grafica de una funcién en
que no debas levantar la mano
| papel y otra en la que si debas
lacerlo.

Analiza

lario quiere representar de mane-
4 grafica la funcién definida asf:

x):{Lsr'er

—_

0,sixel

;Qué tipo de grafica obtiene?

Continuidad

1.1 Continuidad en un punto

La imagen de cualquier valor racional que
tome Mario es 1, mientras que la que le co-
rresponde a cualquier irracional es 0. Asf que
la gréfica que obtiene son dos lineas horizon-
tales punteadas, como se ve en la Figura 4.1.

4

Figura 4.1

Una funcién f es continua en un punto x = a de su dominio si
lim f(x) = f(a). Esta definicion es equivalente a que se cumplan las siguien-
x>*a

tes condiciones:
1. Exista lim fix).
2. Exista f(a).

3. Ambos nimeros coincidan, es decir, que i m fix) = fla).

El dominio de la funcién

x=1

Figura 4.2

Az

A H g

Figura 43

. La funcion fix) =

fx) = x* - 6x* — x + 30 es el conjunto
de los nimeros reales.

Para cada uno de esos puntos, la fun-
cién es continua. Por ejemplo, f(x) es
continua en x = 2, ya que:

Llim (@ =8¢ =R +30) =12
2f2)=22—-6-22—24+30=12
luego f(2) existe.

3.im (¢ — 6 —x+30) =f(2) = 12

Z—, hoes continua

4 | nien x = 0 nien x = 1, puesto que ni

i 2 ‘W 2 :
lim 7 Nilim 7, existen, como

x>

se puede observar en la Figura 4.3.

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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Pensamientos variacional y numérico

1.2 Continuidad lateral

Una funcién es continua por la derecha en a € D(f) si 1i_rp_f(x) = f(a).

Una funcion es continua por la izquierda en a € D(f) si lim f(x) = f(a).

1.3 Continuidad en un intervalo

Una funcién f es continua en un intervalo (g, b) cuando lo es en cada uno
de sus puntos y es continua en un intervalo [a, b] cuando lo es en cada uno
de los puntos de (g, b) y, ademés, por la derecha en a y por la izquierda en b.

Ejemplo 3

Dada la funcion f(x) =

3Ix —ksix<3 ;
observa cémo encontrar los valores

X +ksix=3
que debe tomar k para que f(x) sea continua en todo R.
Aparte de x = 3, la funcién es continua al estar definida por polinomios.

Para x = 3, la funcién cambia su definicion, por lo que para estudiar la con-
tinuidad de f(x) es necesario calcular el limite en este punto.

lim f(x) = lim f3x — k) =9 —k lim fGx) = lim f(¢ + k) =9 + k

Para que exista lim f(x), los limites laterales deben coincidir, por lo que
9—k=9+k=k=0.

Ejemplo 4

Observa como hallar los valores de a y b para que la siguiente funcion sea

continua en todo R.
x+b

et + 32
fix) =4qcosx+b,si0=x<m

Lsix<<0

3
X —=ag—-mw,sixzm

Los posibles puntos de discontinuidad son 0, 7 y los que anulen al polino-
mio ax? + 3x + 2. Para que la funcion sea continuaenx = 0y en x =, los
limites laterales deben coincidir:

. : x+b

im, fix) = lrn (—7? ]= % lim f(x) = M (cosx + b) =1+ b

x>0 a0

ax” +3x+2

%=b+1:>b=—2

”flf =lim (cosx+b)=b—1
[im = lim P N -
b—1=—%a:>a=2
No hay puntos que anulen a 2x* + 3x + 2, asi que,paraga =2y b = —2,la

funcion es continua en todo R.
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 Pensamientos var

Continuidad

Actividades de aprendizaje

¢

'

Ejercitacion

Clasifica las funciones en continuas o discontinuas a
partir de su representacion grafica en las Figuras 4.4
a4.71. Explica tus respuestas.

d.

Figura 4.5
C.

A Figura 4.7
2 ny f.
1
o| 1 b

Figura 4.9

g h.

Figura 4.0 Figura 4.11
Indica si las siguientes funciones son continuas o no
enel puntox = 2.

I =1 six>2

a. f(x) = b. g(x) = - +6

2
—+10,six=<2
X

Razonamiento

?

4

Sefiala el mayor conjunto de niimeros reales para
los que cada funcidn f(x) sea continua.

afl)=x=2¢ b fox)=x+T
efld= 7= d = e

Ejprcitacion

Estudia la continuidad de cada funcién.

a. f(x) = senx b. f(x) = xe* + X2

cflo = L

Comunicacion

e Indica si las siguientes funciones son continuas o no
& enel punto que se indica.

— _22+1 _
a. f(x) = F g A= 2
X
M= g

C fix) =In(2& + 4x — 6),enx = —3
d.fix) = In(2¢ + 4x — 6),enx =0

e. flx) =tanx.enx=m

o

ffix)=rtanx enx= 3

G Calcula el valor o los valores que se deben dar a k
@ Dpara que las siguientes funciones sean continuas en
todo el conjunto de los niimeros reales.

lx’ +lsix=—2
a. f{x) = {2

x+k, six>=2

X =2k six=1
b. f{x) =
f) {x2+3x—k,six>‘l
X —kx, six<3
C.Jjix} =
fx) {In(x—Z),sixES

o Grafica y analiza la continuidad de la funcién defini-

w Lsix=0
da como f(x) = R

o Observa la Figura 4.12, define de manera analitica la
A funcién que se representa y analiza su continuidad.

Y

/.
O/ X

Figura 4.12

Razonamiento

o iCudles de las seis funciones trigonométricas son
A continuas en el conjunto de los ndmeros reales?

MATEMATICAS € LARGUSSE
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@ Sea v(t) = 2t* + 1 la velocidad de un movil.

® . Trazala grafica de la funcién v(t).
b. Explica si v(t) es continua en su dominio.
c. ;Qué clase de movimiento efecttia el movil?
d. Halla la velocidad para los siguientes tiempos:

+ 35 -85 -10s «0s

0 Observa la gréfica de la Figura 4.13 y decide en cua-
A les puntos existen discontinuidades. Explica en cada
caso las razones de tal discontinuidad.

Y

_/ 6} i X

Figura 413

@ Observa la gréfica de la Figura 4.14 y decide si, en
1 cada uno de los puntos que se indican, a funcion es
continua, discontinua o no esta definida.

Y
\/M.1
1
I 5%
Frgura 414
ax=—1 b. = =2 c. x=1 d x=2

@ Observa la grafica de la Figura 4.15 .
4 y

bigura 4,15

a. ;Coémo se define esta funcion?
b. ;Cuantos puntos de discontinuidad tiene?

c. jHay puntos en los cuales la funcion no se en-
cuentre definida?

@ Realiza todas las actividades en tv cuademo |

Resolucion de problemas

@ Para contrarrestar una colonia de bacterias, se le

@ aplica una toxina durante t minutos. El comporta-
miento de la poblacion de bacterias se ve afectado
de acuerdo con la funcion:

I tE+7,sit<5s
)y = .
72—8t,sit=5

a. ;Cual era la poblacién a los dos minutos de ser
introducida la toxina?

b. ;Cuanto tiempo pasara antes de que la colonia
completa desaparezca’

c. Grafica la funcién f(t) y analiza su continuidad.

Evalvacion del aprendizaje
"

Las tarifas de un médico se basan en la duracion
& de cada consulta:

Hasta 6 minutos, $§ 50 000.

Entre 6 y 15 minutos, $ 80 000.

15 minutos o mas, $ 80000 mas $ 5000 por cada

minuto adicional.

a. Escribe la expresion algebraica de la funcion y
traza la grafica correspondiente al modelo de
cobro del médico.

b. ;Cudnto paga un paciente por una consulta de
12 minutos?

¢. ;Cuanto pagarfa alguien por una consulta de 20
minutos?

d. Analiza la continuidad de la funcion.

5 galvdable
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2

Explica el comportamiento de la
grafica de la funcion de la Figura
16 a medida que x toma valores
muy cercanos a 5, tanto a la dere-
cha como a la izquierda.

bk

‘e &

2 el e - L - -~ ~ s B, R -

Tipbs. de discontinu“ia‘;a“

Saberes previos m

Halla el valor de la funcidn ko para A medida que x se aproxima a 5 por la izquierda y por la derecha, los valores de

x|= 01, 001 y 0001 y expli)éa qué la funcion se hacen infinitamente grandes o infinitamente pequerios, respecti-
B Ry vamente. De esta forma, la funcién es discontinua en x = 5,

ofurre con sus imagenes.

Dependiendo de cuél de las tres condiciones de continuidad de una fun-
cion falle en un punto, la funcion presenta uno de los siguientes tres tipos de
discontinuidad.

2.1 Discontinuidad evitable

Una funcion presenta una discontinuidad evitable en x = g si existe y
es finito el limite de la funcién en g, pero no coincide con la imagen de la
funcion en ese punto.

¥
| Ejemplo 1
f R=THes

La funcion f(x) = 13,5 x=2 presenta una discontinuidad evitable en

o (M ) G

.! x =2 (Figura 4.17) la cual se puede evitar si f(x) se redefine, de tal forma que

i fi2)=1.

2.2 Discontinuidad de salto finito

Una funcion presenta una discontinuidad de salto finito en x = g si los
limites laterales en a existen y son finitos, pero no coinciden.

i Ejemplo 2
1 ./a\'\

a4 A

Para estudiar la continuidad en x = 1de f(x) = es necesario

{sz —4x,six=1
calcular los limites laterales (Figura 4.18).

X, six =1

X

\

\
Figura 4.17 !rlm f(X)

Entonces, |iQ] fix) no existe y f no es continuaen x = 1.
X

= lim

x=*1"

(20— 4x) = =2y

¥ Como los limites laterales en x = 1 son finitos pero no coinciden, f presenta
una discontinuidad de salto finito en x = 1.

A ECERy SN SR - . - = " - "
A % 2.3 Discontinuidad de salto infinito
Una funcién presenta una discontinuidad de salto infinito en x = a si uno
Figura 4.18 de los limites laterales en g, o los dos, son infinitos.

Las discontinuidades de salto finito o infinito también se denominan dis-
continuidades inevitables o esenciales.

MATEMATICAS © LARQUSSE
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Ejemplo 3

Analiza el tipo de discontinuidad de la funcion f(x) =

k= =1

: o W T ; — 1 _ 1
Comolim f(x) = lim (x-&-‘l]_ wyllm1_f(x) le1'[2x+1] =

fnoescontinuaenx = —1.

1 .
—six<—1 Ly

—x+1six=—1
2

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

/f

o 1 X

Figura 4.19

En este caso, uno de los limites laterales es infinito, asi que f presenta una

discontinuidad de salto infinito en x = —1 (Figura 4.19).

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Determina cuéles de las siguientes funciones son
& discontinuas y clasifica sus discontinuidades.

435 x£0
4,5ix=0

2x + 4,5 x<<0

=3y =0

o 1) = .00 = |

o Traza la grafica de cada funcion definida a trozos,
@ indica su dominio y estudia su continuidad, especi-
ficando en cada caso el tipo de discontinuidad.

=g 8 WEE—

a. fix) = 1—x,si—2<x<1
=T sixz
lx—i—i,six<—1
2 2

b. fix) = 1xt,si —1=x=2

—x+6,six>2

Razonamiento

o Indica el valor o los valores de g, si es que existen,
& paraque la funcion:

ax t+a,six=-—2

fx) =

LS —2
x+4

a. Sea continuaenx = —2.

b. Presente una discontinuidad evitable en x =—2.

c. Muestre una discontinuidad de salto finito en
Yo=hem

d. Tenga una discontinuidad de salto infinito en

® x=—2.

Evalvacion del aprendizaje

o Relaciona cada funcion con su grafica y determina
#& el tipo de discontinuidad que presenta.

X, six<0
2 fo) =drsix=o
x+1six>0 WO
Figura 420
T
2.5\
1six<0 .
== \
b fx) {3, Six=0 \
1
w Figura 4.2
cfo)=1
X

Figura 4.22

2, si x esirracional”

X, sl x es racional
i PSYORS v
w

Figura 423 o) 2 X

a. jQué valores toma la funcion para x = 4, 6,8,
y 772

b. ;Tiene esta funciéon puntos de continuidad? Si
es asi, indica en cuéles y revisa que se verifi-
quen las tres condiciones de continuidad.
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1 ¥

Se sabe que f(x) = x* es continua,

ise puede afirmar que g(x) = x> —1
ylh(x) = x¥* + 1 también lo son?
Explica.

¢a de la funcion f(x) =

i Analiza
En
i

la Figura 4.24 se muestra la gra-
i +:2);

.

/ o ; X

Figura 4.24

: » De acuerdo con la gréfica, ;en
que intervalo es continua esta
runcion?

...................................

Continuidad de funciones elementales

Saberes previos

La funcién f(x) = In(x + 2) es continua en su dominio por ser una funcion
logaritmica. Para calcular el dominio de f, hay que tener en cuenta que el lo-
garitmo solo puede calcularse para expresiones positivas, luego x + 2 > 0, es
decir, x > —2. Por tanto, f es continua en (—2, +),

3.1 Propiedades de las funciones continuas

Dadas las funciones f y g continuas en x = g, se verifica que:

1. La funcion (f + g)(x) = f(x) + g(x) es continua en x = a.

2. La funcion (f — g)(x) = f(x) — g(x) es continuaen x = a.
3. La funcion (f - g)(x) = f(x) - g(x) es continua en x = a.
J&)

4. la funcién( ](x) g(x) €scontinua en x = a, siempre que g(a) # 0.

3.2 Continuidad de funciones elementales

« La funcion polinémica f(x) = a, + ax + ax* + .. + a x" es continua en
todo punto de R.

» La funcion racional f(x) = Q(( )) donde Py Q son polinomios en x, es conti-

nua en todo punto de R, excepro en aquellos que anulan el denominador.

» Lafuncion irracional y = §/P(x) es continua en todo punto de R si n esimpar,
y solo en aquellos que verifican P(x) = 0 si n es par.

« La funcién exponencial f(x) = a* (cona > 0y a # 1) es continua en todo

punto de R.

« La funcién logaritmica f(x) = log x (cona > 0y a # 1) es continua en los
numeros reales estrictamente positivos.

» Las funciones trigonométricas y = senxy y = cosx son continuas en todo
punto de R.

» La funcién trigonométrica y = tanx es continua en todo R, excepto en los
x = (2k + 1)-“?kEZ.

| » 3x+1six=0
La funcion f(x) =4 , ,
e’ +1six>0

ca, mientras que en (0, +) la funcién es continua por ser exponencial. En
ILT Bx+1)=1y I'_.T flx)=

es continua en {—°, 0) por ser polindbmi-

x=0setieneque lim f(x) = lim e*+1=2
X X0

Como no coinciden los limites laterales, f tiene una discontinuidad de salro
finitoen x = 0.
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i~ Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en v cuaderno )

3.3 Continuidad de la funcion compuesta

Dadas las funciones fy g de forma que f es continua en x = a y que g es
continua en f(a), se verifica que la funcion (g o f)(x) = g[f(x)] es continua
enx = a.

Ejemplo 2
Sean las funciones f(x) = 3x’* y g(x) = e, ambas continuas en x = 0. Se veri-

ca que f[g(x)] = 3(e)* = 3e* también es continua en dicho valor ya que:
iiggBezx: 3" = 3; f(0) =3e" =3y |irrg3ez”=f(0) =3,

Actividades de aprendizaje o

Ejercitacion Resolucion de problemas
o Estudia la continuidad de las funciones: o Un equipo de investigacion estimoé que el nimero
> . @ de bacterias, en miles, de un cultivo, en funcion del

a. flx) = e My m(x) = log(x® + 1) tiempo x, viene dado por la funcion:

JEEE—= i
g t(x)= (Xz_s d.g(x): ;2+l2x_3| 5x'+1,si0£xs3
60 =1"4
e gl 3

; ; = ; %
o Representa y estudia el tipo de continuidad que tie-

@ ne la funcion. a. Comprueba que la funcion es continua en
2, six<—2 todo su dominio.

£ Ly .
fxy =10 s TE=Ex=E] b. Haz una representacion de la funcion.

l,six>1

& Evaluacion del aprendizaje

o Halla el valor que se debe dar a f(7) para que la oAnahza la continuidad de las siguientes funciones
& en cada uno de los puntos dados.
a. f(x) = Jx—senx =3 x=5yx=10
b. f(x 1enx—1x——?yx—0
o Lee y responde. Si Ixif':' f(x) existe y f no es continua c fx) = 3" enx=—1,x=1,x=5
® enk, jcudleselvalor de k de entre los que se sefialan
abajo? Explica tu eleccion.

i Jx—3-2 :
¢ funcion fix) = —x—7— sea continua en [3, +).
e

Ji=
3=

d.flx) = log,(2x = 7)enx =3, x =0y x = —1
)

e. flx —4c053x—‘l)enx=0,x—g yx =2

y
0 Dadas las funciones f(x) = x> — 4xy g(x) = 2x — 5,
& determina la continuidad de la funcién compues-
Ll taflg(x)] enel puntox = ~ .
3
/'3./l . L B
ol X
i +.25
¢ a. —2 b. 4 €2 d.0
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M

l|. Teorema de los valores intermedios

Saberes previos [ Conoce |

y 4e llevo al congelador y ahoraestd  son continuas en todo su dominio y en
a —10°C, jsutemperatura fue 0°C ~ concreto en el intervalo [O, 1].

en un pocillo habfaaguaa 100°C  Las funciones f(x) = e™ y g(x) = Jx v

er] algin momento? Explica. Ademés, como f(0) > g(0) y f(1) < g(1),

debe existir un punto s E (0, 1) en el "t

que las dos funciones coinciden o se . : . x
. cortan. Esto se muestra en la Figura 4.26. S
: Traza las graficas de las funciones )
: ety vx, y comprueba que se cor- Sea f una funcion real y continua en [a, b]
tah en algun punto del intervalo »si fla) = f(b) y M es tal que f(a) < M < f(b), entonces existe al menos un
: (017). ¢ € (a, b) tal que f(c) = M (Figura 4.27).
Traedesesniiiiiiiiiiiiinistae e, - sif(a) = f(b) y M es tal que f(b) < M < f(a), entonces existe al menos un

114

¢ € (a, b) tal que f{c) = M (Figura 4.28).

que la funcion valga 1. De hecho f(0) = 1.

La funcion f(x) = x* + x — 1 es continua en todos los niimeros reales por ser
polinémica; en particular lo es en el intervalo [0, 5] (Figura 4.29).
; 5 5 Como f(0) = —1 y fl5) = 29, al considerar un valor intermedio entre —1
0y a el 15 |x y 29, tal como 11 y en virtud del teorema de los valores intermedios, debe
Figura 4.27 existir al menos un namero real ¢ € (0, 5) tal quef(c} = 11. En este caso el
valor de ¢ puede hallarse al solucionar la ecuacion 2 + ¢ — 1 = 110 su
y equivalentec’ + ¢ - 12 = 0.
fla)| i ) ;
Al resolver por factorizacion se tiene que: (¢ + 4)(c — 3) = 0y de aqui se
M- obtienen los valores ¢ = —4 o ¢ = 3, pero dado que ¢ € (0, 5) se considera
by} - : c=13,
Figura 4.28 i 1 . v
Dada la funcion f(x) = 77332, ipuede asegurarse que no existe ningtin
, 11 L
punto en el intervalo [—5, 5] en el que la funcién tome el valor 172
La funcion es continua en [—% ﬂ, entonces
1 T
f(——] = ! = 0,9;f(— = 1 = 08y, por tanto,
< S S !
9 4
1 1
1 = [l =
e[ (3]
X No se verifica una de las hipotesis del teorema de los valores intermedios,
Figura 4.29 Pero eso No permite asegurar que no exista ninglin punto de [—%%J en el
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Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
Analiza la validez de esta interpretacion del teorema
A de los valores intermedios.

“Una funcién continua en un intervalo toma cual-
quier valor entre dos valores que toma la funcion en
ese intervalo. As, no puede ocurrir gue una funcion
continua tome valores positivos y negativos y no
tome el valor 0".

Comunicacion
o Dada la funcion f(x) = Inx:
: _ 1
® 2. Comprueba que es continua en el intervalo [;- 1}

para cualguier nimero natural n.

1
b. Halla un intervalo de la forma [;. 1] en el que
haya alglin punto donde la funcion tome el

valor —2.

Razonamiento

o Resuelve,

® . Comprueba que la ecuacion senx — 2x +3 =0
tiene una solucion en el intervalo (1, 2).

b. Calcula dicha solucién con aproximacion a las
centésimas.

o Demuestra que existe una raiz o solucion para la
& ecuacion 4’ —6x* +3x—2=0.

Demuestra que existe un valor k tal que
& f(k) = 1000, sabiendo que f(x) = x* + 100cosx.

;Para qué valores estd definida la funcion

® f(x) = Jx+12 ;Cudl es el valor minimo que puede
tomar la funcion? ;Para cual valor de x, la funcion
toma como valor 57 ;Qué garantiza la existencia de
ese valor?

Resolucion de problemas

o Un alpinista sale de un campamento a las
® 900 a. m. y llega a la cima de una montafia a las
8:00 p. m. A la manana siguiente baja de la cima a las
9:00 a. m, y sigue el mismo camino hasta llegar al
campamento a las 800 p. m. Utiliza el teorema de
los valores intermedios para demostrar que hay un
punto del camino por el cual el alpinista pasa los

& dos dias exactamente a la misma hora.

Evalvacion del aprendizaje

-

o Al hacer un recorrido continuo por una carretera

# con una pendiente muy pronunciada, un ciclista
lleva una velocidad de 8 km/h cuando pasa por
el kilometro 125 y de 6 km/h cuando pasa por el
kilometro 124. ;Existe algln punto entre los dos
kildbmetros donde el ciclista haya llevado una ve-
locidad de 7 km/h?

o Lee el enunciado del siguiente problema y explica
& qué teoremas se aplican y en qué momento.
Enunciado:
Sobre la superficie de la Tierra, en cualquier mo-
mento, hay dos puntos diametralmente opuestos
que tienen exactamente la misma temperatura.

Solucién;

Se toman dos puntos diametralmente opuestos
en la superficie de la Tierra (Figura 4.30).

Para medir la diferencia de temperaturas entre un
pUNto y su contrapuesto se determina el valor de
la operacién: Temperatura (punto An) — Tempe-
ratura (punto opuesto Bn).

Si esto se hace para cualquier par de puntos con-
trapuestos, se obtiene una funcidén que sera posi-
tiva si en el puntc A hace més calor que en B, y vi-
ceversa. Si la temperatura fuera igual en un punto
y su contrapuesto, la funcion valdria cero.

Habra un par de puntos en los que el signo de la
diferencia cambie (de positiva a negativa o vice-
versa). Como la funcion que se construyd es con-
tinua, también lo sera una resta de temperaturas
y, por tanto, debe haber al menos un cero. De
modo que hay al menos un punto en la trayecto-
ria con temperatura igual a la de su contrapuesto.
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Se
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esl
de

iberes previos

ué significa que una sucesion
é acotada? Escribe 2 ejemplos
sucesiones no acotadas.

ldles son los valores maximo y
nimo que puede tomar la fun-

cign f(x) = senx en su dominio?

SERsEENsENNNENREREERERERR RS LR

Al
LN\

y=-1
Figura 4.31
Y
£
.
I
g X
Figura 432
Y
g
I
o 1 X
Figura 4.33

bt ol e, e S 02 R WS —— e - S—
5 Cotas de una funcién

5.1 Funciones acotadas

El valor méximo que toma la funcién senx es 1, pues es mayor que cualquier
otro valor que pueda tomar la funcion; mientras que el valor minimo es —1,
ya que es menor que cualquier otro valor en el rango de la funcién. Observa la
Figura 431. Asf, 1y —1 son el maximo absoluto y el minimo absoluto de senx;
respectivamente.

Dada una funcion f definida en el conjunto de los niimeros reales R:

- Se dice que festa acotada superiormente en R si se puede encontrar un
nimero real M mayor o igual que todos los valores que toma f(x) en R. Al
nimero M se le denomina cota superior de f

- Se dice que festa acotada inferiormente en R si se puede encontrar un
numero real m menor o igual que todos los valores que toma f(x) en R. El
namero m es una cota inferior de £

+ Se dice que festd acotada en R si lo esté superiormente e inferiormente
alavez.

gemplo 1

Dadas las funciones f(x) = —x* + 3y g(x) = lz se tiene:
X

» Los valores que toma la funcion f(x) = —x* + 3 son siempre menores o
iguales que 3, 4, 5... Se dice entonces que la funcion f esta acotada supe-
riormente (Figura 4.32).

» Los valores que toma la funcién g(x) = i,, son siempre mayores que 0,
. - X“' + F !
—1,—2 —3... (Figura 4.33). Se dice entonces que la funcién g estd acotada
inferiormente.

A la menor de las cotas superiores de una funcion definida en R se le denomi-
na supremo de la funcién en ese conjunto. Si ademas, dicho supremo se alcan-
za para algin punto de R, se dice que es el maximo absoluto de la funcién en
ese conjunto.

A la mayor de las coras inferiores de una funcion definida en R se le denomi-
na infimo de la funcion en ese conjunto. Si, ademds dicho fnfimo se alcanza
para algun punto de R, se le denomina minimo absoluto de la funcién en ese
conjunto.

5.2 Teorema de Weierstrass

Si una funcion es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces esta aco-
tadaen g, b).

Como consecuencia de este resultado, si una funcion es continua en un
intervalo cerrado [a, b], entonces tiene maximo y minimo absolutos en ese

conjunto.
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Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Dada la funcion f(x) =
@

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno }

P +2x42,5ix=0
4%x+2,si0{xE1

2,6 x>1
2

a. Estudia su acotacion en los intervalos:
[—1,1] [—2 2] =33

b. Estudia si la funcion toma el valor M = 3y, en
caso afirmativo, indica un intervalo de longitud

1 donde exista un punto que verifique esta pro-
piedad.

o Para cada una de las siguientes funciones, y conside-
# rando el intervalo sefialado, estudia si es acotada e

indica, si es que existen, el valor del supremo, infimo,
méaximo y minimo.

a. fixXl=—#+ 5%—6en(13]

b.flx)=—x—2x—1en[—1,0]

¢ f) = X en[=2.1]
=]

d.fx) = 2 en[~2,0)

e. flx) = \/_en (0,1

o Observa la grafica de la Figura 4.34 y, a partir de esta,
A determina lo que se indica a continuacion.

a. La expresion algebraica
b. Su dominio y su recorrido
¢. La acotacion

d. Su supremo e infimo, si existen

v

= fix)

Evalvacion del aprendizaje

o En una prueba sobre la velocidad de reaccion de

Resolucion de problemas

o Si una planta recibe una luz de intensidad x, la ra-

@ 26n de fotosintesis y, medida en unidades adecua-
das, se encontr6 experimentalmente que estaba
dada por y = 150x — 25x* para0 = x = 5.

a. ;Existen los valores maximos y minimos para
esa funcion? Explica.

b. Si existen valores maximos y minimos, hallalos
y explica qué indican.

#& unos pilotos en una crisis simulada, se encontro
que el tiempo total requerido para reaccionar
variaba con la edad x dql piloto de acuerdo con
T = 0,04(1700 — 80x + x' )2, sobre un rango de edad
de 30 < x = 55. Dentro de este rango, ;a qué edad
corresponde el tiempo minimo de reaccion?

o Un piscicultor cultiva peces en un lago. Cuantos

& mas peces introduzca, habra mas competencia
por los alimentos, y los peces ganaran peso en for-
ma mas lenta. De hecho, cuando hay n peces por
unidad de area del lago, la cantidad promedio en
peso que gana cada pez durante una temporada
esta dada por w = 600 — 3n gramos. ;Que valor
de n conduce a la produccién total méaxima en el
peso de los peces?

a. Escribe una funcién P que muestre la produc
cion total de peces por unidad de area.

b. ;Es continua en [0, 20] la funcidon que escribiste?

Figura 4.34

Silo es, jcudles son los valores maximo y minimo
que toma la funcion? ;Qué indican estos valores?

>
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6 Derivada de

media

Saberes previos

Si pl tanque de agua de una casa
se |perfora, jqué debe tenerse en
cuenta para calcular el tiempo en
el que se desocupara?

om

CA

derramarse 100 m* de petroleo

¢ en el mar se ha formado una man-
¢ cha con forma de cilindro recto
¢ cirqular,

118

% /

"4

espesor

s/ u

iQué relacidon existe entre el ra-
dio de la mancha y el espesor de
ld misma?

----------------------------------------

B i W S i St e e bl

una funcion “('-m un -punto. Velocidad

A medida que la mancha se expande en el mar, su radio aumenta; en tanto que
el espesor se hace cada vez menor. Por ejemplo, la velocidad con que aumenta
el radio de la mancha, cuando el radio es de 50 m, es cercana a los 20 m/h.

Uno de los conceptos bésicos en calculo es el de derivada, el cual estz basado
en la definicion de Iimite y en la definicion de un cociente conocido como
cociente incremental.

Dada una funcion f se sabe que f(a) corresponde al valor de f evaluada en
el punto ay f(a + h) corresponde al valor de f evaluada en el punto a + k;
luego, al incrementar a en h, el incremento producido en fes f(a + h) — f(a).

Se define el cociente incremental de la funcién fen el punto a como:

fla+h) — f(a)
h

Cuando se considera un incremento h tan pequefio que tiende a cero, el
cociente incremental es llamado derivada de la funcién fen el punto a.

Ejemplo 1

El cociente incremental de la funcién f(x) = 2x* — 2 en el puntox = 1 es

fO+h) =) _ [20+h) =20 =[20F —2] _[20+ 2k + h?) — 2] — (2 — 2)
h h h
2+ 4h+ 20" —2) =0 _ 4k + 20

= : =T =4+ 2n

Se dice que la funcion f es derivable en x = a si existe el lim ﬂ‘}—"'%_«@ '

es decir, si lim f(ﬂ;hlﬂ

es un numero real.

Este nimero se denomina derivada de fen g, y se designa por f'(a).

Se dice que fes derivable si f es derivable en x = a para todo a € D(f).

De la definicion se deduce que si f es derivable en un punto, entonces es con-
tinua en dicho punto.

Ejemplo2

La derivada en el punto x = 1 de la funcion f definida en el ejemplo 1 esta
dada porlim 4+ 2h = 4,

MATEMATICAS £ LARQUSSE
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Si se llama x a la expresién a + h, entonces h = x — a tiende a 0 solo cuando
x tiende a a. Por tanto, otra forma de escribir f'(a) seria:

f'la) = lim fix) - fla)

Ejemplo 3
Dada la funcion f(x) = 5x — 3, observa como se halla la derivada en x = 2.

f'12) = L.mf[x)_ﬂz) SO ok ol WSS, B |
x—2 X — x—2 X_2 Rl X—2
=L|m5LX_2)=lim5=
x—2 X_2 x—2

6.1 Velocidad media y velocidad instantanea

La ecuacion que establece la relacion entre la distancia recorrida por un objeto
B e 1 e

en caida libre es s(t) = — 5 gt* + vt + s, donde s(t) representa la posicion

del objeto transcurrido un tiempo t; g es la constante gravitacional (9,8 m/s®);
v, la velocidad inicial, y s, la altura inicial.

Si s(t) es la posicion de un objeto en movimiento después de t segundos, ;qué

representan el cociente incremental y la derivada en un punto ¢, para una fun-

cion s(t)?

s(t,) es la posicion del objeto en un tiempo t,.

s(t, + h) es la posicion del objeto en un tiempo £, + h segundos, de donde

s(t, + h) — s(t,) es la distancia recorrida en el intervalo de tiempo [t t, + h]

s(tU + h) — s{fc)
h

segundos, esto es conocido en fisica como la velocidad media en el intervalo
de tiempo h.

Luego, el cociente incremental es la distancia recorrida en h

s(t, +h) = s()
0 h
po se aproxima a 0, la derivada corresponde a la velocidad en el instante ¢,
por esta razon es conocida como velocidad instantanea (v) en el tiempo ¢

La derivada corresponde alim, ; como el intervalo de tiem-

6.2 Aceleracion media e instantanea
Se llama aceleracion media @ de un movil en el intervalo de tiempo t + h
al siguiente cociente: g= U(t—ﬁw
De otra parte, la aceleracion instantanea (a ) en t,, se define asi:

vt h)=v(t)
a = lim —h—-——u(tG]A

s
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12=
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Figura 4.35

X f—12—2% — x

X f—12—=2x —=| x
Figura 436

6 Derivada de una funcion en un punto. Velocidad

Un objeto se mueve en una trayectoria rectilinea horizontal, con sen-
tido positivo hacia la derecha, siendo, en cada instante t, su posicién
s(t) = £ = 3¢ + 2 (Figura 4.35). Para calcular la velocidad y la aceleracién
instantaneas se evallia el limite:

|' s(t, +h)—s(r0]_|_ (e+n) =30 +h) +2-(r -3¢ +2)
Priirg h - hl—)() h
Luego de desarrollar los productos notables y simplificar se obtiene que la

velocidad instantdnea (v) del objeto es:

=3t" — 6t

A3 +3th+ 0 — 6t —3n)
o= lim
! h—a ff
La aceleracién instantdnea (a) del objeto es:

2
o= fiog L’(t°J”L’]-"’(ED)=|im3(f+h) —6(e+h)— (3 —6t) _ L
I = h A h h—0 h
=)
= lim 7 =6t—6

6.3 Razones de cambio

El concepto de razon de cambio se refiere a la medida en la cual una variable
se modifica con relacion a otra. Se trata de la magnitud que compara dos
variables a partir de sus unidades de cambio. En caso de que las variables no
estén relacionadas, tendran una razén de cambio igual a 0.

Una empresa elabora cajas metalicas sin tapa con ldminas cuadradas de
12 cm de lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas y doblandolos
hacia arriba, como muestra la Figura 4.36. Para hallar la razén de cambio del
volumen con respecto a x se tiene en cuenta que x es el lado del cuadrado
que se va a cortary V el volumen de la caja resultante. Entonces:

V() = x(12 — 2x)(12 — 2x) = 4x® — 48x? + 144x.

La razon de cambio del volumen con respecto al valor de x que se corta en
las esquinas se halla al calcular:

- V(x+h)—=Vv(x)

h=30

Luego de efectuar todos los célculos se llega a que tal razén de cambio es
12¢* — 96x + 144.
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Pensamientos variacional y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderni]

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Decide aplicando la definicién de derivada, si las
# siguientes funciones son derivables en los puntos
indicados y calcula, si existe, la derivada.

a. flx)=xenx="1
b. f(x) =senxenx =0

c.flx) =\x+2enx=2

d. fi(x) =enx=0

Razonamiento

o Estudia si las siguientes funciones son derivables en
& los puntos indicados.

2 .
a. f(x) = X, six=0o4 =g
3x, s1x >0

bf(X)f(x): X2+2, six =1

4 enx =1
x> —x+3,six>1

7 L
c. flx) = x°, STXET
2x, six>1

enx =1

o Explica por qué no existen las derivadas de las si-
A guientes funciones en los puntos indicados.

a. fx)=|x—5lenx=5
b. fx) = X

x =2

Cfx)=—7x+12lenx =14

enx =2

o Estudia la continuidad y la derivabilidad de las si-
& guientes funciones en los puntos indicados.
x' = 3x+2
x =]
= six =1

,Six=1
e

a. fi¥) =

nx =1

b.f(X)=[?_3X’SiX<2 enx =2

X =Tx+11, six=2

Resolucion de problemas

o Se inyecta aire a un globo esférico a razon de
@ 28dm’/min. ;A qué razon varia el radio cuando este
mide 1 metro?

o En una empresa se fabrican cajas metalicas sin tapa

@& con laminas cuadradas de 12 ¢cm de lado, recortan-

do cuadros iguales en las esquinas y doblandolos
hacia arriba, como se indicé en la pagina anterior.

a. Comprueba que la razon de cambio del vo-
lumen con respecto a la longitud de x que se
recorta en las esquinas es 12x* — 96x + 144.

b. Traza la grafica de V(x) y encuentra aquel valor

de x para el que el volumen de la caja sea el
maximo posible.

Evalvacion del aprendizaje

o Un movil se desplaza de acuerdo con la expresion
& s(t) = 4t + 5t — 4. Calcula la velocidad y acelera-
cién instantanea del movil parat = 5.

\

o Una enfermedad azota una ciudad, y los médicos

& estiman que el nimero de personas enfermas esta
dado por la funcion f(x) = —x* + 60x%, donde x
es el tiempo medido en dias desde el principio de
la epidemia.

a. ;Cuantas personas se habran enfermado des-
pués de 8, 10y 15 dias, respectivamente?

b. jCual es la razon de propagacion de la enferme-
dad con respecto al tiempo?

@ Andrés pone una taza de café en el microondas,

# esta alcanza una temperatura de 80° C. Luego, la
saca y la deja expuesta a 20° C, que es la tempe-
ratura ambiente en ese momento, y obtiene la
expresion T(t) = 80 — 3t + 0,16t* que relaciona
dicha temperatura con el tiempo t.

Calcula la razén de cambio de la temperatura con
respecto al tiempo.
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Saberes previos

Un automovil acelera de tal for-
ma que pasa de una velocidad de
60, km/h a una de 100 km/h. A
partir de esa informacién, ;pue-
de| determinarse el valor de su
aceleracion?

£

R inciza

: ;Qué pesa mas 1 kg de plomo o

1 kg de paja?

SespessassasRnnREnaE TEBssBIARSREERREERR RN

.__.‘ iy — o L A BT Y e S T R Mt 5§07 sl e e Il . 5. s s O o

[ Medidas e instrumentos de medida de valores medios

Si se tiene 1 kg de cada uno de los dos materiales plomo y paja, la masa de
ambos es la misma, pero la paja ocupard mucho mas espacio pues su densidad
€s mayor.

Una magnitud es cualquier caracteristica de un cuerpo que es posible medir:
longitud, masa, temperatura, energfa, etc.

Medidas directas: cuando es posible utilizar algiin instrumento que directa-
mente da su valor. Es el caso de la masa, la longitud, el tiempo y la tempera-
tura estas pueden medirse con la ayuda de una balanza, un metro, un reloj o
un termometro, respectivamente.

Medidas indirectas: son aquellas que no se pueden determinar con ningtin
aparato y por eso debe recurrirse a la medida de otras magnitudes a partir
de las que pueden obrtenerse. Es el caso de la velocidad de un maovil que
compara la medida del espacio recorrido por este en un cierto lapso y la
densidad de un cuerpo que se calcula a partir de su masa y su volumen.

7.1 Velocidad media y rapidez media

Se considera un cuerpo que se mueve a lo largo del eje X desde un punto P a
otro Q. Su posicidn en el punto Pes x,, en el tiempo ¢, y su posicidn en el punto

Qes X, en el tiempo X La velocidad media (v_) se define como la razén del

AX _ XX,
desplazamiento y el intervalo de tiempo: v, L
) ]

El cociente entre la distancia total recorrida y el tiempo total empleado se co-

noce como rapidez media y se define como: v,, =—

Ejemplo 1
Un atleta recorre 100 m en 12 s, luego da la vuelta y recorre 50 m en 30 s en
direccion al punto donde inicid su movimiento.

. : AX X T X 50m—0m
La velocidad media del atletaesv, === "% — =119 m/s
At —t, 42s

d 100m+50m
t

Su rapidez mediaes; v, =

m

= —————— =T 5 i
42 s

7.2 Aceleracion media

Se considera un cuerpo que se mueve a lo largo del eje X a una velocidad v, en
el iempo t_ y una velocidad v, en el iempo te

La aceleracion media (a ) se defne como la razén de la diferencia de sus velo-
AV "~ VJ,' — L"g
Attt

cidades en el intervalo de tiempo t, —tyast q

m
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_]

Ejemplo 2
Un fabricante afirma que el auto que produce acelera desde el reposo hasta
una velocidad de 42 m/sen 8.
Segin esa informacion la aceleracion que logra el auto es
_Av VTV, 42 m/fs —0m/s

=— =525 m/s’
Al I‘_ =it 83 .

m
i}

7.3 Densidad media

La densidad media es la razdn entre la masa de un cuerpo y el volumen que

ocupa.
Ejemplo 2
La densidad media de una pepita de oro con una masa de 57,9 g y volumen
M 7
de 3 cm’® es: Densidad = NN [ 19,3 g/cm’
Volumen 3cm?

Actividades de aprendizaje
B

Modelacion
o Un movil se degplaza en una trayectoria rectilinea Evalvacion del aprendizaje
® de manera que sila asociamos con un eje X de coor- _ 3
denadas su posicion en el instante en que un reloj i QU objeto se Mijeve enmeil y 10 se‘gundos’y‘ o
marca 20 s es 50 m, cuando el reloj indica 30 s la & movimiento esta descrito por la siguiente grafica,
posicion es 70 m, cuando el reloj indica 40 s la posi- en la cual ele eje x es el tiempo medido en segun-
cién es 60 m y cuando marca 50 s es 10 m. Calcula dos.
la velocidad media entre los instantes: ¥
a. 20y 30s b. 20y 40s 1
N A NN NN
c.20y50s d.30y40s WY ALY IRV AR W
Resolucion de problemas
o Una pelota rueda por una cuesta inclinada durante Higurad
& 5 segundos, a una aceleracion de 8 m/s>. Si la pelo- a. {Cudl puede ser el objeto al que se refiere la
ta tiene una velocidad inicial de 2 m/s cuando co- grafica?
mienza su recorrido, ;jcual serd su velocidad al final b. ;Cudl es la aceleracién media entre los tiempos
del recorrido? 15y259
o Un automovilista viaja 15 km hacia el sur, desde alli U 6 de bomb locidad
: : . n cami mbe
@ ouros 15 km hacia el este y finalmente, 10 km hacia de0 al;lonx ¢ 3:?5 rosdaum?:nti Suve OC: ¢
, : : , e0a21m/sen 3,5segundos. ; -
el norte. Determina la distancia a la que queda final- " e >¢ 8 SRR
, cion?
mente del origen. H
o Un objeto pas6 de una temperatura de 20° C a @ Calcula la densidad de una materia que tiene una
# 40°Cen 20 minutos. Explica cémo hallarfas su tem- # masa de 13450 gramos si ocupa un volumen de
peratura media. 32 cm?,
¥ L J
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Saberes previos

iQué caracteriza a una recta tan-
gente a una circunferencia en un
punto? ;Puede trazarse mas de una
récta tangente a una circunferencia
por el mismo punto?

Nairo participa en una prueba de
montana. En la Figura 4.38 se mues-

¢ tra parte de su recorrido. Observa
: que en el punto A de la trayectoria
: se ha trazado una recta tangente a
¢ lajurva.

Posicidn

i _f(x}---l A\ -..'..........

i Tiempo
x t
Figura 4.38

.« JQué se puede decir de la recta

tangente a la curva en el punto B?

---------------------------------------

Figura 4.41

'8 Definicion geométrica de la derivada

P —

Conoce

Cuando se traza la recta tangente al punto B, esta resulta ser paralela al eje X y
su inclinacion es nula.

Como se trata de una gréfica de posicion—tiempo, se puede afirmar que la ve-
locidad de Nairo en el punto B es 0 y que se encuentra en un estado de reposo
Instantaneo.

8.1 Recta tangente

Geomeétricamente para cada valor de h # 0,

fla + h) — fla)
h

mide la pen-
diente de la recta que une los puntos P(a, f(a)) y Q(a + h, f(a + h)).

Cuando h se aproxima a 0, es decir, cuando Q se aproxima a P, puede ocurrir

lo siguiente:

» Caso I: las rectas que unen a P con los puntos Q se aproximan a una rec-
ta t que, intuitivamente, es la tangente en P (Figura 4.39). Entonces, existe
lim £0+ h) — f(a)
h=0 h
diente de t.

y su valor denotado por f'(a) es, precisamente, la pen-

+ Caso ll: las rectas que unen a P con los puntos Q no se aproximan a ninguna

recta (Figura 4.40). En este caso, no existe lim J[(‘]—‘F%hﬁ

\ W/

= 7 a a X
// Figura 4.39

Si fes una funcién derivable en x = g, se define la tangente en P(g, f(a))
como la recta que pasa por Py tiene por pendiente el niimero f'(a). Su
ecuacion es:

Figura 4.40

y = fla) =f"(a)(x — a)

La recta tangente de f(x) = x” en P(2, f(2)) tiene como pendiente f'(2).

- :_ _ '
@) = iDL =8 G DO+ D) =i 424
= Y= B K= 2 W y=32

Se reemplaza f(2) = 4y f'(2) = 4 en la formula de la ecuacién de la recta
tangente:y — 4 = 4(x — 2) y se grafica (Figura 4.41).

o
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8.2 Recta normal

La recta normal en P es la recta que pasa por P(g, f(a)) y es perpendicular a

:
la tangente, es decir, tiene como pendiente el nimero — __f’(a} , por lo que

su ecuacion es:
1

y—fla)y== g k—a)

Hay funciones, como t(x) = Yxenx =0, que tienen tangente vertical en un
punto, aunque no son derivables en él. De esta forma, puede identificarse el
concepto de funcién derivable en x = a con el de existencia de una recta tan-
gente no vertical en P(a, f(a)).

Ejemplo 2
Las ecuaciones de la recta tangente y normal a f(x) = 0,1x* + 1en P(2 f(2))

se obtienen calculando f(2). Como, f(2) = 1,8, entonces, la pendiente de la
recta tangente en P(2; 1,8) es f'(2).

_ Fogm 3 _
sy e PO I o T 8 O 08
= = e X% =2 =1 x—2
3 _ _ 2
—lim 3K = 8) _ ;DI Z DT 28 iy g4 4+ 2+ 4) = 12
x—2 x — 2 x—2 x =2 x=s2

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente esy — 1,8 = 1,2(x — 2), la cual es
equivalenteay = 1,2x — 0,6.

La pendiente de la recta normal g bl o0 B y la ecuacion de la

f'(2) 12
e e | -
recta normalesy — 18 b{x 2), que es equivalente a y = X + "

Observa la Figura 4.42.
Ejemplo 3

Para hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva de
ecuacion fix) = 2¢ — 5 + Ix — T enx = —l,secalcula f(—1)= —11,

e balla =g il 280 2 (7).

=1 X—(_‘I) x——1 X+1
3 ek 2% — 7x +10)(x +1
B T — 2% —5x" +3x+10 — Iim( )( )
x==1 x+1 x—==1 *+1

Asi,f'(—1) = 2(=1) — 7(—1) + 10 = 19. La ecuacién de la recta tangente

, 1 ”
es y = 19x + &; la pendiente de la recta normal es — — , y su ecuacion es
1 210

V=X
Observa la Figura 4.43.

Figura 442

Figura 4.43
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Definicion geométrica de la derivada

Figura 4.44

8.3 Teorema del valor medio o de Lagrange

El teorema del valor medio establece que si f es una funcién continua en
[a, b] y derivable en (g, b), existe un punto ¢ pertenece (g, b) tal que:

b} —fla
fio= 2819

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio indica que hay un
punto en el que la tangente es paralela a la secante. (Figura 4.44)

El teorema de Rolle es un caso particular del teorema del valor medio, en el

que fla) = f(b).
Ejemplo 4

Para ver si es aplicable el teorema de Rolle a la funcion flx) = x> — 5x + 6en
[0, 5] (Figura 4.45), se procede as:

El teorema de Rolle establece que para una funciéon f que es continua en
[a, b], derivable en (g, b) que ademés cumple que f(a) = f(b), existe como
minimo un ¢ € (g, b) tal quef'(c) = 0.

Debe verificarse que la funcién f cumple todas estas condiciones.

« fes continua en [0, 5] ya que por ser polinémica, es continua en todo R.

« Como f es derivable en todo R por ser polindmica, entonces es derivable
en particular en (0, 5).

+ Debe verificarse ahora que f{0) = f(5).
Efectivamente f(0) = 02 — 5(0) + 6 = 6y f(5) = 5? — 5(5) + 6 = 6.

Luego, se puede afirmar que f satisface el teorema de Rolle.

Para hallar el punto ¢ para el %
cual f'(c) = 0, se deben en-
contrar los valores x que anu-
lan la primera derivada de la
funcion.

Haciendo el calculo, se tiene
quef’(x) = 2x — 5,si seiguala

: 5
a0seobtienequex = = .
El valor de ¢ que se busca es

_. B
G5 ==y
2

Figura 4.45
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@Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula la ecuacion de la recta tangente a cada cur-
21 va en el punto indicado. Comprueba tu respuesta
trazando la gréfica de la funcion y la de la recta tan-
gente.

a. f(x) =x* + 1en A3, £(3))

b. glx) =+/x +1 en B(3,2(3))

Razonamiento

o Calcula f(2) si la tangente a la curva y = f(x) en
el punto P(2, f(2)) pasa también por el punto
Q(—3,0), sabiendo que f'(2) = —1.

o Halla los puntos de interseccion de las funciones
® o) =xy flx) =

puntos la tangente a f(x) es perpendicular a la fun-

1
i Comprueba que en dichos

cion g(x) = x.

oCaIcula las ecuaciones de las rectas tangentes

A 2 la grafica de f(x) = X, trazadas desde el punto
P(1, —2). Representa graficamente la parabola y las
dos tangentes obtenidas.

Resolucion de problemas

o Lee y resuelve.

® Seaf(x) = X + ax + b. Halla los valores de a y b
para que la recta y = 2x sea tangente a la grafica en
el punto P(2, 4).

o Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la

i curva y = 2

para x > 1. En el punto P[Z —%]

T
la abandona y sigue desplazandose a lo largo de la

recta tangente a dicha curva.
a. Halla la ecuacion de dicha recta tangente.

b. Si el desplazamiento es de izquierda a derecha,

encuentra el punto en el que la particula interse-
caal eje X.

anS aplicable el teorema de Rolle a la funcién
@ f(x) = |x| en [0, 4]? Explica.

Verifica que se cumple el Teorema del valor me-
A dio para f{x) = 2¢ — 7x + 10 en el intervalo
(2,5]).

o La posicién de un objeto que se mueve en linea
@ recta esta dada por la funcion s(t) = 2t + 1, don-
de s estd medida en mertros y t en segundos.

a. Determina la pendiente de la recta en un pun-
to arbitrario.

b. Calcula la velocidad instantanea del objeto
parat = T1syt=5s.

@ Una particula se mueve en el plano XY a lo largo

A de la curva de ecuacion y = x* + 9. En el punto
P(4, 5) abandona la curva y sigue por la recta tan-
gente a dicha curva,

Calcula el punto R del eje Y por el que pasara la
particula. jExiste algin otro punto Q de la curva
tal que la recta tangente a la curva en el punto Q
corte el eje Y en el mismo punto R anterior?

Evalvacion del aprendizaje

o Calcula el area del tridngulo de la Figura 4.46 for-
# mado por el eje de abscisas y las rectas tangente y
normal alacurvay = x* + 1en el punto P(1, 2).

~

i
14 f/y—-Zx

Figura 4.46
o Verifica que se cumple el Teorema del valor me-

& dioparaf(x) =x* + x — Tenelintervalo [0, 2] y
encuentra todos los ntimeros ¢ que lo satisfacen.
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Eg siempre la derivada de una fun-
n otra funcién?

Y inoiza’

boza la grafica de y = f'(x) a par-
de la grafica de y = f(x) que se
lestra en la Figura 4.47.

¥

.....................................

Derivadas sucesivas y derivadas laterales

Saberes previos

9.1 Funcion derivada. Derivadas sucesivas

A partir de la gréfica de y = f(x) se puede con- Y

cluir que la tangente en los puntos de abscisa 1y \

3 es horizontal, es decir, f/(1) = 0,f'(3) = 0, por X
lo que la gréfica de y = f'(x) cortara el eje X en \A

los puntos de abscisa 1y 3. O 1 X

—_

Six <1ox > 3 lapendiente de la tangente en

la grafica de f es positiva, por lo que f'(x) > 0. o dds
TIgUra 4.4,

511 < x < 3, la pendiente de [a tangente es negativa, es decir f'(x) < 0.

Asf, la grafica de y = f'(x) serd como la de la Figura 4.48.

La funcion que a cada ntimero x del dominio de f le asigna el ndimero f'(x), si
existe, se denomina funcién derivada de f o derivada de f, y suele represen-
tarse con f'. También se puede hablar de la funcién derivada de f', es decir,
de la funcion (f')"(x), que suele representarse por f”(x) y se conoce como
segunda derivada de f.

De forma andloga se definen las derivadas tercera, cuarta... y de cualquier or-
den. En general, la derivada enésima, representada por f*(x), se define como la
derivada de la funcion f* = "(x), es decir, f® (x) = f =~ (x)'(x), formula valida
para cualquier ndmero natural n mayor que 1.

Entre otras aplicaciones, la segunda derivada es muy (til para estudiar la forma
de la grafica de la funcion y, en concreto, su curvatura.

9.2 Derivadas laterales

Hay funciones no derivables en x = a porque no existe |im f("“;ﬁ:ﬂ,
h—0

aunque sf existen Llim fla+h) - fia} Y lim -
[ h h—ll*

+ La derivada lateral de f(x) en x = a por la izquierda, si existe, es:

fr(a-] g :Lr:,.l f(a+h31_f(a)

» Andlogamente, la derivada lateral de f(x) en x = a por la derecha es

fr{a+) =}'ﬂ? fla+ h)h_f(a}
« Una funcion f es derivable en x = g, si y solo si existen f'(a™) y f'(a*), y estas

son iguales.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Ejemplo 2
x4 si x=1

: i =12
En la Figura 4.49, se muestra la grafica de flx) ={x* + 11 g Ee

De la grafica puede deducirse que no hay tangente en x = 1.
Sih =0y secalculaf'(1), se obtiene el siguiente resultado:

3 - Y

(0P =1_ g 4 he0 o im HHA =0y \ /
S+ h) = f1) _ h e h
h (+hf +1_, f
S SRR (PSR :,Umw=1
n ? A= h 14
Como los limites laterales no coinciden, no existe lim ‘MLLM : § : -
h-l -i

YT O3
Figura <4.49

Actividades de aprendizaje =
Comunicacioén Evalvacion del aprendizaje
o ;Existe alguna derivada lateral de fen x = 17 i

o Esboza las gréficas de y = f'(x), y = f"(x) para
o e ) & una funcion £ (0,+%) — R cuya graficaes lade la
¥EZ sap Figura 4.50.

fe) =

Ejercitacion

Y
o Calcula las derivadas laterales en x = 0 de la siguien- 54 f
o te funcion f(x): , X

X2+ xsix=0

f6) =

A st
2

iEs fderivable en x = 0?

o Calcula las derivadas laterales para f(x) = |x| en

o Calcula las derivadas lateralesen x = —2,x = 0y # x = 0,y decide su derivabilidad en dicho punto.

& x = 2dada la funcion:

X%, six < -2

f(x) = —4x + s —2=x=0
3  —4, si0<x=2
12 +1, si x>2

iEs derivable la funcién en dichos puntos?

Fazura 257
o Calcula g, by ¢ para que la funcion sea derivable en ‘ -
A x = 1,sabiendo que f(0) = f(4) y f(x) est4 definidaa @ Halla las derivadas laterales en x = 0 de la funcién

trozos de la siguiente manera: % [ieinicaas
_ |xisix>0
fx) = X +ax+b six<] f(x) = i
. XS X =
8 six =1 L )
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Saberes previos

!

:Qual es la pendiente de una
recta cuya ecuacion general es
4x|— 5y = 87 ;Qué indica esa valor?

 iroiza)

¢ Andrés debe analizar si la funcién
: fly) = J es continua y derivable
: enfel punto (0, 0).

Pensamientos variacional y espacial

--------------------------------------

130

10 calculo de derivadas

Para saber lo que ocurre con la funcion dada, se traza su gréfica.

%, /'_.-‘ : ¥

] 5

En ella, se observa que, a pesar de que la funcion es continua en (0, 0), por ese
punto no es posible trazar una recta tangente a la curva.

Figura 452

10.1 Continuidad y derivabilidad

Existe una importante relacion entre la derivabilidad y la continuidad de una
funcion en un punto, que es fundamental para la demostracion de las reglas
de derivacion.

Si fes una funcion derivable en x = g, entonces f es continua en x = a.

Comprobar este teorema implica que debe demostrarse que lim f(x) = f(a)
o, lo que viene siendo lo mismo, si x = a + h, entonces se demuestra que

im f[(a +h) = f(@)] = 0.

(a+h) - fla) = L) = fle)

i - De donde:

Si h < 0, se escribe f

fla+ h) —f{a]_h

TS Ll PR P
h h—0

fial) h

lim [fla + h) — fla)] = lim

h—0 h—0

10.2 Derivada de f(x) = x", siendo n un namero real

Para hallar este resultado se aplica la definicion de derivada para un punto x.

i) = i JEER) —FX) L (xkh) =K
1) = i PEE T = iy = DT
Desarrollando (x + h)" por el binomio de Newton:

n n=1 2f — g n=1
%) = tim XX h+h ) —x" _ lim = hlnx™" + h{..)| = !

h—0 h h—0 h

En general si f(x) = x", entonces f'(x) = nx"~".

Ejemplo 1
Para hallar la derivada de la funcién f(x) = Jx, haciendo uso del resultado
anterior, se puede escribir la funcién de la forma f(x) =(x)z.

MATEMATICAS © LARCUSSE
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10.3 Derivada de la suma y de la diferencia de funciones

Si fy g tienen derivada en el punto de abscisa x, entonces la funcion
F(x) = f(x) + g(x) también tiene derivada en el punto de abscisa x y es:

F'l) =1 () +g'()

La demostracion de este resultado se obtiene aplicando la definicién de deriva-

dalim Flx+h) - Flx) .En el caso de la derivada de una diferencia de funciones
h—l h

se cumple que, si F(x) = f(x) — g(x), entonces F'(x) = f'(x) — g’ (x).

Ejemplo 2

Observa cémo se calcula la derivada de F(x) = f(x) + g(x) con f(x) = x* y
gl = x-

Fx) =f(x) + glx) =x* +

FFx)=f)+g'(x) =3¢+ 2x

10.4 Derivada de F(x) = kf(x), con k un niimero real

Sea k un namero real y f una funcion derivable en x = g, entonces existe y es
derivable la funcién producto de f por k.

Si F(x) = k - f(x), entonces F'(x) = k - f'(x).

Con estos tres calculos de derivadas elementales, se puede obtener de forma
inmediata la derivada de cualquier funcién polinémica.

Si F(x) = ax'+a _x'"'+ .+ax+ax+ a, entonces:

Fi=q 0" =16 _ 0%t 2+,

;
Ejemplo 3
La derivada de la funcién f(x) = 4x> esf'(x) = 5+ (4)¢° ' = 20x".

Ejemplo 4
: 8 - 6 3%
La derivada de f(x) = P esf'(x) = i

Al efectuar las operaciones y simplificar se obtiene:

Ejemplo 5
La derivada de una funcién constante de la forma f(x) = k es 0.
Si f(x) = kx, entonces f'(x) = k.

131



Pensamientos variacional y espacial

Calculo de derivadas

10.5 Derivada del producto y del cociente de funciones

Sify g son derivables en x = g, entonces existe y es derivable la funcion pro-
ducto de fy g cumpliéndose (f * g)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)

Si g(a) # 0, también existe y es derivable, la funcion cociente entre fy g es:

[L]' )~ £10)-¢l0) = (a)-g1d
. [gla)f

» Si se tiene que f(x) = (3x* + 2¢* + 7) y g(x) = (5% + 3x — 1), entonces
F(x) = f(x) - g(x).
Luego:
F'(x) = (12¢ + 4x)(5¢ + 3x — 1) + (3x* + 2¢ + 7)(10x + 3)
= 90x° + 45x* + 28x* + 18x* + 66x + 21
o Siflx) = x> + 4y g(x) = 3x% entonces T(x) = [( ]) Por tanto:
aix
(Bx*)3x7) — [x* + 4)9x%) _ 9x° — (9x° + 36x?) 36x° 4

T'(x) = = =——=——
) (3x°) 9x* 95" it

10 .6 Derivada del cuadrado de una funcion

Dada la funcion f(x) continua en g, se aplica nuevamente la definicion de deri-
vada para deducir el valor de (f*)'(a).

21(q) = im et h) = £la) _ o Nlfla+n) +£a) - [fla+h) - fa
U)(G)—llm;hh———hm[[ Hhl+ ]Lf o )]]

=D hi—0 h

= gl Sl n)+ 5 (o)) =)

Como f es continua en a entonces hm[f a+h)+ f(a)]=2f(a) por lo que

(F)" (@) = 2f (a) f"(a).

Para hallar la derivada de la funcion h(x) = (3x* + 5x+ 4)? (2x* + 5)?, se aplica
el criterio correspondiente; es decir, (f - g)' = f'+ g + f- ¢’ y la derivada del
cuadrado de una funcién.

Si se considera f(x) = (3x* + 5x + 4)*y g(x) = (2x* + 5)?, entonces:

f(x) = 2(3x* + 5x + 4)(6x + 5) por ser la derivada del cuadrado de una
funcién.

g'(x) = 2(2x* + 5)(8x%) por ser la derivada del cuadrado de una funcion.
(f+8)"=2(3x* + 5x + 4)(6x + 5)(2x* + 52 + (32 + 5x + 4)? 2(2x* + 5)(8%°)
(f-8)' =203 + 5x + 4)(2¢ + 5)(36x° + 50%* + 325 + 30x + 25)

MATEMATICAS £ LARDUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Ejercitacion

o Halla la derivada de las funciones dadas.

= a flx)=5¢
b flx) = x* — 3x
fe) =+ 1)
d. f) = (x* + 3) (9 —xt+ 6x — 2)
e. fix} = (2x — 7)(5 — 3x)

f. fix) = 3x%(4x* — x)
o Calcula la derivada de las siguientes funciones:
B af)=Kx—13¢—x+4)
]

b. f(x) = X

X+

o Calcula lo que se indica en cada caso dadas las fun-
W cionesf(x) =x*+ 2x+ Tyg(x) =3x — 1.

a. f'(x)yg'(x) b.(5)"(x)

e.fiix)+ d.(2f — 3g)' (x)
e. (f)'(x) LFre)'k)
Q, X h i‘ X
f]( ) [gz][ )

¥4
o Define a trozos la funcion f(x) = min[x—, !
2 1+x

¥ cleula(f °f) 2).

¥

2

Modelacion

o Representa en la calculadora gréfica o el computa-

¢ dor la funcién f(x)=

1 ,
y aproxima los puntos
x +

en los que su grafica admite una tangente paralela a
la bisectriz del segundo cuadrante.

Razonamiento

@ Demuestra esta sencilla formula que da la derivada
A segunda de un producto:

! (}c.gﬂ

=fe+2fg +fd

o Supdn que [y g son funciones derivables en todos
A los nimeros reales, tales que:

1. f(0) = 1yg(0) = 0 iif'(x) = —g(x); g'(x) = f(x)

a. Sea h(x) = + g(x). Calcula h'(x) y utiliza el
resultado para probar que f(x) + g*(x) = 1 para
todo x.

b. Supon que Fy G son otro par de funciones deri-
vables que verifican i, i y considera la funcion

kG = [f0) = FOOF + [g() — GXL

Calcula k'(x) y utiliza el resultado para decidir
qué relacion existe entre fy F y entre gy G.

¢. Muestra dos funciones fy g que verifiquen i y il.

Resolucion de problemas

o Sea h(x)

& rivables.

= f(x) - g(x), donde fy g son funciones de-

a. Encuentra férmulas para h'(x), h"(x) y h"(x) en
términos de f, g y sus derivadas.

b. ;Te sugieren estos calculos alguna expresion para
i
hallar h*"(x)?

Evalvacion del aprendizaje

0 Considera una funcion f: R — R tal que:
® i flx + x) = flx ) fx,

,) para cualesquiera x, y x,.

ii. f(0)
iii. f' 0) =1
1. Demuestra que f(0) = 1.

Indicacion: Toma x, = x,=0en el liceral .

b. Demuestra que f(x) # 0 para todo x.

Indicacion: Toma X, = —x, en el liceral i.

¢. Prueba que f'(x) = f(x) para todo nimero real x.

d. Sea g otra funcion que satisface las condicio-

flx)

glx)
que k es derivable en todos los niimeros reales,

nes i, ii, iii, y considera ki x) = . Demuestra

y obtén k'(x). ;Qué relacion hay entre f y g?
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Sa
Sif
qu
igul

beres previos

X)=5x+3ygx) =x— 1A
: s igual f(g(x) y ()7 iSon

ales?

f aiza)
s H
: do
EM(
: mil
: de
: po

nivel promedio de mondxi-
de carbono en el aire es
m) = (1 + 06m) partes por
l6n (ppm) cuando el ndmero
personas es m {en miles). Si la
blacion en miles en el momento

: tesdeP(t) =400 + 30t + 0,5t

: o
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xpresa el nivel de mondxido de
arbono como una funcién del

tiempo y calcula el nivel de mo-
noxido de carbonoen t = 5.

...................................

11 Dperivada de funciones compuestas e inversas

Conoce

Para expresar el monoxido de carbono en funcién del tiempo, se requiere esta-
blecer la funcion compuesta M o P, de la siguiente manera:

MIP(t)] = M(400 + 30t + 058)
= 1+ 06(400 + 30t + 05t)
=241+ 18t + 0,32
Parat = 5:M[P(5)] = 241 + 18(5) + 0,3(5)? = 3385 ppm.

11.1 Regla de la cadena

El resultado fundamental para obtener la derivada de la composicién de
funciones se conoce como regla de la cadena.

Si g es derivable en el punto x = g y f es derivable en g(a), la funcién fo g es
derivable en x = g, y su derivada es:

(fog)'(a)=1"lgla)] - g'(a)

Cuando se aplica la regla de la cadena, es necesario reconocer que la funcién
dada se puede reescribir como la composicion de dos funciones elementales
simples.

Ejemplo 1

Dadas las funciones f(x) = x* + 3y g(x) = x5, se tiene que la composicidn
gofes(geflx) =gl + 3) = ( + 3)".

En este caso, si se considera u = x* + 3, entonces:
glu)=wyg'(u)=>5u-u'

Reemplazando el valor de u en la expresion anterior se tiene:

g'(u) =50 + 3)*- 2x = 10x - (2 + 3)*

11.2 Aplicacion sucesiva de la regla de la cadena

Si-una funcién se obtiene por composicién de tres o més funciones, para ob-
tener su derivada se aplica la asociatividad de la composicion y la regla de la
cadena. Por ejemplo, si j(x) = (f° g ° h)(x), su derivada se calcular como:

J')=(fegeh)'(x) = fTgonx)]-g'[h()] - h'(x)

Ejemplo 2
Para calcular la derivada de j(x) = (y3x — 2 4+ 5)°, se puede escribir:

j(x) = (fegoh)x), confix) = x% g(x) = Jx + 5y h(x) = 3x — 2

| ]_3:9(\/3x—2+5)2

2N3x =2 2N3x -2

00 =3 3x-2+5f»[

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Pensamientos variacional y espacial

11.3 Derivada de funciones inversas

Se sabe que si las funciones fy f7' son una la inversa de la otra, entonces
(fFof ) =xy{feflx) =x

Ademas, sus graficas son simétricas con respecto a la bisectriz del primer cua-
drante, por lo que, si f tiene tangente no horizontal en el punto P(a, f(a)),

entonces f~' tendrd tangente no vertical en el punto Q(f(a), a); es decir,
sif'(a) # 0, entonces existira (') [f(a)].

Para calcular la derivada de f~', inversa de f, es conveniente aplicar la regla
de la cadena a la funcion (fo f")(x) = x. Asi, derivando ambos miembros de
la igualdad se obtiene:

(fof)'(x)=x".
Por lo tanto, f'If'(x)] - (F)'(x) = 1.

De donde:

e
U0 =

Ejemplo 3

La inversa de f(x) = 3y es y = x® (Figura 4.53). Luego, (fof ) (x) = ['3/;]3= X.
Al derivar esta Ultima expresion, aplicando la regla de la cadena en la funcion
del lado izquierdo de la ecuacion, se obtiene esta igualdad:

3@ @y = 1, por lo que f'(x) =@y= 1

Wx?
Ejemplo 4

Si f es una funcion derivable en R, tal que (f")'(2) = % para determinar

la ecuacién de la tangente a f(x) en (1, 2), se sabe que (f")'(2) = m

Asi,% = f(+) y como f(1) = 2, entonces 1= f7(2).

Luego f'(1) = 3, por lo que la ecuacion de la recta tangente es
= 2=30=Nayp=3— 1

Ejemplo 5
Sean f(x) = x° + x y g su inversa, calcular g'(2).

En este caso no es posible obtener una expresién para g. Sin embargo, no es
necesario tener tal expresion para calcular g'(2).

En efecto, como (g ° f)(x) = x, es decir, g(x* + x) = x, entonces al aplicar la
regla de la cadena se tiene:

gl e + 1)="1
Six* + x = 2, entonces x = 1, de donde se concluye que:

g'(2)-6=1est0esg'(2) = é :
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Ejercitacion
? Evalla el valor de h[g(—1)] si g y h son dos fun-
| ciones definidas como g(n) = —n® — 4n’ y

h(t) = 7t + 6t + 3g(t).

Aplica la regla de la cadena para calcular las deriva-
das de las funciones.

a. fix) = (x — 1)

b. fix} =¥ — ¥+ x—723F

e filie [3x 4]

X

d f) = (@ — 1)\5x—4

€ 500 = X, F () = g'(x), 5 glx) = ()2
L

o Deriva las siguientes funciones compuestas. Escribe
@ todo el procedimiento.

a. f(x) = (3¢ — 4 + 2)°
b. f(x) =x* +4x+5
¢ flx) =3x* +3x+2

e. f(x) = (2222
¢ f(X) L (Xa;z_){;‘ 1)':0

g f(x) = 26 (25 — M) T

h.f(x) =

(42 + 3)

Ragzonamiento

e Lee y responde.

" a. Sif(x) =xyglx) = % + 1, jpara cuales valores

) = (gofHilx)y
= x*y g(x) = x + 2, ;para qué valores de x
(gofy

de x se cumple que (f° g)(x

b. Si f(x)
se satisface que (fe g) =

O Hella (Fo ) y (g A si fx) = 20y glx) = 2
W Luego, determina la derivada de las dos funciones
que obtengas.

e Sifix) = x* + 3y g(x)=1/x—3, responde las si-
& guientes preguntas.
a. ;Cudl es el dominio de fo g?
b. ;Cual es la derivada de f= g?
¢. ;Cudl es el dominiodege f?
d. iCudles laderivadadegef?

o Lee y resuelve.

A ; Sesabe que fy g estan definidas en el conjunto
de los numeros reales y ¢ es un valor constante,
tal que f(x) = cx — 3yg(x) = cx + 5.

Si(fog)(x) = (g°Nx)

x, icudl es el valor de ¢?

b. Sif(x) = max(x, x*) y g = fof calcula g’[—%].

para todos los valores de

@ Comprueba, utilizando la derivada de la funcién
A inversa, que la derivada de la funcién f(x) = \/; es

f) = 2\/-

0 Calcula la ecuacién de la tangente a f(x) = ?/; en el
® punto de abscisa 32, previa deduccién de la deriva-
da de dicha funcién.

@ Calcula el valor de a en cada caso.

gar@=3 f©@=2 (V0)=a
b.f(=1)=4 f@=-1 F)Y@=a
cfG)=a f'@=5 (VB =6

@ Calcula la derivada en x = 11 de la inversa de la fun-
@ cionf(x) = X

MATEMATICAS € LAROUSSE
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@ Encuentra la derivada de las funciones compuestas

® [(feg)ohlyde[fe(goh)] dadasf(x) = X, g(x) =
y h(x) = x — 2,y comparalas.

@ Lee y resuelve.
a. Laigualdad f(x) - g(x) = g(x) - f(x) siempre es
cierta. ;También lo es f(x)  g(x) = g(x) © f(x)?

b. Paraf(x) = 3x + ky glx) = - ; e , encuentra
el valor de k para el que flg(x)] = g[f(x)] y halla
la derivada correspondiente.

Ejercitacion
_ +2p

@ Halla la ecuacion de la tangente a f(x) (3x— 4y "

& x =0.

Determina la ecuacion de la recta tangente a la gra-
# fica de las siguientes funciones en el punto que se
indica.

a fix) =4 +9enx =4
b. f(x) =x4/x* =16 enx = —5
c. fx) =( e %)“enx= 2

d. f(x) =—5——enx = -3
g +16

@ Traza la grafica de la inversa de la funcion cuya gra-
A fica se muestra en la Figura 4.54.

¥

Figura 454

@ Halla la derivada de las inversas de cada funcion.
® o fx)=5x—4

b. () =x2 + 2 para {x € R/ x = 0}

¢ flx) =

d. f(x)
e. flx) zﬁ

f. fix) = x* — 3 para{x € R/ x = 0}

3x+4)

Pensamientos variacional y numérico

| Realiza todas las actividades en tu cuademo_)

Resolucion de problemas

@ La razdn R en la cual una reaccion quimica pro-
| gresa es igual a JT, donde T es la temperatura. Si

T varfa con el tiempo t de acuerdo con la formula

_ @3Bt+)
r= (t+2)

con respecto a t.

, encuentra la razon de cambio de T

¥ -3
\‘Y

A

- L 3§ "“rrm
- ..

@ La proporcion P de semillas que germinan depen-
de de la temperatura T del suelo. Supongamos que
bajo ciertas condiciones P = F’ y que T varfa con
respecto a la profundidad de x debajo de la superfi-

2

. 2 .
cie,como | = .Encuentra la razén de cam-
bio de P con respecto a la profundidad.

€2) El niimero de viviendas por afio (N millones) de-

& pende de la tasa hipotecaria de interés anual r de
500

acuerdo con la férmula: N(r) = 55577

B en donde t es el tiempo en
t+ 24 P

meses, calcula la tasa de cambiode Nen t = 6.

Evalvacion del aprendizaje

OLa expresion K(C) = C + 273 convierte la
& temperatura Celsius a Kelvin; mientras que

C(F) = —z—-(F — 32) convierte la temperatura en
grados Fahrenheit a Celsius.

Sir(t) =12 —

7

Escribe la funcion compuesta que convierta la
temperatura Fahrenheit a Kelvin y derivala.

o Encuentra una formula para calcular la derivada

& de la funcion f(x = 9x x para n impar utilizando su
funcién inversa, Aphca el resultado obtenido para
calcular la derivada en x = 5 de la funcion f.

@ Comprueba que, en general, las derivadas de fun-
& ciones inversas no son inversas entre si. Utiliza

para ello las funciones f(x) = X, x = 0y glx) =
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2 .

Saberes previos

Describe las caracterfsticas de una
fupcion exponencial. ;Puede tra-
zafse una recta tangente por cada
urjo de sus puntos?

Analiza
: Mario compré un automévil nue-

: vo| que le costd $ 25000000, El

© aufo se deprecia el 15% anual.

¢« Bscribe una funcién que muestre

138

a6mo baja el valor del automovil.

.....................................

Figura 4.55

B B LA P VR . P PP e r—

2 Derivada de funciones exponenciales y logaritmicas

El factor de depreciacion para el valor del automévil es 1 — 015 = 085
y la ecuacion que muestra el valor de la pérdida de su valor es
y = ab* = 25000000(0,85), en donde y es el valor del automévil y x es el tiem-
po que ha pasado desde su compra.

12.1 Derivada de la funcién exponencial: otra definicion
del nimero e

Si se considera la funcién f(x) = a* a > 0, su derivada seré:

§ - x+h _ _x h —
flx + h) — flx) = i T —lim a”a——]=ﬂxf'(0)
h hD h il h

f'x) =lim

Por tanto, la derivada de la funcién exponencial f(x) = a* es proporcional a
dicha funcion, siendo la constante de proporcionalidad el niimero f'(0).

¢Habré alguna funcion exponencial f(x) para la que f'(x) = f(x), es decir, para
la que la constante de proporcionalidad f'(0) valga 1? O lo que es lo mismo,
;para la que la pendiente de la tangente en (0, 1) valga 17 Geométricamente,
esto supondria que la tangente en P(0, 1) debe ser larectay = x + 1.

Los puntos P(0, 1) y Q(h, a") de la Figura 4.55 son las intersecciones de las fun-
cionesy =x+1yy=a~

Al pertenecer Q a ambas funciones, se cumple que a" = 1 + h; luego,
1
a=[1+h),

Larectay = x + 1 sera tangente a la curva y = a*si Q tiende a P, es decir, si h
1

se aproxima a 0. Cuando esto ocurre el valor de a serd a = (1+ h)".

Sih=1 , decir que h — 0 equivale a escribir n — 4o, por lo que
n

a = lim

Tt

g
1 ) ,
1+ =) . Este es el nimero ¢, base de los logaritmos naturales,
n

El nimero e es la base de la funcién exponencial f(x) = a* para la que
f'(x) = f(x). Es decir, si f(x) = &% entonces f'(x) = e*.

A partir de la derivada de e* es inmediato calcular la derivada de la funcién ex-
ponencial f(x) = g% a > 0. Para ello, se escribe g* como @) = gx*Ina,

f(x) = a* = " por lo que, aplicando la regla de la cadena, se tendra que:
f'(x) = e* ™ Ing, luego (a*)’ = a* Ina.

s
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Ejemplo 1
Para hallar la derivada de la funcién f(x) = e* - 2* se aplica la derivada de un
producto y la de una funcién exponencial f'(x) = (&)’ - 2* + e* - (27)’.

Asif'(x) = e -2+ e (2 In2) = e+ 2+ (1 + In2).

Ejemplo 2

Para hallar la derivada de la funcién g(x) = @™, a > 0 se utiliza la regla de la
cadena y se obtiene como resultado g'(x) = @™ Ina f'(x).

Al aplicar el anterior resultado a la funcion g(x) = 2° se obtiene lo siguiente:

g'x)=2%+In2:-5=2>-5-1In2

12.2 Derivada de la funcion logaritmica

La funcién logaritmica natural, f(x) = Inx, con x > 0, es la inversa de la funcion
exponencial g(x) = €% es decir, g[f(x)] = x o lo que es lo mismo " = x.

Al derivar ambos lados de la igualdad y aplicar la regla de la cadena, se obtiene
@) = 1= (Inx)' = 1= x(Inx)' = 1.

Por tanto, (Inx)" = 2
X

En general, si f(x) = Inx, entonces f'(x) = 3,
X

A partir de esta derivada, se puede obtener la correspondiente a la funcion
logaritmica de base a > 0. La forma mas comoda es escribir log x como un
logaritmo natural mediante un cambio de base. En concreto, si log x = t, en-
tonces a' = x, por lo que:

; 1
tina = Inx es decir, t = log x = —Inx. Por tanto:

lna
) = R
Sif(x) = log, x entonces f'(x) e o
Ejemplo 3
La derivada de g(x) = log, f(x) parad > 0 es g'lx) = —— - — - f{x)

Al aplicar este resultado vy la regla de la cadena a la funcion

Z
g(x) = log,(x* — x + 1), se obtiene g(x) = . X =1
In2 x* —x+1

Ejemplo 4

Para hallar la derivada de f(x) = In( %X) se procede asf:
X

Flig bR o= o
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Derivada de funciones exponenciales y Iogarltmlcas

Actividades de aprendizaje

1

¢

Ejercitacion

A.J:‘-‘ i‘le ."-_'

Halla la derivada de cada funcion.

a.fx)=In(*—2x+1) b.flx) =¢-Inx
cf)=log(3¢ =1  d.fix)= Ln(sz 9 e")

= JInx

Decide si las derivadas de f(x) = e >y g(x) = —
son iguales.

e. f(x) f.f(x) = 5x - log x

Calcula, simplificando al maximo, la derivada de la
e +1
e’ —1

funcion f(x) = In

Calcula la derivada de las siguientes funciones y tra-
za su grafica con la ayuda de una calculadora grafi-
cadora o software especializado.

a.flx) =e™ b. f(x) = X"
c flx) = e*3 d.f(x) = 10%
e. flx) = e ff(x) = 5e*?
Comunicacion
? Responde.
;Hay alglin punto de la graficade y = 1 t ’; it

‘

2

tangente horizontal?

Razonamiento

Calcula la derivada de f(x) = In[(x* + 1),

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva
de la funcion f(x) = Inxen el puntox = 1.

Determina los valores de x para los que se anulan las
derivadas de las siguientes funciones.

a. f(x) = e’ — 4e b. f(x) = ln| X+ 1
=3
¢ flx) = xInx — x d. flx) = 3

o Calcula la derivada de cada funcién y decide si se
A anulaen algin punto.

a. f(x) = Inx? b. f(x) = (Inx)

¢ f(x) = In(3x* — 4x) d. f(x) = In(3x — 4)?

e. f(x) = §/In5x f.f(x) = ¥Inx + log, x
@ Halla la derivada de cada funcién y la de su inversa.
> ae

a.fo) =2 b. fx) = 2

c. f(x) = xnx d. fix) = log,(3x)

e = iog3(x2 1) f) =B

g flx) = e~+'} h. f(x) = x—1

m Determina en cual punto de la grafica de la funcién
& 2" — 3larecta tangente tiene una pendiente de 23.

Comunicacion

@ Responde. ;Como son las graficas de la funcién e’y
1 lade su derivada?

@ Lee y responde. Una recta con pendiente m pasa
@ por el origen y es tangente a la curva y = Inx. ;Cudl

es el valor de m?
Y]

Figura 4.56

Ejercitacion
@ Encuentra la derivada de cada funcién en el punto
@® que seindica.

a.f(x) =2e*—xenx=1
b.fix)=x—5enx=2
c. fl) =
dfix)=6-54+ log,,xenx =2

In(x) — 3*enx =3

MATEMATICAS © LAROLISSE
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Resolucion de problemas

@ Una sustancia radioactiva con una masa inicial
A de cinco gramos tiene una vida media de 20 dias.
La funcidn que muestra la cantidad restante A de la
sustancia, en gramos, como una funcién del tiempo
1. AL
t, en dias, es: A(t) = 5 (7)
a. Copia y completa la Tabla 4.1

Tiempo (dias) 2:::;?[?3
0 5
5
10
15
20

Tabda 4.1

b. Escribe una expresion que muestre la cantidad
restante A, en gramos, como una funcién del
tiempo t, en minutos.

@ ;Cual es la diferencia en la razon de cambio de las

A funcionesde laformay = b*en los casos en los que
0<b<1lyenlosqueb > 1? Apoya tu respuesta
con ejemplos.

0 El nimero de visitas a un sitio web se duplica cada
& semana. Cuando la webmaster comienza el monirto-
reo hay 50 visitantes.

a. Escribe una expresion que relacione el numero
de visitantes en cierto tiempo t.

b. ;Cuéntos visitantes hay en el sitio web después
de cuatro semanas?

<. Encuentra la razon de crecimiento de las visitas
después de cuatro semanas.

@ Un bidlogo estudia el incremento de la poblacién
& de uninsecto. La poblacion de este tipo de insectos
se triplica cada semana. Supon que inicialmente hay
100 insectos, y que su poblacion sigue creciendo a

ese ritmo.

a. Halla el nUmero de insectos después de cuatro
Semanas.

b. ;Qué tan rapido crece el nimero de insectos al
final de la cuarta semana?

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno)

@ ;Qué tan rapido crece la poblacién mundial?

]
e Al Il

b

a. Busca datos para responder el interrogante.

b. Desarrolla un modelo para mostrar la poblacion
en cierto tiempo t.

¢. Usa tu modelo para predecir la poblacién mun-
dial en el ano 2025.

d. ;Es este modelo sostenible a largo plazo? ;Qué
variables podrian afectar esa tendencia?

@ La vida media del C14, un isotopo del carbono, es
@ 5700 anos. Eso significa que una muestra de C14
se perdera en 5700 afios. Si una muestra origi-
nal contiene 40 gramos de C14, la expresion para

Alt) = 40(L)£indica la cantidad de C14 que queda
2

de t afios en esa muestra. ;Cuantos gramos quedan
de la muestra después de 10 afos?

@ Las ventas en dolares V(t) de un producto en un
A tiempo t estan dadas por la expresion:

2000
Vit = ———
0= 5oy
a. ;Cual fue la venta inicial, es decir, cuando t = 07
b. ;Qué ocurre con las ventas del producto a medida
que pasa el tiempo?

c. Encuentra la razén de cambio de las ventas en
funcion del tiempo.

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula la derivada de cada funcion y decide si se l
& anula en algin punto. Explica tu respuesta.

2x

a. f(x) ==

ln x?

c.ﬂx)=-~-1—e7 d. f[x)zln[ 1 ]

&
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sus inversas

Saberes previos

E
la

n cudles puntos de la gréfica de

funcion senx se puede trazar una

recta tangente que sea paralela al
eje X?

: L2
Vi
i o
: O

i cd

carga eléctrica Q que atra-

bsa la seccion de un conduc

r esta dada por la expresion

t) = —%cos(wt), siendo Ay w
nstantes.

5i la intensidad | de la corriente
ndica la rapidez con que varia la
carga Q que atraviesa la seccion
del conductor, deduce los instan-
res en que | es maxima y minima.

.......................................

Yiaowm
AL
7 TS
= g N\ 3m
2w/ | NoW X
O / x ‘2
/ 7 W
i L

Figura 4.57

13 Derivada de las funciones tl-'i_gdnomé't'rica's y

La gréfica de la funcion Q se muestra en la Figura 4.57.

Al estudiar las pendientes de las rectas tangentes a la curva, se deduce que la

y g i ™ . 3
pendiente maxima ocurre parat = ¥ la minima para t =T

Este resultado se puede obtener calculando la derivada de la funcién Q(t), ya
que Q'(t) = I, y determinando los puntos maximos y minimos de la grafica
correspondiente. En este caso Q () = Asen(wt) y por tanto los maximos y mi-
nimos del seno se corresponden con los valores en los que se anula la funcién
coseno.

13.1 Derivada del seno

Si se aplica la definicion de derivada a la funcién f(x) = senx, se obtiene:

F(x) = lim flx +h) = flx) _ I sen(x + h) — senx
h—D) h hia 7y
2cosx+h+xsenx+h_x QCOSXJrEsenQ
i 2 i 2] 12
= lim = [
= h fi—sl) h
cos|x + E sen[ﬁ] sen[ﬁ]
= lim 2 £ =Limcosx+£.i 2
= h—0 2 h—D h
2 2

El primer factor es cosx, puesto que la funcidn coseno es continua, y el segundo
. senx ;
es 1 porque hn;- el Por tanto, (senx)’ = cosx.
Ejemplo 1
Para derivar la funcion f(x) = sen(6x + 1) hay que notar que se trata de

una funcion compuesta, asi que se deriva aplicando la regla de la cadena, de
modo que f'(x) = cos(6x + 1) - 6 = 6cos(6x + 1).

13.2 Derivada del coseno
Conociendo la derivada de la funcién seno se calcula la derivada de la funcién

™ x
coseno recordando que cosx = sen Ol x|y aplicando la regla de la cadena:

Ejemplo2.

La funcién f(x) = cos’(3x* + 1) es compuesta, pero ademds hay que tener
en cuenta que la funcién coseno esta elevada a la potencia 2, asf que su de-
rivada se halla aplicando la regla de la cadena as:

1) = 2cos(3x? + 1) - [—sen(3x? + 1) - (6x)]
= —12xcos(3x* + 1) *+ sen(3x* + 1)

MATEMATICAS € LAROUSSE
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13.3 Derivada de la tangente

A partir de las derivadas del seno y del coseno, y teniendo en cuenta que

senx .
tanx = , se obtiene:
COs X
COSX COSX — senx|—senx x 2y 1
{tan )_. ) COs™Xx +’Sen _ s — Seczx
cos’x COs“X CO5°%
Ejemplo 3

Para derivar la funcién f(x) = (x + 1) * tan(2x — 5) se aplica, ademés de la
derivada de un producto la regla de la cadena, asf:

FUO =+ 1Y ~tan{2x—5) + x + 1) » [tan(Ze—5)
f’(X)='I-tan —58)+ (x+ 1) -seci(2x — 5)+ 2
f'(x) = tan(2x — 5) + 2(x + 1) - sec’(2x — 5)

La derivada de f(x) = senx es f'(x) = cosx.
La derivada de f(x) = cosx es f'(x) = —senx.

La derivada de f(x) = tanx es f'(x) = = sec’x =1+ tan’x.

Cos'x

13.4 Derivada del arcoseno

Para obtener la derivada del arcoseno, se parte de la relacién sen(arcsen x) = x,
que indica que el seno del arco cuyo seno es x es, naturalmente, x. Al derivar y
aplicar la regla de la cadena a esta igualdad se obrtiene:

1

[cos(arcsenx)](arcsenx)’ = 1. Asi,(arcsenx) = ————  comoenelintervalo
coslarcsenx)

donde se ha definido el arcoseno, |—= % el coseno nunca es negativo,

(Figura 4.58) puede escribirse cos(arcsenx) = \,1 [sen(arcsenx]f \/1 - x*

Por tanto, (arcsenx) = ——.

\}1—x2 .

Ejemplo 4

La derivada de f(x) = arcsen se calcula asf:

2 3+
J”(X)z\j1 [13){ Jz (zx +x]

2% +x

e

2x° + x

| W |
| |
| [ F'(x)
&L
\ \Z\_J/ .II
/'/
1 X
//
a/
fix) = arcsenx
Figura 4.58
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Derivada de las funciones trigonométricas y
sus inversas

Figura 4.60

13.5 Derivada del arcocoseno

La derivada de la funcién arcocoseno se Y
obtiene de la derivada del arcoseno y de la 00, B0k
P m
relacion arccosx = o, T arcsenx, ya que al \\
derivar (arccos x)' = —(arcsenx) = =L o3 %
2 1
JT=x
)
T
Figura 4.59

Para derivar la funcion f(x) = 3arccos(x* + 0,5), se aplica la regla de la cadena:
=]

\/1 - (x2 + 0,5)2
= —6x

| \/1 —(x* +05) T J1 ~(x* +0s)

(% +0,5)

fx)=3-

fx)=3

13.6 Derivada del arcotangente
Su derivada se calcula con el mismo procedimiento que en el caso del arcoseno.

Al derivar tan(arctanx) = x, se obtiene [1 + tan*(arctanx)](arctanx)’ = 1, de

donde se concluye que (arctanx) = : S

1+ tan*(arctanx} 1+ %2

La derivada de h(x) = x?- arctan(5x) se obtiene aplicando la férmula de la
derivada del producto:

h'(x) = (' + arctan(5x) + x*+ [arctan(5x)]’

1
h'(x) = 2x - arctan(5x) + [m] g

5 2
h'(x) = 2x * arctan(5x) + [ﬁ]

La derivada de f(x) = arcsenx es f'(x) =
(=1,1). 1=x

La derivada de f(x) = arccosx es f'(x) = =

(—1,1). VI =%
1

T+ x%

= para x en el intervalo

para x en el intervalo

MATEMATICAS £ LARDUSSE

La derivada de f(x) = arctanx es f'(x) =
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_j

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica
A delafuncion f(x) = senx en el origen.

o Calcula la derivada de y = arccotan x.

&
[Recuerda que cotx = L]
tanx

Modelacion

o Las funciones trigonomeétricas, seno, coseno y tan-

& gente, estan asociadas a la circunferencia gonio-

métrica. De manera analoga, la hipérbola también
tiene asociadas sus razones trigonometricas.

Y
g
11D
A
0 B X

Figura 4.61
®
2
et +e”
2

Seno hiperbélico (BC): senhx = 2

Coseno hiperbolico (0B): coshx =

senhx

T. [ ol ; =
angente hiperbélica (AD): tanhx =

Six es el area coloreada en |a Figura 4.57

a. Representa estas funciones con una calculadora
grafica o software especializado.

b. Comprueba que cosh®x — senh’x = 1.
c. Calcula las derivadas de las funciones trigono-

meétricas hiperbdlicas.

o Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la gra-
. mw
A fica de f(x) = x* + sen (3 xJ enx=1.

e Calcula la derivada de las siguientes funciones trigo-
A nomeétricas inversas:

a. f(x) = arcsen(e”)
b. f(x) = arctan(1 + x?)

¢. f(x) = Varccosx

o Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la gra-

® ficadef(x) = T—tT-aI::T enx=%.

o Considera la funcion f definida en [—1, 2] por
® f(x) = [x] - sen(mx) * w.
a. Escribe la formula para f" en [—1,0], [0, 1] y
[, 2].

b. Estudia la derivabilidad de fen 0 y en 1, e inter-
preta graficamente los resultados obtenidos.

Resolucion de problemas
o La posicion de una particula para cualquier
.| tiempo t > 0 viene dada por la expresion
S(t) = 2t + cos(2mrt).
a. Halla la derivada de S para determinar la velo-
cidad del mavil en cualquier instante.

; 1
b. Encuentra la velocidad para t = —-.

c. jPara cuales valores de t la particula esta en
reposo?

d. ;En cudles valores de t la velocidad de la parti-
cula es maxima?

e. ;En qué momento la velocidad es minima?

Evalvacion del aprendizaje

°Encuentra el valor de x en el que la pen-
& diente de la tangente a la curva de ecuacion

T

1 :
y ==X — cosxesiguala2,

o Calcula la derivada de estas funciones trigonomé-
& tricas. Describe tus procedimientos.

a. f(x) = sen(2x)

b. f(x) = cos(x + 1)

c. f(x) = arcsen(3x%)

d. f(x) = tan(x)

e. f{x) = arctan(2x* + 3)
f. f(x) = cotx

g. f(x) = secx

h. f(x) = arccos(5x — 1)
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Saberes previos

:Cual es el grado de la funcién de-
riyada de una funcion polindémica
de grado 4?

W /naiiza |

Marcela debia hallar la derivada de
: lafuncién f(x) = x' y lo hizo ast:
00 =x-xr

o (Estd bien calculada la derivada
de la funcién f(x)?
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14 Derivacién logaritmica e implicita

Conoce
14.1 Derivacion logaritmica

Algunas derivadas se pueden calcular facilmente aplicando los logaritmos y
sus propiedades. Este es el caso de las funciones del tipo h(x) = f(x}%, siendo
f(x) > 0 de lo cual se obtiene que h(x) > 0.

La derivada de f(x) = x*se halla como se muestra a continuacién.

Se toman los logaritmos de cada

Inflx) = Inx* = x - Inx < lado de la igualdad.

f'x)
fx)
f'x)=(nx+ 1)+ f(x) = (Inx + 1) - ¥

Se derivan ambaos miembros de la
<4——jgualdad.

=1-|nx+x--;—=|nx+1

Se despeja f ().

Por lo tanto, Marcela no hallé de forma correcta la derivada de la funcién

flx) = x

A este metodo de calculo de derivadas de funciones se le conoce como
derivacion logaritmica.

14.2 Derivacion implicita

Hay ocasiones en las que, aunque no es posible despejar y en términos de x, sf
se puede calcular su derivada expresandola en funcion de las coordenadas de
los pares (x, y). En este caso, para obtener y" se utiliza lo que se conoce como
derivacion implicita, es decir, obtener la derivada sin tener que dejar explicita
y como funcion de x.

jemplo 1
La ecuacion de la recta tangente a la curva xy® — y2 + x* = 9, en el punto
P(2, 1), tiene por ecuacion y — 1 = y"(2)(x — 2).

Para obtener y'(2) se utiliza la derivacién implicita.

En la expresion de la curva xy®> — y? + x* = 9, se derivan ambos miembros
de la igualdad aplicando la regla de la cadena:

(g =y ) =0=[x(°) +y7 D] — () + 3¢ =0
=5y +yr -2 +32=0

Esta igualdad es valida para cualquier punto de la curva, en particular para

P(2,1),porloque2-5- 1% y"(2) + 1°=2+1-y'(2) +3- 2?=y'(2) = —%.

La recta pedida tendra como ecuacion:
13

= se=lpnse 2

: (2

13 17

= X + —

4 8 4

MATEMATICAS © LARQUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula mediante derivacion logaritmica las deriva-
A das de las siguientes funciones.

a.fx) =+ 1)*conx>0

b. f(x) = x*™ conx >0

o Deduce laderivadadef- gy ! mediante derivacién

® |ogaritmica. fy g son funciones positivas y derivables.

o Halla la ecuaciébn de la tangente a la curva
& X+ y* =13 en P(2 3) de dos formas: utilizando la
derivacion implicita y despejando y.

o Usa la derivacién implicita para calcular la pendien-
@ te de la recta tangente a la curva dada en el punto
de abscisa x.

a.xy=27six=1
b.xly— 23 +6=2x+2,six=0

e Usa la derivacion implicita para calcular

& (%) si3 = 2[f()) =12

o Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

A a. fix)=x""x

b.f(x) =
c.flx)= [x + Senx]‘r
d. f(x) = (1 + senx)em— cox

Supon en cada caso que y es una funcion de x y
® hallay’ mediante derivacion implicita.

axty=4

b.x—yP=x+y—1

(a]

.y =sen(3x + 4y)

=

= x2y3 4 Xzyz

e.g¥ =e* — ¥

-

cos’x + cos?y = cos(2x + 2y)
X
N

h.[é + 7P =887

— e

Modelacion

o La hoja de Descartes es la curva que corresponde
@ ala grifica de la ecuacion x* + y* = 3xy, y tiene la
forma singular que se ilustra en la Figura 4.62.

b

Figura 4.62

Mediante la derivacion implicita comprueba que la

3 3
tangente a la curva en el punto [E —] es paralela a
la asintota de la hoja de Descartes.

Resolucion de problemas

o Encuentra todos los puntos (x, y) de la grifica de
2 2

® o4 y*= 8 (Figura 463), en donde las rectas tangen-
tes a la grafica en (x, y) tienen como pendiente — 1.
YJ 23
/I\
AN
23
S 0

R
W

Fioura 463

@ La gréfica de x¥* — xy + )? = 3 se llama elipse in-

# clinada. Encuentra los valores mas grandes y mas

pequefios que pueden tomar cada una de las va-
riables y y x (Figura 4.64).

Figura 4.64

Evalvacion del aprendizaje

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la
W graficade (x* + y*)* = 8% enel punto (—1, 1).

~

o Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la
#w graficadelafuncionx®+ (y —x)) =0enx = 1.
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Saberes previos

ribe un limite que al ser cal-

'ﬂa—o—*.
0

haliza

cula el siguiente limite:
X =4
X2

...................................

ado arroje una expresion de la -

Conoce

15.1 Regla de L'Hopital

Este limite es indeterminado, porque limx* — 4 = 0y imx — 2 = 0. Para cal-
x—1

x—2

cularlo se debe derivar cada uno de los polinomios y calcular el limite de la

;4=lim£ =2.2=4

funcion resultante. Esto es; im
X2 ¥ — 37 x=1

Sean dos funciones fy g tales que lim f{x) = 0y lim g(x) = 0. Si existe

£lx) flx) flx) flx)

lim == , entonces existe lim =— y se tiene que lim =~ = lim ==~ |
= g(x]) = g{x) ~aglx) = glx)

Con la hipétesis adicional de que f” y g’ sean continuasen ay g'(a) # 0, hipote-
sis que se suele verificar en casi todos los casos, la justificacién de este teorema
es muy simple. Como f'(x) y g (x) son continuas en a, existen f"(a) y g'(a), por
lo que f y g son continuas en a y, como lim f(x) =0y lim g(x) = 0, resulta ser
fla) = 0yg(a) = 0. Asi se tiene que: o o

Se resta 0 en numerador y denominador. Al ser f'(x) y g'(x) continuasen a
f=sla) i) ~fld
Limm=limﬂ){)_ﬂa) = 8 T Hemdd =f(a)

~oglx) xeglx) —gla) - glx) - gla)

Pl _ 20
limg(x) = g(x)

X—a

15.2 Regla de L'Hopital en otros tipos de limites

La regla de LU'Hopital resuelve indeterminaciones del tipo % cuando g = %,

Si lim f(x) = 0, lim g(x) = 0y existe lim flx) , entonces existe lim flx) y es
x—o0 ¥—ng F g’(X) K=o g(X)
i 8. = S
e glx) = gl(x)
se resuelve aplicando la regla de UHopital:
x+1 r+i1-(z—1 2
_ 2 7 _ .
P i) SRR ol NN % = lim X =1 > :
i [ —1) mx k1 [+ 2—(x =T e 4 :
2% + 1 2x — 1 (2x + 1P bt =1 g
=
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Las formas indeterminadas de la forma 0 - = se
@ pueden evaluar reescribiendo el producto como un
cociente y luego aplicando la regla de L'Hopital para

formas indeterminadas como - o = Por ejem-
oo
plo:
1
o s X .
i = lim = = lim—=—==lim(—x) =
Jmpdie= Jy o= B~ g = e =1
x "

Resuelve cada limite.

a. lim (senx) Inx
x>0

1
b. lim xsen[—]
F s x

c. imxe x>0

A==l

Resolucion de problemas

o La regla de L'Hdpital permite resolver las siguientes
A cuatro indeterminaciones:
Sea el limite im L&
¥—da g(x)
« aes un namero real y el limite es del tipo %‘

« g es un nimero real y el limite es del tipo —=.
oG

0

Il

« g == yellimite es del tipo

«a = =yellimite es del tipo =
2€

Siexisteel limite del cociente delasderivadas, se tiene
lim S = (im S&)_
x—da g{x) r—d g’(x)

Indica si es posible aplicar la regla de U'Hépital y, en
caso tal, halla el limite correspondiente.

a.lim X¥+>=7 b, |jm ZX=1
eSS o gkl
Jaxt +1
clim X =4 d. fime"—
x—x 2% 4+ 1 La el S|
e. [Im |ﬂ{X) s 1) f. li m_x
K= |I‘I(Xl + ]) =l l
X?
l 2. lim arcran x h. |; 3 — 4
X X x=x 2x* + 1

—

o Las formas indeterminadas del tipo % — = a ve-
A ces pueden evaluarse combinando los terminos y

manipulando el resultado para producir una in-

; i 0 =0
determinacidn como 7 0 —,
oc

Completa el calculo de los siguientes limites. Justi-
fica tus procedimientos.

. 1 1 ; senx — x
a. lim|———|=lm| ————
=0 | X Sernx ¥ XSenx

bt (1 = cose) = )] = gl =21

X

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula cada uno de los siguientes limites.
W

a.lim_~¢_—X
=0 1 — cos(2X)

b. lim X
== (Inx)?

c. lim [In(1 — cosx) — In(x?)]

3x
2
d. lim ['I- —]
K=t X

1
e. lim{cosx)+<

*—30
£ 9— ,/81—5x
T s

x— X

La capacidad de propagacion de una bacteria es
V(t) = 40 + 15t — 9t* + t, donde t es el tiempo
en horas. Halla la rapidez con la que se propaga la
bacteria. ;Qué fuentes de bacterias conoces y qué
medidas tomas para evitar la aparicion o propa-
gacion de bacterias en tu colegio?
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Sal
4
tes
lag

beres previos

mo es el signo de las pendien-
que pueden trazarse sobre
réfica de una funcion en un

intervalo donde es creciente?

Sandra se pregunta si para trazar la
grafica de una funcidn, se requiere

tab

fix) <0
funcién
decreciente

ular gran cantidad de puntos.
Y

fix) =0
funcién
creciente

Mr’g’mo local X

Figura 465

« ;Qué herramientas del calculo

Ci

permiten trazar una aproxima-

on de la gréfica sin necesidad

de construir una tabla de valores?

P SO PP R RV N A —— =

16 criteri

o de la primeray de.lla

.

B 2 hay

segunda derivada

Analiza y conoce

Dentro del cdlculo diferencial existen dos teoremas o criterios que facilitan |
caracterizacion de una funcion. Estos son los criterios de la primera y la se-
gunda derivada. Con ellos, Sandra no requerirfa tabular una gran cantidad de
puntos para trazar la grafica de una funcion.

16.1 Criterio de la primera derivada
El criterio de la primera derivada permite determinar los maximos o mini-
mos locales luego de observar los siguientes hechos:
1. Cuando la derivada es positiva, la funcién crece.
2. Cuando la derivada es negativa, la funcién decrece.

3. Cuando la derivada es cero, la funcién tiene un maximo o un minimo
local.

Esto se observa la Figura 4.65.

Sea f una funcion y ¢ un nimero en su dominio.

Siexisten ay b cona < ¢ < b tales que:

1. fes continua en el intervalo (g, b).

2. fes derivable en el intervalo (g, b), excepto quiza en c.

3. f'(x) es positiva para todo x < ¢ en (g, b) y es negativa para todo x > c en
(a,b).

Entonces f tiene un méaximo local en c.

Un criterio similar puede tenerse para obtener un minimo local, solo es nece-
sario intercambiar “positive” por "negativo”.

Para determinar si existe un maximo o un minimo basta graficar alrededor de
los puntos donde se presente un cambio de signo.

16.2 Criterio de la segunda derivada

Sea f una funcién tal que f'(c) = 0y cuya segunda derivada existe en un
intervalo abierto que contiene a c.

- Sif'(c) > 0, entonces f(c) es un minimo relativo.
« Si f'(c) < 0, entonces f(c) es un maximo relativo.

* Si f'(c) = 0, este criterio no decide y ha de recurrirse al criterio de la pri-
mera derivada.

Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en (g, b).

» Si f'(x) > 0 para todo x en (g, b), entonces la grafica de f es cdncava hacia
arriba en ese intervalo.

- Si f'(x) < 0 para todo x en (g, b), entonces la grafica de f es concava hacia
abajo en ese intervalo.

» Si (¢ f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f, entonces f(c) = 0 o f' no
existe en x = c.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y numérico

Ejemplo 1

Dada la funcién f(x) = (

segunda derivada para hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimien-
to, los méaximos y minimos relativos, los intervalos en los que es concava ha-
cia arriba y concava hacia abajo, los puntos de inflexion y trazar el bosquejo
de su grafica.

La primera derivada de f(x) es f'(x) = (x — 2)°. &l dominio de f'(x) es R.
El tnico punto donde f'(x) = 0 es en x = 2, se denomina punto critico y
corresponde a un maximo o minimo relativo de f, ademés, como f'(x) es
polindmica, entonces existe para todo x.

x—2)

, se pueden usar los criterios de la primera y |a

Para x = 1, se tiene f'(1) = (1 — 2 = —1 < 0y para x = 3, se tiene
f@B=3—-2=1>0.

Asi, para x < 2, fes decreciente y parax = 2, f es creciente. Se deduce enton-
ces que en x = 2 hay un minimo relativo, que f es decreciente en (—o, 2) y
creciente en (2, ).

Para hallar la concavidad y los puntos de inflexion, se halla f"(x).

Como f"(x) = 3(x — 2)% los puntos de inflexion se obtienen donde
f"(x) = 0 0 donde f"(x) no existe.

x = 2 es el (inico posible punto de inflexion, pues f”(x) es polindmica y existe
para todo valor de x.

Parax = 1,se tiene que f"(1) = 3> 0y parax = 3,f'(3) = 3> 0. Luego, |a
concavidad de f(x) no cambia y no hay puntos de inflexion. Un bosquejo de
f(x) se muestra en la Figura 4.66.

@Realtza todas las actividades en tu cuaderno )

X

2 4

Figura 4.60

Resolucion de problemas

o Describe los intervalos de crecimiento y de decreci-

& miento, los maximos y minimos relativos, la conca-

vidad y los puntos de inflexion de la funcion de la
Figura 4.67.

Con base en la descripcion, decide en qué interva-
los f'(x) y f(x) son positivas, negativas, nulas 0 no
existen.

i 1 T
/ B 12 \
| Figura 467 L

Evalvacion del aprendizaje

0 Las ventas (en miles de dolares) de una compafifa
& se modelan mediante la funcion
R(x) = —0,05x% + 10x — 350, para un numero x de
unidades vendidas con 0 = x = 185.

a. ;Cuantas unidades debe vender la compafiia
para obtener los mayores ingresos?, jcual es ese
ingreso? Traza un bosquejo de la grafica.

b. La misma compania ha determinado que su
\ funcién de costo C(x) sigue el modelo

C(x) = 0,8x + 20, donde C(x) esta en miles de
dolares y x es el nimero de unidades vendidas.
;Cuantas unidades debe vender la companhia
para maximizar la utilidad?, jcual es esa utilidad?
Traza un bosquejo de la gréfica.

\

R—
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Saberes previ

Wil it il o USRS aadliln

{ Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

0s

:Qé debe tenerse en cuenta para
que un negocio arroje la mayor uti-

lidad posible?

Analiza el cre
miento de la
cuya grafica es

!

4

cimiento y decreci-
funcion y = m(x)

O
5 4

Figura 468
¥
| f

a O X
Figura 4.69

A et

/ e
Figura 4.70

a

TS

X

Figura 471

-
Amed
N7 %

Figura 472

L M Yo M

La grdfica de y = m(x) en la Figura 468 es creciente en los intervalos (b, c), (e, f)
y (g 1) y decreciente en (g, b), (¢, €) y (f, ). Como la funcién no necesariamente
toma el mayor o el menor valor de su recorrido en estos puntos, se afirma que
en ¢y en f se presentan maximos relativos, y en b, e y g, minimos relativos.

Sea una funcion f(x) definida en un entorno de a.

» f(x) es creciente en dicho entorno (Figura 4.69) si:
f(a) < f(x), para todo x del entorno situado a la derecha de g (x > a).

fla) > f{x), para todo x del entorno situado a la izquierda de a (x < q).

« f(x) es decreciente en dicho entorno (Figura 4.70) si:
fla) > f(x), para todo x del entorno situado a la derecha de a (x > g).

f(a) < f(x), para todo x del entorno situado a la izquierda de a x<a).

» f(x) alcanza un maximo relativo en g (Figura 4.71) si para todo x del en-
torno se cumple que f(a) > f(x).

» f(x)alcanza un minimo relativo en a (Figura 4.72) si para todo x del entor-
no se cumple que f(a) < f(x).

El crecimiento y decrecimiento de una funcién y sus maximos o minimos
relativos poseen una relacién con los signos de la derivada y su anulacién.

Sea f la funcién representada en la Figura 4.73. Si f es derivable en cualquier
punto de su dominio, se puede afirmar que:

» Sif'(x) < 0enunentorno de X, entonces las rectas tangentes a la curva en
P(x f'(x)) para todo x del entorno, excepto quizas en X, tienen pendiente
negativa, lo que significa que f es decreciente en ese entorno (cualquier
entorno a la izquierda de d, a la derecha de e y a la izquierda de g).

Con un analisis similar:
« Si f'(x) > 0 en un entorno de X, entonces f es creciente en el entorno,
(cualquier entorno a la izquierda de g, a la izquierda de b y a la derecha de g).

» De otra parte, si f presenta un maximo o un minimo relativo en X, en-
tonces f'(x,) = 0 puesto que la recta tangente a la curva en P(x, f(x,) es
horizontal (esto ocurreenx = a, b, ey g).

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Los resultados obtenidos anteriormente se resumen a continuacion.

Sif'(x,) > 0 en un entorno de un x deteminado, entonces f es creciente en
dicho entorno.

Si la derivada de una funcién en un entorno de un punto dado es positiva,
las rectas tangentes a la curva de la funcién en ese entorno tienen pendiente
positiva. Entonces, para todo valor del entorno sucede lo que se observa en x,
para la Figura 4.74.

Si f presenta un maximo o un mfnimo relativo en x,, entonces f'(x ) = 0.

En los maximos o minimos relativos, la recta tangente a la curva de f es horizon-
tal y, por tanto, la derivada en ellos sera cero (Figura 4.75).

Sif' (x,) < 0 para un entorno de un x determinado, entonces f es decrecien-
te en dicho entorno.

Si la derivada de una funcién en un entorno de un punto dado es negativa,
las rectas tangentes en ese entorno tienen pendiente negativa. Entonces, para
todo valor del entorno sucede lo que se observa en x, para la Figura 4.76.

Ejemplo 2

Para determinar los maximos y minimos relatives y los intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = 6x° — 15x* — 80x* + 1 se
procede como se muestra a continuacion.

Se halla la derivada de f(x) y se factoriza para estudiar su signo:
f'(x) = 30x* — 60x> — 240x* = 30x* (x* — 2x — 8) = 30x°(x + 2)(x — 4)

Comof'(x)seanulaenx = —2,x = 0y x = 4, se estudia el signo de f'(x) en
los intervalos cuyos extremos son esos valores, usando la Tabla de signos 4.2.
Six < —20x > 4,entoncesf'(x) > 0.Por lo tanto, f es creciente en la region
(—%, —2) U (4 +=).

Si —2 <x < 4yx # 0, entonces f'(x) < 0. Por lo tanto, f es decreciente en
(—2.4) — {0}

Asi, sin necesidad de estudiar con precision el comportamiento de la
funcién en las proximidades de —2, 0 y 4, se puede esbozar la grafica de
y = f'(x), como en la Figura 4.77.

En x = —2, la funcién pasa de creciente a decreciente; asi, el punto

(=2, f(—2)) es un maximo relativo.

En x = 4, la grafica pasa de decreciente a creciente y, por tanto, (4, f(4)) es
un minimo relativo.

Aungue en el punto (0, f(0)) hay una tangente horizontal, ya que f'(0) = 0, la
funcion es decreciente a la izquierda de x = 0 y continda siendo decreciente

a la derecha de x = 0, por lo que dicho punto no es ni maximo ni minimo
relativo.

Pensamientos variacional y métrico

I { Ol X, =
Figura 4.74
"
%o
ok~ %
Figura 4.75

x+2 7=

X—4 -
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f)

N+ o+
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inflexion)

{Maximo) \+
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Figura 4.76

|
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e

Minimo)
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Actividades de aprendizaje

1

pmunicacion

Justifica si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras o falsas.

a. Sif'(x;) = 0, entonces f es decreciente en x,,
i .
b. Si f'(x,) > 0, entonces f es creciente en x .

c. Sif es decreciente en x,, entonces fx) =0

Razonamiento

<
<

Halla los méximos y minimos relativos, y los interva-
los de crecimiento y decrecimiento de las siguientes
funciones.

afx)=x—2+4 b.flx) =36+ 53
Las graficas de las figuras 4.78 a 4.81 corresponden
a las de las derivadas de ciertas funciones. En cada
caso, determina si la funcion correspondiente alcan-
za un valor mayor parax = a o parax = b.

a. b.
b4 Y

O}/ a b X a b X
Figura 478 Figura 4.79

4

L L 4

Figura 480 Figura 4.81

Considera la funcion f(x) = xg(x) que tiene las si-
guientes caracteristicas:

I La funcion g(x) es continua, derivable y tiene un
maximo en x = 1.

I.f(1) - g(1) =4
a. ;Tiene la funcién f un méximo en x = 17 justifica
tu respuesta.

b. Si, ademas, se sabe que g(x) = ax® + bx + ¢,
calcula los valores de a, b y ¢ para que f tenga un
minimo en x = Q.

oDescribe el
A f(x)

Comunicacion

comportamiento de la funcién

=x* = Ten(—%0,0)y (0, +x)

Ejercitacion
o Analiza los intervalos de crecimiento y decrecimien-
@ 1o, asi como los maximos y los minimos de cada

funcién. Luego establece la relacion entre cada una
de ellas y su correspondiente gréfica.

a.fix) =x—3x b. flx) = x* —-4)(3
c.f(x)=senx—\/§cosx d.fix) = x2+1
. fo) = =2 ff) = =2
2. flx)=x— 3x; h.fix) = xg (g - xJ
1.
Y Y
TS 21[ Falle
(8] P X T
3

i 2

Figura 4.82 Figura 4.83
;4

l/\/#/
RZal

Figura 4.84 Figura 4.85
5. 6.
A A=
2+ —
ol 5 4
X 21
A
Figura 4.86 Figura 4.87

7. y 8. O%,__ | l

2 |I'x

Figura 4.88 _
Figura 4.59
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Resolucion de problemas

o Sea T(d) la temperatura en el exterior del carro de

& Pedro (medida en grados Celsius), dada como una
funcion de la distancia total que él condujo (medi-
da en kilémetros). En la grafica de la Figura 490 se
muestra esa relacion.

¥

(=3
1

[

NS

a. ;Qué temperatura hacia en el exterior del carro
cuando apenas se iniciaba el movimiento?

0| 20

Figura 490

b. ;En qué intervalos la temperatura exterior au-
mento y en cudles disminuyo?

¢. ;Cudl fue la temperatura maxima entre los kilé-
metros 0y 1107

o Maria Fernanda lanz6 desde el techo de un edificio
& un globo lleno de agua de forma vertical. La posi-
cién vertical del globo esta dada por la expresion
f(t) = 35 + 30t — 5t* en metros, donde t es el tiem-

po en segundos desde que el globo fue lanzado.

a. ;Cudl es la velocidad v(t)?, ;cual la aceleracion
a(t)?

b. ;Qué tan alto llegd el globo? ;En cudnto tiempo
se logro eso?

c. ¢En cuanto tiempo llego el globo al suelo?

o Supén que la elevacion por encima del nivel del
@ mar de una carretera esta dada por la funcion:

E(x) = 500 + cos [i] + \Esen[i}
4 4

en donde x esta en millas (mi). Supén que si x es
positiva estamos al este del punto inicial de medida
y X es negativa si estamos al oeste de tal punto.

Si comenzamos a 25 mi al oeste del punto inicial de
medida y manejamos hasta avanzar 25 mi al este del
punto inicial, jcuantas millas del recorrido se avanzo
en una pendiente ascendente?

Pensamientos variacional y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

@ La poblacién de conejos (en cientos) después de t
@ aros en una cierta area esta dada por la expresion
P(t) = £ In(3t) + 6.
a. ;Cudl es la poblacion inicial?
b. Determina si la poblacion de conejos decrece en
los dos primeros anos.

m El peso de un recién nacido (en libras) durante los
@ tres primeros meses de vida puede modelarse me-

diante la funcion w(x) = %x3 + % = -Lix + 8,
en donde x es el tiempo en meses. Determina los

intervalos en los cuales un recién nacido gana peso
y aquellos en los que lo pierde.

Evalvacion del aprendizaje

o Un paciente esta siendo medicado. La concen-
# tracion del medicamento t horas despues de co-
menzar el tratamiento viene dada por la expresion

2+
Ct.—_t_
(t) i

a. Encuentra C'(t).

mg/L.

b. Encuentra la razon de cambio instantanea de

la concentracidon cuando t = %

¢. Encuentra la razon de cambio instantdnea de
la concentracion cuando t = 1.

d. Cuando t = 1, ;la concentracion crece o de-
crece?

e. Encuentra la ecuacion de la recta tangente
cuandot = 1.

OUna poblacién de bacterias crece de tal ma-
& nera que después de transcurridas t horas hay
P(t) = 2t* — 27t* + 60t + 3 gramos de estas.

a. ;En qué intervalos de tiempo crece y decrece
la poblacion?

b. jEn qué punto se halla el méximo relativo?
c. ;En dénde se ubica el minimo relativo?
. ;Cual es la poblacion inicial?

e. jCudl es la poblacion en el maximo y el mini-
mo relativos?

155



hLLbJ&mr“- i i

Saberes previos

Sijtienes un cartdn y quieres cons-
triir una caja con este, ;como lo
cdrtarfas para que se desperdiciara
lajmenor cantidad de material?

..m

Leonardo tiene 2400 metros de
: alambre para encerrar un terreno
bardeado por un rio. ;Cudles son
: lag dimensiones del campo de
: mayor area que puede encerrar
: sabiendo que no se debe cercar el
: lado del campo que da al rio?

Pensamientos variacional y métrico

ot

......................................
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18 Problemas de optlmlzacmn

La Figura 491 muestra la situacion.

» Elarea A de este terreno es A = xy.

| |
« El perimetro que debe bordearse es 2x + y. I A I
Como se tienen 2 400 metros de alambre para L
bordear el terreno, seglin se indicé, entonces
2x + y = 2400, de donde y = 2400 — 2x. Figura 491

« El intervalo que debe considerarse es [0, 1200], pues al ser y una longitud
debe ser mayor o igual que cero: y = 2400 — 2x = 0y de ahi, x = 1200.
Como x también debe ser mayor o igual que cero, entonces se concluye que
0=x=1200.

« Al reemplazar y en A, se tiene la funcion
A(x) = x(2400 — 2x) = 2400x — 22

+ Para encontrar el méximo valor de la funcién A, se halla su derivada, se iguala
a 0y se resuelve la ecuacion resultante. Por lo tanto, A'(x) = 2400 — 4x = 0,
de donde, x = 600.

» El valor maximo de A en [0, 1200] se alcanza en x = 600 o en los extremos
del intervalo, asf que se calcula el valor de A en cada uno de esos puntos:

A(0) = 0; A(600) = 720000; A(1200) = 0

» Enelintervalo cerrado [0, 1200] la mayor drea posible es 720000 m? y esta se
obtiene para

x=600myy = 2400 — 2(600) = 1200 m

Para determinar el valor maximo y el valor minimo de una funcién conti-
nua f en un cierto intervalo cerrado [a, b], se puede proceder asf:

1. Se hallan los puntos ¢, c,, ..., ¢, del intervalo (a, b) donde f no es derivable.

2. Se obtiene f'(x) y se resuelve la ecuacidn f’(x) = 0. De todas las solucio-
nes reales de esta ecuacion, se tienen en cuenta solamente aquellas que

estén en el intervalo abierto (g, b). Sean estas x,, Ky ik

3. Se caleulan f(c,), f(c,), ... .f(cp).f(x,),f(xz), . fx) fla) y f(b) y se eligen el

mayor valor para el maximo y el menor para el minimo.

Los maximos y minimos de una funcién pueden estar en donde la derivada es
0, donde no sea derivable o en los extremos del intervalo. Cuando el intervalo
es abierto, no tiene sentido calcular el valor de la funcién en los extremos, pero
se puede sustituir por el calculo de un limite.

Rl e e
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Pensamientos variacional y métrico

Ejemplo 1
Para hallar la ecuacion de la recta que, pasando por A(4, 3), determina con
los semiejes positivos un tridngulo de area minima, se siguen estos pasos:

/<

1. Se nombran las variables: base b y altura a del triangulo que se obtiene
(Figura 492).

W

; il d 5 0 : ba .
2. Se escribe la funcién a optimizar (en este caso minimizar), Area = ==. 0 e B X

2 b
3. Se busca una relacion entre las variables. La semejanza de los tridngulos Figura 492

ABCy DOC nos IIeva a escribir & = —3—4 por lo que a —3—b

b b b—
Biei= — b = f(b).

4, Se busca el mtervalo en el que se mueve la variable b: (4, +).

3 . b
5. Se busca el minimo de f(b) —_i— =

fib) = % ' Zb-((i:j)}z_b = 0 solo si b — 8b = 0, de ahi que
b=00b=238.

en (0, +):

Hay que calcular £(8), |mfb) |m f(b}

2
£8)= % . 88_4 =24, l|rn flb) =+==, alim flb) = +<=_Por tanto, el minimo se

alcanzaen b = §, por Io quea = 6y larecta pedidaesy = -3 +8
4

Ejemplo 2

En el tridngulo isdsceles ABC de la Figura 493, AB = AC, el lado BC mide
4 cmy la altura trazada desde A, 1 cm. Para calcular la distancia de un punto
P sobre esta altura, tal que la suma de las distancias desde P a cada vertice del
triangulo sea minima, se realiza el siguiente procedimiento.

1. Se nombran variables: x es la distancia de P a BC.

2.f(x) =PA+PB+PC=1—x+24x" +4
Como la funcién f(x) depende de una sola variable, no es necesario buscar
relaciones entre variables.

Figura 4.93

3. La variable se mueve en el intervalo [0, 1].
4. Se halla el minimo de fen [0, 1]:
Fli0)=—1+—2X

(X2 + 4

F) =08 —2X_ =1, es decir, si 4x? = x* i g 2

N e

Estos dos valores no pertenecen al intervalo (0, 1), por lo que no hay ningln
valor que anule la derivada en dicho intervalo (0, 1). Por consiguiente, basta
calcular f(0) yf(1) y elegir el menor. f(0) = 5,f(1) = 2\/5, por lo que el valor
minimo se alcanza en x = 1, es decir, cuando P = A.
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?Se quiere escribir un texto en una superficie de

-‘1 - 8 ke dbu A oY 5‘ - g s P

8 Problemas de optimizacion

Actividades de aprendizaje

R ——

esolucion de problemas

Encuentra tres nlimeros no negativos que sumen
14, tales que uno sea el doble que el otro y que la
suma de sus cuadrados sea:

a. maxima b. minima

96 cm?, de modo que queden 2 cm en cada mar-
gen lateral de la hoja en la que esta escrito, asi como
3 cm arriba y abajo. Calcula las dimensiones de la
hoja mas pequenia posible.

Se quiere construir un piscina en forma de paralele-
pipedo recto de base cuadrada. Para eso se dispone
de 192 m?* de baldosas para recubrir las paredes y
el fondo de la piscina. Halla las dimensiones de la
piscina de manera que su capacidad sea maxima.

Se dispone de un hilo metélico de 140 m de longi-
tud. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos, de tal
manera que uno de ellos tenga el doble de longitud
que el otro y que, al construir con cada uno de ellos
un cuadrado, la suma de las areas de los tres cuadra-
dos sea minima.

Halla la longitud de cada trozo.

? En el cono de radio R y altura H de la Figura 4.94

se inscribe un cono invertido con el vértice en el
centro de la base. Calcula las dimensiones del cono
pequeno para que su volumen sea maximo.

Flgura 4.94

? Dados los puntos A(0, 3) y B(4, 5), sefiala un punto

M en el eje X tal que la distancia S = AM + MB sea
minima.

10—2h

o En la circunferencia de un lago de 1 km de radio se

@ marcan dos puntos A y B diametralmente opuestos.
Una persona quiere ir de A a B y puede ir nadando,
andando por la semicircunferencia o combinando
caminos. Sinadaa 2 km/h y anda a 5 km/h, ;cunto
tardarg, como minimo, en llegar?

Sandra necesita encerrar un terreno rectangular. Si
& ella tiene 500 metros de alambre y se sabe que uno
de los lados del terreno no requiere de cerca, ;cuéles
son las dimensiones de este que pueden encerrar la
mayor area posible?
Martin quiere construir una caja cuya longitud del
@ ancho de la base sea tres veces la longitud de su
ancho. El material para elaborar la base y la tapa
superior cuesta $ 25000 por metro cuadrado v el
que requiere para las caras cuesta $ 15000 el me-
tro cuadrado. Si la caja debe tener un volumen de
50 m?®, determina las dimensiones que minimizaran
el costo de su construccién,

Ricardo tiene un trozo de carton de 14 dm por

@ 10 dm y quiere cortar las esquinas como se mues-
tra en la Figura 495 para luego hacer los doble-
ces necesarios y armar una caja. Determina la al-
tura de la caja que garantiza el méximo volumen
posible.

h 1]

hi]

Figura 495

058 debe construir una ventana

@ como la que se muestra en la
Figura 4.96. Si hay 12 m de mate-
rial para el marco, jcudles deben
ser las dimensiones que garanti- —
cen la mayor iluminacion?

L

Figura 4.96

|-._ 2r —
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Determina el 4rea del rectangulo con la mayor area
# posible que pueda inscribirse en un circulo de radio
4 (Figura 497).

Figura 497

@ Una colonia de moho que crece y decrece en un

o periodode 1=t = 12, luego de t dias cubre un drea
de A(t) = 12t — 2 + 2 dada en mmZ.

a. ;Cudl es el drea méaxima que cubre la colonia
durante ese periodo de tiempo?

b. ;Después de cuantos dias la colonia crece lo
maximo posible?

¢. ;Cudl es el area minima que cubre la colonia en
el intervalo de tiempo indicado?

Se esta desarrollando un medicamento para el mer-
& cado. Debido a la economia de escala, el costo de la

produccion de un frasco de ese medicamento de-

pende de la cantidad de frascos que se produzcan.

Supdn que el costo de producir x frascos es de
(40x + 500) dolares.

El laboratorio que produce el medicamento puede
vender x frascos siempre que el precio de cada uno
sea 70 — 0,05x.

a. ;Cuantos frascos de medicamento se deben
producir para que la utilidad sea maxima?

b. ;Cuél es la utilidad maxima?

c. ;Cual debe ser el precio de un frasco del medica-
mento para que la utilidad sea maxima?

Ten en cuenta que la utilidad se obtiene restando
los costos de produccion del dinero que se recibe
de las ventas (o ingresos).

Evalvacion del aprendizaje

o El rendimiento de un cultivo de maiz se puede

o Un cultivo sostenible de peces C es una funcion

Pensamientos variacional y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

@ A un paciente se le administra un medicamen-

@ to. Para un periodo de 0 =t = 7, la concentra-
cion de la droga en su sangre después del ini-
cio del tratamiento viene dado por la expresion
D(t) = —5t* + 34t + 15 mg/l.

2. ;En qué momento la concentracion de la droga
fue maxima durante este tiempo?

b. ;Cuél fue esa maxima concentracion?

¢. ;En cual momento la concentracion de la droga
fue minima en ese intervalo de tiempo?

Y

10x
2+ %
donde x es la cantidad de toneladas de fertilizan-

tes usadas por acre de suelo y y es la produccion
de maiz medida en toneladas por acre.

# evaluar mediante la funcion y = parax =,

a. Encuentra el nivel maximo de fertilizante que
se usa en el cultivo.
b. Encuentra el maximo rendimiento del cultivo.

& tal que C = F(P) — Py el maximo cultivo sosteni-
ble se halla mediante la derivada de C.
Encuentra el maximo cultivo sostenible y la po-
blacién de equilibrio para:
F(P) = P + 0,4P(1 — 0,0001P), donde P es el nime-
ro de peces. ;Qué porcentaje de la poblacion de
equilibrio se debe cosechar para obtener la pro-
duccién maxima sostenible?

El rendimiento de un cultivo de maiz se evalua
mediante la funcion y = 5x + x* parax = 0, don-
de x es la cantidad de fertilizante por acre de sue-
loy y es la produccién de maiz. Encuentra el nivel
maximo de fertilizante que se usa.

;Qué consecuencias trae el uso excesivo de
fertilizantes para el ambiente?
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Pensamientos variacional y métrico

Saberes previos

Si la derivada de una funcién es
otra funcion, jes su segunda deri-
vada también una funcion?

: La contaminacion del agua del mar
: sqestudia a partir del anlisis de las

: bacterias presentes en pequefias
: mjuestras. La poblacion P de una
: determinada bacteria, medida en
miles por cm? (centimetros clbi-
: cgs), corresponde a la funcion:

: Plp)= =P + 9 =~ 15 + 40 para
: 0K <7,

: s Averigua cuando alcanza su tope

160

a poblacion, cuéndo llega a su
minimo y dénde crece a mayor
itmo. Traza un bosquejo de la
zrafica de la funcién P.

.....................................

ke e D et Sy 50 -

i 9 Apllcaaones de la segunda derivada

Y
id
&) 1
Figura 498
¥
[0 ///g
Figura 499

7t

Figura 4.100

S L VIR

19.1 Curvatura y puntos de inflexion

Para la situacién planteada la razén de cambio corresponde a la derivada de la
funcion P(t), estoes P'(t) = —3t2 4 18t — 15 = —3(t — =51

Los puntos donde la derivadaesOsont =1yt =

Hay un minimo relativo en t = 1, donde P(1) = 33 mil/cm’.

Hay un maximo relativo en t = 5, donde P(5) = 65 mil/cm’.

En los puntos extremos del intervalo se tiene que P(0) = 40 mil/cm? y
P(7) = 33 mil/cm”. La colonia crece més répido cuando la segunda derivada es
0, es decir, para P"(t) = —6t + 18 = 0. Esto ocurre para t = 3, donde la pobla-
cion es P(3) = 49 mil/cm?,

El maximo incremento en la poblacién es P'(3) = 12 mil/cm:.

La grafica que corresponde al comportamiento de la poblacién de bacterias se
muestra en la Figura 4.98.
Observa quesit <3, P"(t) > 0ysit >3,P'(t) < 0.

Si se compara este resultado con la grafica, se deducen las conclusiones de la
Tabla 4.3 sobre la relacion entre el signo de P"(t) y la posicion de la gréfica de
P(t) respecto de la recta tangente en cada punto.

Signo de P'(t) Posicion de la curva con respecto a la tangente

+ Curva por encima de la tangente
== Curva por debajo de la tangente
0 No puede asegurarse nada

Tabla 43

Si se observa la gréfica de la funcién representada en la Figura 4.99, se ve que
a la izquierda y hasta el punto g, la curva esta por encima de la recta tangente
en cada punto, y cada punto, a partir de x = g, esta siempre por debajo de la
correspondiente tangente.

Sin embargo, en la grafica de la Figura 4.100, la posicion relativa de la curva y sus
tangentes es opuesta a la de la grafica anterior.

La posicion relativa de una curva y sus tangentes en los distintos puntos de
su dominio define lo que se conoce como curvatura de una funcién en un
punto.

Los puntos en donde se produce el cambio de la posicion relativa entre la curva
y sus tangentes (punto a en ambas figuras) se denominan puntos de inflexion
de la funcién.

La forma de estudiar la curvatura de una funcién es sencilla en los puntos
en que esta es derivable, ya que la curvatura estd relacionada con el signo de
la segunda derivada de una funcién,

MATEMATICAS © LAROUSSE



Pensamientos variacional y métrico

En general para una funcion f:

« Si f'(a) > 0 en un entorno de g, entonces la funcion f'(x) es creciente en
dicho entorno, por lo que la recta tangente estara cada vez mas vertical, (su-
poniendo que f'(a) = 0), es decir, la grafica esta por encima de la tangente

(Figura 4.101).
» Sif”(a) < 0en unentorno de g, f'(x) es decreciente en dicho entorno, la recta
tangente sera cada vez mas horizontal, (suponiendo que f'(a) = 0), esto es, la

gréfica esta por debajo de la tangente (Figura 4.102).
« En el caso f"(a) = 0 no puede asegurarse nada (Figura 4.103).

Sila curva esta por encima de la tangente en un punto P(a, f(a)), se dice que
fes concava hacia arriba en ese punto. Si la curva esta por debajo de la tan-
gente en P(q, f(a)), se dice que f es concava hacia abajo en ese punto.

Si la curva cambia de posicion respecto de la tangente en P(a, f(a)), se dice
que ese es un punto de inflexion.

Con estas condiciones se puede escribir:
Si f"(a) > 0, f es concava hacia arriba en a.
Sif"(a) <0, fes concava hacia abajo en a.

Si f"(a) = 0, no se puede concluir nada, pero si f presenta un punto de in-
flexion en el punto P(a, f(a)), entonces f"(a) = 0.

19.2 Segunda derivada para calcular de extremos relativos

La segunda derivada también sirve para saber si un punto de la tangente hori-

zontal es maximo o minimo de una funcién dada.

Sif'(a) = 0, es decir, si la tangente en P(q, f(a)) es horizontal, entonces:

» Si f(a) > 0, la curva esta por encima de la tangente y, por tanto, el punto
P(a, f(a)) es un minimo relativo.

« Si f"(a) < 0, la curva esta por debajo de la tangente y, por tanto, el punto
P(a, f(a)) es un maximo relativo.

« Sif"(a) = 0, se estudia el signo de f'(x) a la izquierda y a la derecha de a.

Ejemplo 1

Los extremos relativos de la funcion fix) = 3x* — 6x* + 1 (Figura 4.104) se
obtienen asi:

f'(x) = 12x¢ — 12x Asi pues f'(x) = 0, si x toma los valores 0, 1,y —1.
") = 36x* — 12

£"(0) = —12 < 0, el punto (0, 1) es un Maximo relativo.

£"(1) = 24 > 0, el punto (1, —2) es un minimo relativo.

f"(—1) =24 >0, el punto (—1, —2) es también un minimo relativo.

MATEMATICAS € LAROUSSE
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1aciona

Pensamientos var

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
Determina los maximos y minimos relativos de la
funcion f(x) = 3x* — 6x

v Calcula para la funcion f(x) = (x + 1)e™* los inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, extremos re-
lativos y puntos de inflexion.

Razonamiento
o Estudia la curvatura y determina la abscisa de los
& puntos de inflexidn de f(x) sabiendo que

fl) =K+ Dx—-3FKx—7)

Cgmunicacion

6 i Tiene alglin punto de inflexién la grafica de la fun-
A cion definida como f(x) = x? + cosx + 17

Razonamiento

e Halla los valores de m para los que la funcion pre-
#®| sentada a continuacion es siempre concava hacia
arriba.

f=x+43+mx+3x—2

e Observa en la Figura 4.105 la grafica de la segunda
11 derivada de cierta funcion f. A partir de ella, deduce
la curvatura de fy sus puntos de inflexion. ;Qué se
puede afirmar con seguridad de la grafica de f?

Y
e

Figura 4.105

o Considera la funcion y = Ax* + 6x* — Bx, donde A
#| v B son constantes desconocidas. Si es posible, de-
termina esos valores de tal manera que la grafica de
y tenga un valor maximo en x = —1y un punto de
inflexion en x = 1.

o Lee y responde.

@ La funcién f (que no se muestra aqui) es continua
y diferenciable para todos los nimeros reales. Las
graficas de f' y f” se muestran en la Figura 4.106.
;Qué puede afirmarse de f(—2)?

14+ £

N

o La Figura 4.107 muestra la grafica de una funcién fy
@ de su primera y segunda derivada.

Figura 4.106

Indica cudl de ellas corresponde a la funcién fa " v
af”.
¥ Bix)
] G(x)
m
—
a\[INd .~

Figura 4.107

@ Determina los intervalos en los que la funcién cuya
A grafica se muestra en la Figura 4.108 es concava ha-
cia arriba y concava hacia abajo.

¥

Figura 4.108
Halla los puntos de inflexion.
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Resolucion de problemas

0 Un rectangulo tiene x m de largo y 20 m de perime-
@ tro. ;Cudl es el drea maxima de dicho rectangulo?
;Cudnto mide el largo del rectangulo?

@ Un baldn se lanza al aire. Su altura h en cualquier
@® momento t en segundos viene dada por la expre-
sion h = 5t(4 — ¢t).

;Cudl es la altura maxima que alcanza el balon?

@ Halla dos nimeros positivos cuya suma sea 75, tales
& que el producto de uno por el cuadrado del otro
sea el maximo.

@ Demuestra que entre todos los rectangulos con
& éareaigual 2 100 cm’, el que tiene el menor perimetro
es el cuadrado de lado 10 cm.

@ Un campesino desea delimitar una parcela rectan-
& gular de 900 m? de érea. La cerca tiene un costo de
$ 15000 el metro.

;Cuales deben ser las dimensiones de la parcela
de modo que se minimice el costo del cercado?,
icomo cambia la respuesta si el costo del cercado
sube a $ 20000 por metro?

@ El costo promedio en dblares de fabricar cierto ar-
@ ticuoes C(x) =5+ 4;8+ 3x%, en donde x es el
numero de articulos producidos. Encuentra el valor

minimo de C.

0 Eugenia va a construir un tanque para peces con un
@& volumen de 3 m’y quiere que la base sea un rectan-
gulo cuyo largo sea el doble que su ancho. La base y

los lados del tanque seran de vidrio. ;Con cuales di-
mensiones se requerira la menor cantidad de vidrio?

Pensamientos variacional y métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

@ Alirio planea comenzar un cultivo de manzanas. Si

@ planta mas de 60 arboles, el promedio de la produc
cién sera de aproximadamente 200 libras, pero por
cada érbol adicional que siembre, la produccion se
bajard en un promedio de 1,5 libras por arbol. Alirio
quiere plantar la maxima cantidad de arboles y ob-
tener el mayor beneficio. ;Cuantos arboles debera
plantar para lograrlo?

Evalvacion del aprendizaje

o Calcula, para la funcion f(x) = (x + 1)e™ inter-

& valos de crecimiento y decrecimiento, extremos
relativos, puntos de inflexion en intervalos de cur-
vatura.

o Halla los valores de m para los que la funcion:
w o= +42 + @+ 38— 2

es siempre concava hacia arriba.

@gTiene algin punto de inflexion la grafica de
& f(x)=x"+senx— 17

o Un estudio proyectd que para el periodo de 1990
& 22020 el nimero de usuarios de celular (en miles
de millones), puede modelarse mediante

f(t) = —0,000728t> + 00474t — 0,296t + 0,340,

en donde t es el nimero de afos a partir de 1990.

a. Halla la razén de cambio instantanea en el
numero de usuarios de celulares.

b. Encuentra la razon de cambio instantanea de
la expresion que hallaste en la parte a.

C. Usa la segunda derivada para indicar que tan
rapido crecio la cantidad de usuarios de celu-
lar entre el 2005 y el 2015.
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Practica mas

Continuidad

Ejercitacion

c Observa la Figura 4.109 y determina;
e |
Y

Figura 4.109
a. La continuidad por la izquierda en —1.
b. La continuidad por la derecha en —1.
¢. La continuidad en —1. ‘
d. Los intervalos donde la funcién es continua.

e. La continuidad de la funcion.

Comunicacion

a Estudia la continuidad de cada funcién y determina

® | el tipo de discontinuidad que presentan.

a.
y
14

L Y
o1 1 j X ‘
¥
Figura 4,110
b.

RN |

Figura 4111

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Derivadas
Ejercitacion
o Determina la segunda derivada de cada funcion.

~ afo=rtix—32

b. f(x) = x* + x
C =42 —¥
d.f(x)= —x+3

e.f)=4"+2x—8

o Determina si las siguientes funciones son continuas
® enx=a.

a. f(x) = |x| paraa = 0

b. f(x) = —x*+ 2x paraa = 3
X
cflx)= Y15 Paraa= -2

d.f(x) = J—xparaag =1
o Observa la grafica de la funcion fy halla:
o
\/o ! X

a. La ecuacion de la recta secante que pasa por
POy QL 5(1))

b. La ecuacion de la recta tangente en x = 1,5.

"l

Figura 4.112

¢. Larecta normal a la tangente en x = 1,5.

Resolucién de problemas

o La posicion de un objeto lanzado con una veloci-
@ dad inicial de 50 m/s se modela mediante la funcién
flty= =2+ 9
Calcula el cociente incremental y la derivada en el
instante de tiempo t = 3s.

MATEMATICAS © LAROQUSSE



Resolucion de problemas

Estrategia: Utilizar una grafica

MATEMATICAS & LARCUSSE

En la grifica de la Figura 4.113 se muestra la funcion
f(x) = ¥ + 3y una recta tangente a dicha funcion en el
punto x = 2.

\HY

(27)

2.

of 2 X
I Figura4.113

:Cual es |a ecuacion de esta recta tangente?

1. Comprende el problema
« ;Qué informacion te da el problema?

R

« ;Qué te piden encontrar?

2. Crea un plan

« Recuerda la interpretacion geomeétrica de la derivada
de una funcién en un punto y aplicala.

3. Ejecuta el plan
« Laderivada def(x) = x* + 3esf'(x) = 2x.
« La derivada en el punto de tangencia es f'(2) = 4.

+ La ecuacién de la recta tangente a f(x) se halla con la
expresibny —y. =m (x — x,):

y—T7=4x—2)
y=d4x—8+7
y=4x —1

R: La ecuacion de la recta tangente es y = 4x — 1.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que la ecuacion de la recta normal a la funcion
. X 15
en dicho puntoesy = — ry + =

Aplica la estrategia

Resuelve otros problemas

o Un cuerpo realiza un movimiento rectilineo

Formula problemas

o Escribe un problema a partir de la siguiente in-

¢ | a derivada de un cociente, no es el cociente

Enriquece tu vocabulario

« Construye una afirmacion valida con las si-

@] Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Observa la grafica de la Figura 4.114 que mues-
tra una funcién cuadratica y una recta tangente
a ella en un punto.

fix)=—x—2&x+2

Y

N
/

| i

A

Figura 4.1 14

;Cudl es la ecuacién de la recta normal a la recta
tangente en este punto?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

c. Ejecura el plan

d. Comprueba la respuesta

descrito como s(t) = 16t — t. ;Cudl es la expre-
sion de su aceleracion instantanea?

formacion y luego resuélvelo.

de las derivadas™.

guientes palabras:
Funcion - Derivada - Continuidad
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Evaluacion del aprendizaje

Continuidad

Raronamiento

° Escribe el valor de verdad de las siguientes afirmacio-
#&/| nes. Justifica tus respuestas. ERDADERGIFALSO

a. Para que una funcién sea continua en un punto
de su dominio, solo debe existir el limite de la fun-
cién en dicho punto.

b. Para que una funcién sea continua en un punto
de su dominio, basta con que exista la imagen de
ese punto.

¢. Una funcién continua en un intervalo es continua
en cada punto del mismo.

Tipos de discontinuidad
Comunicacion

Plantea una funcién que cumpla las condiciones da—
o | das en cada caso. RECoRTA AT
a. Continuaenx = 1.

b. Discontinua de salto finito en x = 0.

c. Con discontinuidad evitable en x = —2.

Continuidad de funciones elementales

Comunicacion
J Completa los espacios con los términos correctos
para que las afirmaciones sean verdaderas.

ACTIVIDAD |’T COMPLETAR |
a. lal ' | de dos Funmones contmuas
en x = gescontinuaen |

e

b. La diferencia de dos funciones |
enx=gqgesl enx =a.

Tearema de los valores intermedios
Razonamiento

°1 Demuestra que la funcién f(x) = x* + x* — 3x + 2
o | toma el valor m en el intervalo (1, 2).

Cotas de una funcion

Razonamiento

Estudia la acotacion de las funciones dadas en todo
o | su dominio. ACTIVIDAD DE REFUERZS
a flg=2—-x b. gx) =2+ 3x + 1
¢ hix)=(x+4?—3 d i(x) = —4x+ 3x* — 1

Derivada de una funcién en un punto.
Velocidad instantdnea

Resolucion de problemas

o Dos particulas parten de un mismo punto sobre una

& recta linea y se mueven a lo largo de esta segtn las
ecuaciones s (t) = t* — 4ty s(t) = 3t — t?, dondess,
y $, estan en metros y t en segundos.

SOLUCION DE PROBLEMAS

a. (En qué momento las dos particulas tendran la
misma velocidad?

b. Determina las velocidades de las particulas en el
MOMEeNto en que estan en la misma posicion so-
bre la recta.

Medida e instrumentos de medida de
valores medios
Resolucion de problemas

o Un movil que se desplaza con velocidad constante
o aplica los frenos durante 25 s y recorre 400 m hasta
detenerse. Calcula: SGLUCION BF PROBLEMAS

a. La velocidad que tenfa el mévil antes de aplicar
los frenos.

b. La desaceleracion produjeron los frenos.

Definicion geométrica de la derivada
Razonamiento

o Dada la parébola f(x) = x halla los puntos en los
# que larecta tangente es paralela a la bisectriz del pri-
mer cuadrante.

[(ACTVIDAD DE REFUERZO

Derivadas sucesivas

Ejercitacion

o Halla las primeras cinco derivadas de la funcion
& fX)=xX4+224+3x+5 ACTIVIDAD DE REFUERZO

Continuidad y derivabilidad
Razonamiento

@ Responde. ;Hay alguna pareja de nimeros g y b para
o los cuales la siguiente funcion sea derivable en todo
[R? Justifica tu respuesta. PREGU

:-TL ABIERTA

cosx — 1,six<0
fR = ¥ tasio=x<2

x>
— /Six>2
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Regla de la cadena
Ejercitacion
0 Halla la derivada de las siguientes funoones _
LAY y=(1-5)°
b.flx)=(Bx—x+ 1)

Derivadas de funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas

Ejercitacion

0 Determina las derivadas de cada una de las siguien-

AD DE REFUERZC

& tes funciones. ALIMDAL

3x
Xt 2

a. ()= 5
¢ fix) = [ﬁjﬁ]

[1— senx
e fo = 1+ senx

Derivacion implicita

b. f(x) =In

d. sen® 3x

—_

f. fix) = arccose”

Ejercitacion
@ Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica

3

" de x! + 4y’ = 4 en el punto (‘E

ACTIVIDAD DE REFUERZO
Regla de L'Hopital
Razonamiento

Determina si las siguientes afirmaciones son verda-
& deras o falsas. VERDADEROIFALSO

a. Si emsrenhmf( )
X—a g(x)

se puede calcular el limite de las derivadas.

b. Si l|mf( ) y lim——= (X)
xX—=a g(x) K= g (x)

indeterminacion de la forma % o % entonces
imd ) = L1

e g(x) Hagr(x)

,y son iguales,

existen y hay una

@ Realiza todas as actividades en tu cuademo )

Criterio de la primera y la segunda derivada
Comunicacion

@ Considera las funciones dadas y estudia sus maxi-

#& mos y minimos relativos, asi como su crecimiento y
decrecimiento. CTIVIDAD DE REFUERZO
a. fix)=6x— 3+ X

bﬂm=—f+5

Comunicacion

@ Completa las siguientes afirmaciones para que sean
& verdaderas. ACTIVIDAD PARA COMPLETAR
a. Los minimos y maximos relativos de una funcion se
hallan a partir de la

b. Si la segunda derivada es que 0 en
un punto, hay un maximo relativo en dicho punto.
c. Si la segunda derivada es que 0 en

un punto, hay un minimo relativo en ese punto.

d. Sila segunda derivadaes| queOenun
punto, se estudia el signo de la primera derivada a
cada lado del punto.

Problemas de optimizacion
Modelacion

0 Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto
& A(2, —4)ydetermina, con el eje X positivo y el eje Y
negativo, un triangulo de area minima.

Aplicaciones de la primera y la segunda
derivada

Resolucion de problemas

Una imprenta recibe el encargo de disefiar un car-
& tel con las siguientes caracteristicas: la zona impre-
sa debe ocupar 100 cm?, el margen superior debe
medir 3 cm, el inferior 2 cm, y los margenes laterales
4 c¢cm cada uno. Calcula las dimensiones que debe
tener el cartel de modo que se utilice la menor can-
tidad de papel posible. SOLUCION DE PROBLEMAS

Resolucion de problemas

@ Con 60 centimetros de alambre se construyen dos
& tridngulos equildteros cuyos lados miden x e y. ;Qué
valores de x e y hacen que la suma de las areas de los
triangulos sea minima? SOLUCION DE

PROBLEMA
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| Vamos a aprender Nos sirve para

. + Determinar la continuidad * A utilizar criterios y » Realizar estudios sobre
de funciones. propiedades para el anlisis y funciones que modelan
« Calcular la derivada de estudio de funciones. problemas en diferentes

funciones reales. CONLextos.
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Saberes previos

Imagina que vas en bicicleta y de-

s ascender una montana, luego
scenderla y finalmente, avanzar
un terreno plano. Describe qué

resistencia debes hacer en cada

50: mucha, poca o ninguna.

f ivaiza)

Determina los puntos de disconti-

dad de la siguiente funcion:

Dt gg—
200+ B — 6t —13x—6

=

shsesnsssnnsnnnnnnsn sEsEBEsRREERRRRE RN

Figura 5.1

Puntos de discont

- ‘.I- 4.'_'-. -::_. .-'" Y i >

inuidad y puntos criticos

1.1 Puntos de discontinuidad

Los puntos de discontinuidad de una funcién racional son los que anulan el
denominador. Para encontrarlos, se iguala la expresion del denominador a 0, se
factoriza y se hallan las raices del polinomio, como se muestra a continuacion.

X+ 33 —6x2—13x—6=0

3
(B4 IWr—2Yw 1P =il=n = == B 1

Los puntos encontrados son aquellos en los que la funcién es discontinua. En
la Figura 5.1 se observa como se comporta la grafica de f(x) en esos puntos.

Una funcion f(x ) presenta un punto de discontinuidad en x = a cuando no
es continua en él; es decir, cuando '™ f(x) # f(a).

x—a

Existen puntos de discontinuidad de especial interés, que son aquellos en los
que al menos existe uno de los limites laterales (finito o infinito). De esta forma,
es seguro que en las cercanias de este punto exista la funcién,

En general, estos puntos coinciden con los puntos frontera de los intervalos
que constituyen el dominio de la funcion. Sin embargo, en alguna ocasion pue-
den aparecer otros puntos de discontinuidad (evitable o de salto finito) plena-
mente integrados en este dominio.

2x — 8

——— btie-
—x—10>"0°

Los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) =

. 5 o 2x?
nen realizando el siguiente procedimiento.

2X2—=x—10=0

(2X = 5)(x + 2) = () «—  — Sefactoriza la expresion anterior.

«+——— Seiguala el denominador de la funcion f(x) a 0.

v = %‘ x=—7 < Sehallan las raices del polinomio.

Los puntos de discontinuidad

5
sonx=—2yx=—2~.Efdo— Y

minio de la funcion f(x) es:

D(f) = (—00,—2)U[—2,§ E18 +oo] ;>

2 2 - X

, o 4
En la Figura 52 se observa
la grafica de la funcién y su
comportamiento en los pun-
tos de discontinuidad.
Figura 5.2

MATEMATICAS  LAROUSSE
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1.2 Puntos criticos

Los puntos criticos de una funcién f son los puntos en los que la funcion
es continua y su primera derivada se anula o no existe; es decir, los puntos
x = aenlosquef'(a) = 00of'(a) no existe.

Ejemplo 2

La funcion f(x) = 3y tiene por derivada f'(x) = !

Wx’
un punto critico, ya que en él la funcion es continua, pero no existe f'(0).

.El punto x = 0 es

Ejemplo 3

Los puntos criticos de la funcién f(x) = o+ CUyOs puntos de dis-

==
continuidad se estudiaron en el ejemplo 1, se calculan igualando a 0 la pri-
mera derivada de la funcion f(x) y despejando la variable x.

, T AT+ 3 —28
)= (x5 =¥~ 10)F =0

Por lo tanto, f'(x) = 0si —4x? + 32x — 28 = 0. Al factorizar este polino-
mio vy hallar sus raices, se obtiene x = 1y x = 7 que son puntos criticos de
esta funciéon. Como para todos los elementos del dominio existe la primera
derivada de f(x), entonces x = 1y x = 7 son los Unicos puntos criticos de
esta funcion.

Ejemplo 4
Observa como determinar los puntos de discontinuidad y los puntos criti- |
cos de las siguientes funciones. j

D bg= == —
X' =4 e+ 2 Yo i'(
a. La funcién f(x) es discontinua en los valores en los que la expresion
x* — 4 es igual a 0. Si x» — 4 = 0, entonces x* = 4, de donde
X =gy Figura 5.3
Luego, el dominio de la funcién es D{f) = R — {—2,2}.
Los puntos de discontinuidad de la funciéon f(x) sonx = =2y x = 2.
Para hallar los puntos criticos de f(x), se resuelve la ecuacién f'(x) = 0 Y
f’(x)=()<2272x4)2=0:¢x=0 ok )
Teniendo en cuenta que para todos los elementos del dominio de f(x ) existe '
la primera derivada, el Unico punto critico es x = 0. En la Figura 5.3 se obser-
va la representacion grafica de la funcion f(x).

a. f(x)=

b. La funcidn esta definida en R y, por eso, no existen puntos de disconti-
nuidad. Tampoco tiene puntos criticos. La representacion grafica de esta
funcion se observa en la Figura 5.4.

Figura 5.4
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

| Halla el dominio de las siguientes funciones.

a. flx) =

f.flx)=

1
HE=

n(senx)

3x
=5

Razonamiento

e.flx) =

- X
G flcy= ==
d.f(x) = X=X
a. flx) = ﬁ__y
b.f(x) = ——

xX*+x*+4

¢ flx)=x+ /Hl
2

d.f(x) =+ 1+ |x—3]|

2x
Fo=i5

]

X

b. f(x) = vf2x + J2x — 3

& fE=aJ1 - ofi — o

d.flx)=1
e_f(x) = ’ezxz— b +2

X2

Indica los puntos de discontinuidad de especial in-
terés (puntos de discontinuidad en los que al me-
nos existe uno de los limites laterales) en las funcio-
nes de la actividad 1.

Indica también si en alguno de estos puntos la fun-
cién es continua a la izquierda o a la derecha.

Ejercitacion
Calcula el recorrido de las siguientes funciones.

a.fx)=x*+x—6

b.jlx)=2¢—= 3,5 =2 <=4

9 Indica los puntos de discontinuidad de f(x).

Comunicacion

—

o Determina los puntos de discontinuidad de las fun-
@ ciones representadas a continuacion.

d. v i
b
L X
of 1/
i
Figura 5.5
b.
X
Figura 5.6
C.
Yr /
1+
LR :
1
Figura 5.7
d.
f Y
R
| /\ [ x
L ENLY.
'
Figura 5.8
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_]

Ejercitacion

o Halla los puntos criticos de f(x).

- X
a. fx) = Jm

Resolucion de problemas

o Un ratdén es introducido repetidas veces en un la-
& berinto para estudiar su capacidad de aprendizaje.
Se ha observado que el tiempo, en minutos, que
tarda en recorrerlo en el intento x viene dado por

244 ; 12
b. f(x) = N e laformula T(x) =4 + —.
- X' — 4 i
=2+ 1 a. Calcula el dominio de T (x) en este contexto.
C. flx) = Gt b b. ;Puede tardar el raton menos de 4 minutos en
j realizar el trayecto?
d flx) = c. Calcula el recorrido de T (x) en su contexto.

Hox—8

o Determina los puntos criticos de las funciones que
@ se representan en las figuras 59 y 5.10.

Evalvacion del aprendizaje
d.

o Indica si los valores dados son puntos criticos de W

d. Determina los puntos de discontinuidad y los
puntos criticos de la funcion T(x).

¥ #& cada funcion.
\ [ a. flx)=—3x"+2x X = %
ke
e _ —
\ | . b.f(><)—71_|rx2 = gpap= —]
VARVARUAR VAR I

Figura 5.9

3

2 X
d.f(x)=— 3 In [—) No tiene
b.
Y o Una compafifa de telefonia ofrece la promocion que

& se muestra en el aviso publicitario de la Figura 5.11.

/\ Escribe sin parar

Los 10 primeros men-
\e( sajes del mes son gratis.
Puedes mandar hasta
100 mensajes por
$10000 y, si envias mas
de 100, cada uno te

costara $80.
iSuscribete ya!

4

Figura 510 -

Modelacion Figura 5.1

o Propon una funcion para cada caso, que tenga los a

Escribe la funcion que relaciona el nimero de
A puntos criticos que se piden.

mensajes enviados, X, con su costo total.

Haz en tu cuaderno la representacion gréfica
de la funcion.

¢. Halla el dominio de la funcion.

a. Un punto critico. b.

b. Dos puntos criticos.

MATEMATICAS © LA RDUSSE

¢. Ningln punto critico.

d. Infinitos puntos criticos.

d. Determina los puntos de discontinuidad de la
funcion.
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Saberes previos

2  Puntos de corte con los -ejes, Signo, simetria
y periodicidad

;Puede una funcion cortar al eje Y 2.1 Puntos de corte con los ejes

er] mas de un punto? Explica.

Y Joaiz

En la Figura 5.12 se observa que la funcién corta al eje X en el punto (2, 0) y al
eje Y en el punto (0, —4).

El punto de corte con el eje de ordenadas Y, si existe, es P (0, f(0)).

: ¢(Cuéles son los puntos de corte Para calcular los puntos de corte con el eje de abscisas X, es preciso en-
: can los ejes de la funcion cuya gré- contrar, si existen, las soluciones x,, x, ... de la ecuacién f(x) = 0. Los puntos
L i ? .
: fida se muestra en la Figura 5.127 buscados seran Q1(X], 0), Qz(xz’ 0), ...
Y e
Ejemplo 1

La expresion de la funcién de la Figura 5.12 es:

| N 4
2| M= E IR,
|\/ X 1

Al calcular £(0), se obtiene f(0) = —4. Por lo tanto, la funcién corta al eje de
ordenadas en el punto (0, —4).

Para calcular los puntos de corte con el eje X, se considera f(x) = 0 y se re-
suelve la ecuacién como se muestra a continuacion:

x*—dy + 4=0={xy— 2P =0=x=2
Figura 5.12

--------------- Entonces, f(x) corta al eje de las abscisas en el punto (2, 0).

2.2 Signo

Estudiar el signo de una funcion consiste en determinar en qué intervalos
la funcién toma valores positivos, es decir, saber cuando la grafica esta por
encima del eje X, y en qué intervalos toma valores negativos, o cuando la
grafica esta por debajo del eje X.

Ejemplo 2
; 5 7 x?—4x+4 ;
Para estudiar el signo de la funcion f(x) = — —, esnecesario resolver
P
; T =
la inecuacion e 0= ( 1) > 0.
X X2

De ahf se obtiene que f(x) estd por encima del eje X en el intervalo (1, +%)
y esta por debajo del eje X en (—<x, 1),

2.3 Simetria

Una funcion es simétrica respecto al eje Y si se cumple que f(—x) = f(x).
Una funcién que presenta este tipo de simetria se denomina funcién par.
Una funcion es simétrica respecto al origen de coordenadas si se cumple

que f(—x) = —f(x). En este caso se dice que es una funcién impar.

MATEMATICAS © LARQLISSE
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Ejemplo 3
—4x + 4 g g . ;
no es simeétrica respecto al eje Y ni respecto

La funcién f(x) = ——
al origen de coordenadas, porque f(—x) # f(x) y f(—x) # —f(x).

2.4 Periodo
Una funcion es periédica de periodo T si para todo x real y n entero,
f(x + nT) = f(x). Esto es, la grafica de la funcion en cada intervalo de la
forma (nT, (n + 1)T), con n entero, es igual que la grafica de la funcion en el
intervalo [0, T) y, por tanto, basta con estudiarla en ese intervalo.

Ejemplo 4

, X ,
Para calcular el periodo de g(x) = cos - T senx, se tiene en cuenta que
las funciones seno y coseno son periddicas con periodo 21T; por tanto, se

calcula g(x + 2m).
x + 2w X Y
g(x + 2m) = cos ] — sen(x + 21T) = cos 5 + 7| — senx # g(x) A 2 A
\ / /
i |
y ' y L Y W o | \x
Para obtener una expresion equivalente a g(x), en la funcién coseno debe \ 7ZWG = %

\ |
aparecer la expresion % + 2. \” -~ ™
Lo anterior se logra al tomar 41 como periodo. Es decir: Figira 5.1

g(x + 4m) = cos |2 B e sen(x + 4m) = cos % + 27 | — senx
X
=cos— — senx = gx)
Asi pues, el periodo de la funcion es T = 4.

La grafica de la funcion g (x) se observa en la Figura 5.13.
Ejemplo 5 v i
|
En la funcién f(x) = x* — 4x, el punto de corte con el eje de ordenadas es '
A(0,£(0)) = (0,0). /\\ I|'
| |
Al resolver la ecuacion x* — 4x = 0, se obtienen los puntos de corte con el 1\__ |'|

.'II L JII X

[ o)\ 1]

eje de abscisas, que son A (0, 0), B(—2,0) y C(2, 0).

Para estudiar el signo, se resuelve la inecuacion x* — 4x < 0. Luego, f es posi- | "'

tivaen (—2,0) U (2, +) y negativa en (—2, —2) U (0, 2). uf /
|

= —(x? — 4x) = —f(x), la funcién es "

Como f(—x) = (—xP —4-(=x) =
impar y, por tanto, simetrica respecto al origen.

La Figura 5.14 muestra la representacion grafica de esta funcion.
175
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y periodicidad

Actividades de aprendizaje

Puntos de corte con los ejes, signo, simetria

Ejercitacion
Determina los puntos de corte con los ejes, el signo

y la simetrfa de cada una de las funciones represen-
tadas en las figuras 5.15 a 5.17.

Figura 5.15

Figura 5.16

PN
N

Figura 5.17
Estudia si son periddicas las siguientes funciones, y
si lo son, indica su periodo.
a. f(x) = senx + tanx
b. f(x) = sen2x + tan2x

c. f(x) = sen3x + tan3x

o Halla los puntos de corte con los ejes y estudia el

W signo de cada funcion.
aflx)=Kx—"1)x+1)

x2—16
|

b.flx) =

Cfx)=x}—x*—4dx+4

osi0= 5]
efl) = ——

o Estudia las simetrias de las siguientes funciones.
®afx)=—23+x—1

b.f(x) = Inx?

c flx) = ==
d i) = 2L
e flx) = £=2

f. f(x) = sen3x + cos5x

Modelacion

o Traza la gréfica de una funcién f que cumpla con las

@ condiciones dadas en cada caso.

a. Es simétrica con respecto al eje de abscisas y
periddica con periodo 2.

b. Es simétrica con respecto al origen y puntos de
corte con el eje X en (—3,0) y (3,0).

c. No tiene simetria par ni impar y es negativa en
(—00, 2)

d. Es positiva en (—e, —5) U (0, 2) y negativa en
(—5,0) U (2, %) y tiene un punto de corte con
el eje Y en (0, 0).

MATEMATICAS © LARCUSSE
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Ejercitacion
o Calcula el periodo de cada funcién.
8 3 f(x) = secx
b. f(x) = tanx
¢ f(x) = tan(mx)
d. f(x) = sen4x
e. f(x) = sen%
f. f(x) = senx + cos3x
2. f(x) = sen’x + cos*
Razonamiento
o Comprueba que si una funcién f(x) tiene periodo
® T, entonces la funcién f(ax) tiene periodo E.

Urtiliza esta propiedad para hallar el periodo de cada
una de las funciones.

a. f(x) = sen %x
b. f(x) = cos? %x
. f(x) = tan(3mx)

d.f(x)= cotzgx

o Lee, analiza y responde las preguntas.

® . Siuna funcion es periddica de periodo 4, es
suficiente conocer su grafica en el intervalo
[—2, 2] para poder representarla en R.

b. ;Qué relacién tienen dos funciones que son
simétricas respecto de la bisectriz del primer y
tercer cuadrante?

c. ;La suma de dos funciones pares también es una
funcién par?

d. jEl cociente de dos funciones impares es una
funcion par o una funcién impar? Muestra con
un ejemplo.

e. ;Una funcién puede tener infinitos puntos de
corte con el eje X?, ;y con el eje Y7 Justifica tus
respuestas.

. {Existe alguna funcion que tenga simetrfa par e
impar a la vez?, jcual?

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Resolucion de problemas

o En su movimiento de rotacion, la Tierra da una vuel-
& tacompleta sobre de su eje en un dia.

a. Haz la gréfica de la funcion que indica el nime-
ro de grados que gira la Tierra en funcion del
tiempo durante un dfa.

b. ;Como seria la grafica anterior a lo largo de una
semana?

¢. sLa funcidn es periddica?, ;la funcion es simétrica?

Evalvacion del aprendizaje

Determina los puntos de corte con los ejes, el signo
& V la simetria de cada funcion.

a

Y |

/ Figura 5.18

b G o
]

b. f(x) =

able
\
&

S

&,” Tener lapsos de descanso mientras estudias es im-
portante para lograr un mejor rendimiento. Se re-
comienda un descanso de cinco minutos por cada
hora de estudio. Traza la gréfica de una funcion
con la que puedas interpretar la informacién an-
terior, suponiendo que estudias 4 horas seguidas.
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Clando un meteorito se acerca a
un planeta su gravedad lo atrae y
hace que su velocidad aumente.
En un cierto momento el planeta
"expulsa” al meteorito y este se ale-
jalhacia el infinito. Traza una grafi-
cd que muestre la trayectoria del
meteorito.

Y ioaiza

Describe lo que observas en la Fi-
ra 5.19.
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=
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Figura 5.19
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Figura 5.20

Figura 5.21

3.1 Asintotas verticales

En la funcion f(x) de la Figura 5.19 se observa que cuando x se acerca a 4, tanto
por la derecha como por la izquierda, los valores de f(x) se hacen cada vez mas
grandes o mas pequenos, respectivamente. Es decir:

Imf(x)zmym}f(x)=—co

Las dos ramas de la funcion que se acercan a la recta x = 4 se conocen como
ramas infinitas (aparecen cuando alguna de las variables o ambas tienden a
+00 0 a —). Si una rama infinita de una funcién se aproxima a una recta,
como en este caso, dicha recta sera una asintota de la funcién. Por tanto, la
recta x = 4 es una asintota vertical de f(x).

Siendo a un ntimero real, la recta vertical x = a es una asintota vertical de
la funcion y = f(x) si se verifica lo siguiente:

lquf(x} = *owobien limf(x) = *o

x—a

Observa el procedimiento para hallar las asintotas verticales de la funcion
=12

T

Como D(f) = R — {—1, 1}, las posibles asintotas verticales son las rectas
x==lyx=1.

x=2 . k .
—————esdel tipo o entonces, se calculan los limites laterales.
=K

; o WAL=

lim ———— = 4oy m=Z_=_= = —o Por tanto, la recta
T ] = . y avesd iy :

x = —1es una asintota vertical de f.

T A ; a2 3 p
limZ—= = =lim— = — —.Luego,x = 1no es una asintota de
ksl 1 — ¥ = 14+ x 2

la funcion f. En la Figura 5.20 se observa la grafica de la funcion.

3.2 Asintotas horizontales

Larectay = h es una asintota horizontal de la funcién y = f(x) si se cumple:
lim f(x) = h o bien limf(x) = h

Para hallar las asintotas horizontales de la funcion f(x) = e* + 2, se deben
calcular los limites de la funcion cuando x tiende a + y a —oo,

\im (e* +2) = +ooy lim (e* +2) =2

Por lo tanto, la recta y = 2 es una asintota horizontal de f cuando x tiende a
—, Observa que, como e* > 0 para todo x, e* + 2 > 2; entonces, la grafica
de f queda siempre por encima de la recta y = 2 (Figura 5.21).

MATEMATICAS © LAROUSSE
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3.3 Asintotas oblicuas

En otras ocasiones, cuando x toma valores grandes, los correspondientes valo-
res de f(x) también se hacen grandes. En estos casos interesa saber si la funcion

se aproxima a una recta oblicua.

Larectay = mx + nconm # 0y n # 0 es la ecuacion de una asintota
oblicua de f(x) si:

im [f(x) = (mx + n)] =00 im [f(x) = (mx +n)] =0

X—+x

Ejemplo 3

2

La funcién g(x) = no tiene asintotas horizontales, porque

b |
ST g = ey gl =~

Para hallar las asintotas oblicuas de esta funcion, se divide el po-
linomio del numerador entre el polinomio del denominador. De

G 1 ’
esta manera, se puede escribir g(x) = (x — 1) + T es decir,

1
i Por eso, para valores grandes de x, los valores de
X
g(x)ydelarectay = x — 1son practicamente iguales y, para ellos, el cocien-

gx)—x—1)=

te es practicamente 0. Por tanto, y = x — 1 es una asintota oblicua

x+1
de g(x), tanto si x tiende a +9 como si tiende a — (Figura 5.22).

3.4 Método general para el calculo de asintotas oblicuas

Siy = mx + n es una asintota oblicua de f(x) cuando x tiende a +%, en-
tonces:

m=tim L 2oy n= lm ffx) - mx]
X

F—s

Ejemplo 4
Para calcular las asintotas oblicuas de f(x ) = 3x + \/E , se observa que

X
D(f) = (0, +0); entonces solo tiene sentido calcular una asintota oblicua
cuando x tienda a +. Siy = mx + nes la asintota oblicua, entonces:

3){+\/E

3X+JI_3X =
X

X X
La asintotaes y = 3x. kn la Figura 5.23 se tiene la gréfica de la funcion f(x). En
ella se observa también que f tiene una asintota vertical en x = 0.

n=lim [f(x) — mx] = lim

X+ Kt on

Pensamientos variacional y espacial

Figura 5.22

Figura 5.23
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Pensamientos variacional y numérico

R

Actividades de aprendizaje

Ramas infinitas. Asintotas

municacion

? Observa las representaciones graficas de las funcio-

nes y explica por qué en cualquiera de ellas la recta
X = @ es una asintora vertical de la funcion y = f(x).

a0 X
i i
1gura 5.24
b. l o
2, il
a0 X
¥ Figura 5.25

Figura 5.26

zonamiento
Observa la Figura 5.27 y calcula los limites.

Figura 5.27
2 Jm 54 b, fim_ 14
c. lim £(x) d. lim f(x)
. lim f(x) ¢ lim 7(x)

Ejercitacion
o Estudia las asintotas de las siguientes funciones po-
2l linébmicas.

a flx)=2 =324 55—

b flx)=p"+ 3> —§

o Halla las asintotas de las siguientes funciones racio-
21 nales,

a fo) = £
b= s
Sk
d.fix) = %f—x

e s =St
= 25
g fo) = =2
hfo) = 22T
=22

o Encuentra las asintotas de las siguientes funciones
ol irracionales.

a f(x) =,}x + %

xt =16

b. f(x) =

Cfx) =q/x* =1

d.fe) = {x* + -

VX2 + 1

e f)=——5

X
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o Determina las asintotas de las siguientes funciones
1 con valores absolutos.

a.f(x) = |2x = 3| + xjx — 1|
1

b.f(x) == W
c flx)= __l)):‘:_zz

d.f(x) = In(|x — 2|)

o Calcula las asintotas de las siguientes funciones tri-
2l gonometricas.

a. f(x) = senx
b. f(x) = senx + 3 cosx

Razonamiento

o Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas
& (V) ofalsas (F). Explica tu respuesta.

a. Lafuncion f(x) = — tiene dos asintotas

x*+ 4

verticales, unaenx = 2yotraenx = —2. ( )

b. Larectay = 1es una asintota horizontal de

2 St 2
K== ——0
M=t iir ()
c. La funcion f(x) = (2 + x?)e? no tiene asintotas
verticales. ()

Ny il y "
d. La funcion f(x) = ————no tiene asintotas
£

verticales, horizontales ni oblicuas. ()
e. Larectax = —1 es una asintota vertical por
derechadef(x) = Inyx + 1 ()

o Lee, analiza y responde.
#® Una funcién racional f tiene una asintota vertical en
x = 2y el dominio de una funciénges R — {1}.
a. ;Se puede afirmar que 2 no es un punto del
dominio de f?
b. jEs x = 1 una asintota vertical de g?

C. Escribe la expresion de una funcion fy de una
funcién g que cumpla con las condiciones esta-
blecidas.

Pensamientos variacional y numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

@ Sifes lafuncion definidaen (—2, —1] U [3, +) por
& f(x) = ¥ —2x =3, jcudles de las siguientes afirma-

ciones son verdaderas?

a. Um [fe)+x] =1

b. lim &) =1
X
c. La recta de ecuacidén y = x + 1 es una asintota
oblicua de la funcién f.

d. La funciéon no tiene asintotas horizontales ni
asintotas verticales.

Resolucion de problemas

0 Se estima que el nimero de tableros digitales en
@ los colegios de una ciudad crecerd segln la funcion

(X) _ 3000x?
p x2 41
medido en anos.

, donde x corresponde al tiempo

a. Encuentra las asintotas de la funcion p (x).

b. Segln esta funcién, jcual es el tope maximo que
se alcanzara al pasar los afos en el nimero de
tableros digitales?

c. Traza la grafica de la funcién en tu cuaderno.

Evalvacion del aprendizaje
3

0 La curva de la Figura 5.28 representa la funcion
ax? + bx ¢
dx +e

* 0=

PO By

e
.

.
.

i
.

Figura 528

”

;Cudl eselvalordea, b,c,dye?
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Analisis gréfico de funciones

beres previos

za la grafica de una funcion que
simetrica con respecto al eje Y
ue tenga un maximo y un mini-
) relativo. Describe el comporta-
ento de tu funcion.

f inaiza)

SR

di
52

pri
sig

T T e,

sssesmasnane

=

Ventas en millones de pesos

=

Lag graficas de las funciones asocia-
das

a situaciones de la cotidianidad
'miten observar el comporta-

iento de las funciones y obtener

ersas conclusiones. En la Figura
D se observa la variacion de las

ventas de una empresa desde el

mer afio de su creacion hasta los
lientes nueve anos.

Y
Fod

44
Bl

it
| | | | | | | I ){

O 1 234567 8
Figura 5.29

» Escribe dos conclusiones que

uedas inferir de la Figura 5.29.

"sesEfssssEEssssEEsERsRRERRERENS ssssmanne

En la Figura 5.29 se observa que las ventas de la empresa durante los primeros
cuatro afios decrecieron; sin embargo, después del cuarto afio empezaron a au-
mentar de manera considerable. A partir de la gréfica, también se puede inferir
el total de las ventas en cada afio; por ejemplo, en el octavo afio la empresa
vendid $ 4 500000.

Teniendo en cuenta la importancia de la representacién grafica de una funcién,
a continuacion se presentan los pasos para realizar un estudio completo de
una funcién y obtener su representacion gréfica.

I. Dominio y continuidad
Se determina el conjunto de niimeros para los cuales se puede hallar el valor de
la funcion y, dentro de este, aquellos valores en los cuales la funcién es continua.

Il. Simetria

Se estudia la simetria de la funcién teniendo en cuenta las siguientes reglas:
o Sif(=x) = f(x), paratodox € D(f) = Lafuncion es simétrica respecto al
ge Y.
=> fes una funcién par.
o Sif(=x) = —f(x) para todo x € D(f) = La funcién es simétrica respecto al
origen O.
= f es una funcién impar.
Il Periodicidad

Se analiza si la funcion es periodica; para ello, se verifica si existe un ndmero
real T tal que para cualquier x del dominio f(x) = f(x + T). Si se cumple tal
igualdad, la funcién es periddica con periodo T. El estudio de la periodicidad se
aplica principalmente en funciones trigonométricas.

IV. Puntos de corte con los ejes

Se calculan, si es posible, los puntos de corte con los ejes.
+ Con el eje de abscisas: se resuelve la ecuacion f(x) = 0.

Se puede obtener ninguno, uno, varios o infinitos puntos de corte con el eje X.
» Con el eje de ordenadas: se sustituye en y = f(x) el valor x = 0.

Se puede obtener, como méximo, un punto de corte con el gje Y.
V. Asintotas

Se estudia si la funcidn tiene asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

« Las asintotas verticales son las rectas x = g, tales que im f(x) = £® o0
lim f(x) = %o, '
X— g

Se buscan en los puntos en los que la funcién no esta definida o no es continua.
« Las asintotas horizontales son las rectas y =

lim f(x) = b.

K—hol

; ; _ o fX)
« Las asintotas oblicuas son las rectas y = mx + n, tales que m = lim
X—+poo x
n=lim [f(x} — mx].
Ko o

b, tales que lim f(x) = b o

y
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Pensamientos variacional y espacial

VI. Crecimiento

Se estudia la monotonia de la funcion.

Cuando una funcion es derivable:

« Los intervalos de crecimiento / son aquellos en los que se verifica que
f'(x) >0, paratodox €1y

« Los intervalos de decrecimiento | son aquellos en los que se verifica que
f'(x) <0, paratodox € I.

VII. Puntos de inflexion y concavidad

Cuando una funcién es dos veces derivable, se hallan los intervalos de concavi-

dad y los puntos de inflexion.

» Intervalos de concavidad hacia arriba: son los intervalos | en los que
f"(x) >0, paratodo x € .

« Intervalos de concavidad hacia abajo: son los intervalos | en los que
)< pararodox el

« Punto de inflexién (a, f(a)): es aquel para el que se cumple f"(a) = 0o
f"(a) no existe y, ademas, es el punto en el que la funcién cambia su concavidad.

VIII. Representacion grafica

Con la informacién obtenida en los pasos anteriores, se traza la grafica de la
funcion. En algunos casos puede resultar aconsejable realizar una tabla de valo-
res, para facilitar la representacion gréfica de la funcion.

Ejemplo 1
Observa el estudio de la funcion h(x) = x? — 5y su correspondiente repre-
sentacion grafica.
« La funcion cuadrarica h (x) esta definida y es continua para todo niumero
real; luego, D(h) = R.
+ La funcién tiene simetria par, pues se cumple que h(—x) = h(x) para todo
x€ER
h(—x) = (—x)* — 5 = h(x)
« Los puntos de corte con el eje X son (—\E D) y (\E U) y el punto de corte
con el eje Yes (0, —5).
» h'(x) es creciente para todo x € (0, +) y es decreciente para todo
x € (—¢,0).
h(x)=2x>0 = x>0
h'ix)=2x<0 = x<0

« La funcion es concava hacia arriba en todo su dominio, pues h”(x) = 2,y 2
> 0. La funcion h(x ) no tiene concavidad hacia abajo; por tanto, no existe
punto de inflexion.

+ El bosquejo de la grafica de la funcion h(x ) = x* — 5 se representa en la Fi-
gura 5.30, teniendo en cuenta el estudio efectuado en los pasos anteriores.

W
P
X
0]
Figura 5.30
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A Analisis grafico de funciones
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Figura 5.31

AatemaTlCS

Observa como se representa la funcion que cumple los siguientes requisitos.

» Tiene dos asintotas verticales, que son:x = —1yx = 3,

e f'Xx)>0six € (=0, =) U (=1, 1) yf'(x) <0six € (1,3) U (3, +)
« f'(x)>0six € (—%, =1) U (3, +) yf"(x) < 0six € (—1,3)
«f0)=fQ2)=0f(1)=3

Primero, se representan en unos ejes coordenados las asintotas verticales.

El signo de la primera derivada indica que la funcién es creciente en
(=%, —=1)y (—=1,1) y decreciente en (1,3) y (3, +); también, que tiene un
maximo relativo en el punto de abscisa x = 1.

El signo de la segunda derivada indica que f es concava hacia arriba en
(=%, —=1)y (3, +=)y hacia abajo en (—1, —3).

La gréfica de la funcién (Figura 5.31), pasa por los puntos (0, 0), (2, 0) y (1, 3).

B Se digita en la barra de entrada la funcién asf i

Graficas de funciones y sus asintotas en GeoGebra

« | Observa como se obtiene la grafica de la funcién
3
flx) = f—j y sus asfntotas en GeoGebra.
-y

i

ca= Mt

X*[(x? — 1). Al pulsar Enter en la vista alge-
braica aparece la funcién que se digitd, y en
la vista gréfica, su representaciéon, como se
observa a la derecha.

Para hallar las asintotas de la funcién, se digi-
ta en la barra de entrada Asfnrota[f] y luego
se pulsa Enter; f es el nombre automadtico
que le da GeoGebra a la funcion (ver vista
algebraica). Las ecuaciones de las asintotas
de la funcién aparecen en la vista algebraica
asky =xx=—1x=1.

= Funcidn

3
x
2 f{x) = o
= Lista
4 Il ={y=xx=1x=1)

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamientos variacional y espacial

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno_]

Ejercitacion
o Estudia la curvatura y halla los puntos de inflexién
.1 de las siguientes funciones.

a. f(x) = 2x* — 3x?

b. f(x) = e
c f(x) =27+ Inx
d.fi) =~

o Lee la informacion y resuelve.

® tnios puntos criticos puede haber un punto maxi-
mo relativo, un punto minimo relativo o un punto
de inflexion de tangente horizontal.

+ Maximo relativo (g, f(a)). En las cercanfas de la
izquierda de g, la funcion crece; en las cercanfas
de la derecha de g, la funcién decrece.

« Minimo relativo (g, f(a)). En las cercanfas de la
izquierda de g, la funcion decrece; en las cerca-
nias de la derecha de g, la funcién crece.

« Puntos de inflexion. En las cercanias de g, el
crecimiento no cambia y, ademas, la segunda
derivada cambia de signo en x = g, siendo
f"(a) = 00 f"(a) no existe.

Calcula los puntos criticos de las siguientes funcio-
nes y determina si estos corresponden a puntos
maximos relativos, puntos minimaos relativos o pun-
tos de inflexion.

a. f(x)=x>—2x
b. f(x) = 2x*
Cfl)=—+&
d.f() = ="

Modelacion

o Representa una funcion que retina las siguientes ca-
& racteristicas.

+ Escreciente en (—, 0) U (4, +).

« Es decreciente en (0, 4).

Los extremos relativos son A(0, 6) y B(4, —3).
f'(x) > 0en (—%, —2) U (2, +0).
o '00-<0eni{—32)

®
Resolucion de problemas

o Supén que la funcion G(x) dada a continuacion
@ modela la puntuacién obtenida por un estudiante
en un examen dependiendo del tiempo x, expresa-

do en horas, que haya dedicado a su preparacion.

LS x =>15
0,2x +

a. Estudia el crecimiento de esta funcion.

b. Un estudiante ha dedicado menos de quince
horas a preparar el examen. Justifica que no
aprobard, esto es, que obtendra menos de cinco
puntos.

c. Explica por qué la puntuacién no sera superior a
diez puntos.

Evalvacion del aprendizaje

0 Observa la grafica de f(x) = 4x* — x" en la Figura
& 532

Y

7
)
S

Estudia los siguientes aspectos.
a. Dominio y continuidad

b. Simetria

¢. Periodicidad

d. Puntos de corte con los ejes

. Asintotas

m

™h

Crecimiento

g. Puntos de inflexion y concavidad

185



| y espacial

laciona

Pensamientos var

Sa

beres previos

wesssssssssnssansnnnnnn,

Hal

la los valores de x tales que

e 3+ Dx+ 2) = 0 jQué

;7

P

res

flx

50N
gl

>

edes concluir de lo anterior con
pecto a la gréfica de la funcion
= {x—3)(x + 1){x + 2). ;Cohmo
los puntos de corte de f(x) y de
= 3(x — 3)(x + (x + 2)?

Analiza

T
o

las

o
o= Wl

la el dominio y las asintotas de
siguientes funciones.

(x) =5x —3
(x) = —4x*—2

c hl)=x>—1

Fessessensssssnsssnsassnnsnsnannnns

Estudio de funciones polinomicas

Unafuncionf(x) =P(x) =ax"+a _ x"" '+ _+ ax + a, es polinémica si P(x)
es un polinomio en x, para todo x € R. Las funciones £, g y h son polinémicas (fes
afin, g es cuadrética y h es clibica) y el dominio de cada una es el conjunto de los n-
meros reales. En la Figura 533 se observa que las funciones £ g y h son continuas en su
dominio y que no tienen ningdin tipo de asintota.

Y ' Y Y
1.
o] 4 I3
1 11
o] 1 X g oA X
h

Figura 533

Para realizar un estudio de una funcion polinémica f y representarla grafi-
camente, es conveniente tener en cuenta que D(f) = R, fno tiene ningtin
tipo de asintota y que ftiene dos ramas infinitas.

Para trazar la grafica de una funcion polindmica, es importante:
1. Estudiar la posible simetria de la funcion.

2. Estudiar los puntos de corte con los ejes.

3. Calcular los puntos maximos y minimos relativos.

4. Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

5. Estudiar los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad.

En la Figura 533 se puede observar lo siguiente:

« La funcion f(x) = 5x — 3 no tiene puntos maximos ni puntos minimos y

3
es creciente en todo su dominio. Esta funcion corta al eje X en g*o y al
eje Yen (0, —3).

« La funcién g(x) = —4x* — 2 es simétrica con respecto al eje Y, tiene un
maximo relativo en (0, —2), es creciente en (—o, 0) y decreciente en
(0, +99). La funcién g es concava hacia abajo y no tiene puntos de corte
con el eje X.

» La funcioén h(x) = x* — 1 no tiene simetria par ni impar, corta al eje Y en
(0, =7) y al eje X en (1, 0). Asimismo, h es creciente en todo su dominio,
concava hacia abajo en (—, 0) y céncava hacia arriba en (0, +o0) y, por
tanto, tiene un punto de inflexién en (0, —1).

MATEMATICAS © LARQUSSE
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Ejemplo 2

Pensamientos variacional y espacial

Observa a continuacion el estudio de la funcién polindmica f(x) = 3x*> — x.

« D(f) = Ry no tiene ninguna asintota.
« La funcién tiene simetria impar, porque:

fl=x)=3(=xp = (—x) = =3x* + x= —(3* —x) = —f(x)
« El punto de corte con el eje Y es (0, 0), pues f(0) = 3(0)* — 0 = 0.

« Los puntos de corte con el eje X son ‘E 0l —\g, 0|y (0,0) y se obtienen

igualando a 0 la funcién f(x) y despejando la variable independiente.
Sifx)=3*—x=0=x(3x2—1)=0.

Por tanto, x = 0,x = — \[ yx—‘[

« Los maximos y minimos relativos se determinan igualando a 0 la primera

derivada de la funcion:
1 1
ff)=x—1=0=x= T yx=—7
: 1 1 .
Luego, como f es creciente en (—m,—g) U (}’ +wJ y decreciente en

11 12
[_E 5] entonces f(x) tiene un maximo relativo en(-g —]yun minimo

5-)
en 3" 9

« La funcion es concava hacia abajo en (—, 0) y concava hacia arriba en
(0, + ), pues f"(x) = 18x < 0six <0y f"(x) = 18x > 0six > 0, respec-
tivamente.

« (0,0) es un punto de inflexion, puesto que f”(x) = 18x = 0=>x = 0y ademas
en el la funcién cambia su concavidad.

Para facilicar la representacién de la funcion se elabora una tabla de valores.

3 1 i
= |=|==|w | = |1

X =2

f) =

La grafica de la funcion se observa en la Figura 5.34.

2

69 2 2

— |=2| — |0 |-=|2
g 9 9

ml%‘ 0w

Tabla 5.1

l_
fa /. X
0

Figura 5.34
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Pensamientos variacional y espacial

Estudio de funciones polinomicas

(=%, =2)  (-2,00 (0, +=)
5 =8 =3 <Z-~1 £ 1 Z 3
Figura 5.35
Y
Yot
X
O
Figura 5.36

Observa el analisis y la grafica de la funcién f(x) = x* + 3x? — 4.

« Simetria
f(=x) = —x* + 3x’ — 4= No presenta simetrfa par ni impar.
« Puntos de corte con los ejes
ConeleeX:xX*+3¢¥ —4=0=(x—1Nx+2P=0=>x=1,x= —2
ConelejeY:f(0) = —4 '
Por tanto, los puntos de corte son: (0, —4), (1,0) y (—2, 0).
» Maximos y minimos relativos e intervalos de crecimiento
ffl)=3*+6x=0=3xx+2)=>x=0x= —2
Se decide si los puntos criticos son méaximos o minimos relativos observan-
do el crecimiento a la izquierda y a la derecha de cada punto. Para ello, se
determinan los intervalos en los que queda dividida la recta real cuando se

marcan sobre ella los puntos que anulan la primera derivada (Figura 5.35), y
se estudia el signo de f'(x) en los intervalos obtenidos.

C==2 | 20 | @+
f-49=0] f=1n<0| f@>0
+ = +

|
g ' s L
Creciente  Decreciente  Creciente
Tabla 5.2
Como f(x) crece en (—, —2) U (0, +) y decrece en (—2, 0), entonces la
funcion tiene un minimo relativo en (0, —4) y un méaximo relativo en (—2, 0).

« Puntos de inflexién e intervalos de concavidad
Los puntos que anulan la segunda derivada, y en los que cambia la concavi-
dad, son puntos de inflexion.
ffx)=6x+6=0=x=—1
Al ubicar el punto x = —1 en la recta real, esta queda dividida en dos inter-

valos, gue son (—o, —1) y (=1, +%), en los cuales se estudiara el signo de la
segunda derivada para determinar la concavidad de la funcion.

I o O O 5
b e f0)=>0
_ l "
Céncava hacia abe_ljo - Concava hacia arriba
Tabla53
La funcién es concava hacia abajo en (—o, —1) y concava hacia arriba en
(=1, +%). Como f"(—=1) = 0y en x = —1, la concavidad de la funcién

cambia; entonces, (—1, —2) es un punto de inflexién.
La representacion gréfica de la funcion se observa en la Figura 5.36 .
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Pensamientos variacional y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuadermo )

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Relaciona las graficas de las figuras 5.37 2 5.40 con las
& expresiones algebraicas correspondientes.

a. f(x) =x*—1 b. h(x) = |x* — 1|
cgx)=x—1Y—1 d jix)=x—1)
| 2

1..
o}

O\i/ :

Figura 537

N NG

Figura 5.40

T | X

Figura 538

o 1 X

Figura 5.39
Ejercitacion
o Realiza el estudio completo de las siguientes funcio-
&l nes polindmicas y dibuja sus graficas.

a. fly=xt—5%+6

b.f(x) =x*—x+3

Cflx)=—=x¥+9

d fix)=x*—1

o Resuelve sabiendo que
b | fe)=x"+43—22—12x+ 9.

a. Halla los puntos de corte con los ejes.

b. Estudia el signo de la funcion.

c. Halla el crecimiento de f.

d. Halla los maximos y minimos relativos.

e. Dibuja la grafica de la funcién.

f. ;Cuantos puntos de inflexion tiene la funcion
fx)?

o Calcula los valores de a y b para que la funcion
& f(x) = x>+ ax* + bx — 113 tenga un maximo en
l el punto (5, 162).

Resolucion de problemas
o La capacidad de concentracion de una atleta de
@ salto alto en una competicion de tres horas de
duracion viene dada por la funcion f(t) = 300t(3
— t), donde t mide el tiempo en horasy t € [0, 3].

a. Calcula los intervalos en los que la capacidad de
concentracién de la atleta aumenta y aquellos
en los que disminuye.

b. ;Cudl es el mejor momento, en términos de su
capacidad de concentracion, para que |a atleta
pueda batir su propia marca?

c. Representa graficamente la funcion que indica la
capacidad de concentracion.

Evalvacion del aprendizaje

0 Hallalo que seindicaen cada caso, dada la funcién W
1 14
w f(x)= L +ax3 — 2% + bx — 3
a. Calcula los valores de a y b para que haya un

punto de inflexion en (—2, 0).

b. Estudia los intervalos de crecimiento y decreci-
miento para los valores de a y b hallados.

¢. Halla los extremos relativos para los valores de a
y b hallados.

d. Estudia los intervalos de concavidad para los
valores de a y b hallados.

e. Halla los puntos de inflexion de f.
f. Dibuja la grafica de la funcion.

g. ;Cuantos puntos de corte tiene la funcion con
el eje de abscisas?

-

>

@b Supon que la inversion i (en millones de pesos) de
& unafundacion que tiene entre sus misiones desa-
rrollar culturas de no violencia y paz, se modela

con la funcién i(x) = 50(x — 1) + 40, donde x
representa los afios. ;En qué afio la fundacién hizo

la menor inversion? jCudles son los beneficios de

servir de mediador en la solucion de un conflicto?
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radicales

aberes previos

;Qué es un nimero racional? ;Pue-

> el denominador de un nimero
cional ser 07 Explica.

 snaizs

Ve
nq

rifica que el numerador y el de-

vminador de la funcién racional
x4+ %3

X}t x?—dx—4
= —1 como raiz comun. Luego,

k) = tengan

simplifica la fraccion algebraica.

SEsEsEEsARBEIERRERRERE LR R R )

Estudlo de funciones racionales y funciones con

6.1 Estudio de funciones racionales

El nimero x = —1 es una raiz tanto del numerador como del denominador
de f(x), pues al calcular el valor de cada una de las funciones polinémicas que
forman la funcién f(x) en x = —1 se obtiene 0.

La simplificacion de la funcién racional se obtiene de esta manera;
x4 + 2% X+ 2
X$CHxI—dx—4  (—4x+1) x2—4

P
Para representar una funcién racional f(x) = L' ; debe asegurarse que
Q) ol

el numerador y el denominador no tengan rafces comunes y simplificar la

P _
fraccion algebraica —— Q) - . Esta nueva funcion sera igual  la inicial, excluyendo

de su dominio los puntos x = a que anulaban a P(x) y Q(x) a la vez.

Para graficar una funcion racional, se debe tener en cuenta lo siguiente:

» Dominio y continuidad: El dominio de cualquier funcién racional es todo
R, excepro los valores que anulan el denominador. Estas funciones son con-
tinuas en su dominio.

« Ramas infinitas y asintotas

— Presentan asintotas verticales en los puntos que anulan al denominador, ex-
cepto, quizas, en aquellos que anulan también al numerador.

~ Solo existen asintotas horizontales si el grado del numerador es menor o
igual que el grado del denominador.

- Solo existen asintotas oblicuas si el grado del numerador es una unidad su-
perior al grado del denominador. Se pueden hallar mediante la division del
numerador entre el denominador. El cociente obtenido es la asintota, ya que:

= P = Rx) = lim lim RO -
T00= Qe = CH)+ ey = ) = CoT =20

Como el grado de R(x) es menor que el de Q(x), entonces para x muy gran-
des el cociente tiende a 0.

« Puntos criticos y crecimiento

- Se calculan los puntos criticos, se divide la recta real en intervalos limitados
por estos puntos y se estudia la monotonia de la funcién en los intervalos
obtenidos.

— Estos puntos limite en los que se anula la primera derivada pueden ser maxi-
mos o minimos relativos, o puntos de inflexién de tangente horizontal.

» Puntos de inflexion y concavidad
- Se calculan los puntos que anulan la segunda derivada.
- Se divide la recta real en intervalos limitados por estos puntos y los puntos

que anulan el denominador de la funcion, y se estudia la curvatura. Estos puntos
limite en los que se anula la segunda derivada pueden ser puntos de inflexion.

MATEMATICAS € LAROUSSE
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Ejemplo 1 ”
Observa el estudio y la representacién de la funcion racional f(x) = _;(3i—4
« Dominio y continuidad

X—4=0=2x=2x==2=D(f)=R - {-22}

+ Puntos de corte con los ejes

§ ; 23

ConelejeX:siy=0= gV === 0=x=10
ConelejeY:six=0=f(0)=0

» Asintotas
La funcidn tiene asintotas verticalesen x = 2yenx = —2.
. 2}(3 . 2X3
lim 2 _ 4o im 2 — o
Y gteong X —4
im 2 _ 1 bt 2
A S ' a=T yt—4

f(x) tiene asintotas oblicuas, pero no horizontales.

2 =l
x—4 ~ x*P—4

2x3 8x = 1 x + o0
- 0six —

= La asintota oblicua es y = 2x.

2 %= yrog = La curva queda por
encima de la asintota en
+%y por debajo en — .

<0six - —w

« Puntos criticos y crecimiento

2 — 24x°
PO =~y Sif'(x) = 0= x=0,x=2y3,x= —23
Se ubican en la recta real los valores que anulan la primera derivada y los que
no pertenecen al dominio (x = 2 yx = — 2) y se estudia la monotonia as:
—e -3 -2 0 2 23 4o
f'(x) + — - - - -
f(x) Crece Decrece  Decrece  Decrece  Decrece Crece
Tabla 5.4
En (—2\/3, —6\6) tiene un Maximo y en (2\6, 6\/5) tiene un MinNimao.
« Puntos de inflexion y concavidad
) = 16x(x* + 12) — 0 =x=20
(x> — 4
Se ubica en la recta real el valor que anula la segunda derivada y los que no
pertenecen al dominiox =2y x = —2.
—0 =2 0 2 +ce
f'(x) - + - +
Concava hacia  Concava hacia  Concava hacia  Cdncava hacia
f (x) . , \ :
abajo arriba abajo arriba
Tabla 5.5

Por tanto, (0, 0) es un punto de inflexion. En la Figura 5.41 se representa la
funcion.

Pensamientos variacional y espacial
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Estudio de funciones racionales y funciones con

radicales
Y
14 k
: X
Figura 542
YI
+F

>y

Figura 5.43

6.2 Estudio de funciones con radicales

Las funciones con radicales son expresiones de la forma f(x)=#/g(x) donde
g(x) es una funcién polinémica o racional.

Ejemplo2.
Al analizar la funcion f(x)= \/ﬁ (figura 5.42) se tiene:
« Dominio f(x) no esta definida para x* — 1 < 0. Luego, el dominio de f es
R—(—1,1)
« Asintotas:
y = 0 es una asintota horizontal por la derecha.
No hay asintota horizontal por la izquierda.
y = 2x es una asintota oblicua por la izquierda.
+ Informacion de la primera derivada:

X
Comof'(x) = 1— _[z_; noseanula para ninglin valor de x, entonces
f(x) no tiene puntos criticos.

Parax > 1,f'(x) < 0, luego f(x) es decreciente.
Parax < —1,f'(x) > 0, luego f(x) es creciente.
+ Informacion de la segunda derivada:

1
Como f"(x) = mﬁ es positiva para todo el dominio, f(x) es

concava hacia arriba.

Ejemplo 3
Observa el estudio de la funcién f(x) = Ix (Figura 5.43):

' - _1_ it s 2
f'(x) 33./)(_2 y f'(x) 9\3/)(—5

« Como no hay ningln valor de x para el que f"(x) = 0, entonces se estudia
la concavidad en torno al punto en el que no hay segunda derivada, es
decir,enx = 0.

(—,0) (0, +20)
o i 3
f=n=%>0 | pm=-+<o
+ —

Concava hacia arriba - Céncava hacia abajo

Tabla 56
Luego, (0, 0) es un punto de inflexion en donde no existe f"(x).

MATEMATICAS £ LARQUSSE



MATEMATICAS € LA ROUSSE

Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Ejercitacion
o Realiza un estudio completo de las siguientes fun-
@ ciones racionales y traza sus graficas.

Lf =t b=
cfoo=2E df)= s
ef=— =

Razonamiento
o Calcula el valor de k para que la siguiente funcion
@ tenga un maximo relativo en el punto x = 2.

2x+ k
0= T o1

;Cual es el valor de este maximo?
o Calcula el valor de k para que la siguiente funcion
@ tenga una asintota oblicuaeny = 2x — 5.
23+ ke + Tx+ 3k
F00 = .
X5 3

o Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos
@ criticos de la siguiente funcion.

) =3¢

o Resuelve lo que se indica dada la funcion
oy

x4+
X

fo) =

a. Halla el dominio de f.

b. Halla los puntos de corte con los ejes.
c. Estudia las asintotas de la funcion.

d. Calcula los extremos relativos de f.

e. Traza la gréfica de la funcion.

o Traza la grafica de las siguientes funciones irracio-
@ nales, estudiando su dominio, los puntos de corte
con los ejes, sus asintotas y los maximos y minimos
relativos. Establece el crecimiento, la concavidad y

los puntos de inflexion.

a. f(x) = x +

XZ

l b. f{x) = g

®
Resolucion de problemas
o El interés anual I(t), en %, ofrecido por una entidad

@ financiera depende del tiempo t, en afos, que se

esté dispuesto a mantener la inversion. La expresion
90t

que modela tal situacion es I(t) =

249"

a. Calcula razonadamente cuantos afios le con-
viene a una persona mantener su dinero en tal
entidad si desea optimizar el interés.

b. Si una inversion se mantuviese a muy largo
plazo, ;el interés podria llegar a ser negativo?
Justifica tu respuesta.

¢. Traza la grafica de la funcién I(t).

Evalvacion del aprendizaje

o Realiza un estudio completo de las siguientes fun-
& cionesy traza sus graficas.
2s

L B x+3
Cf(x) =x" =1 d flx)=x+ ‘jg

o Determina si las siguientes afirmaciones sobre la

® funcion f(x) = yx* — 4x + 8 son verdaderas (V)

o falsas (F). Explica tus respuestas.

b. S0 = &7

a. El dominio de la funcion es R. ()

b. La funcion corta al eje Y en el punto (0, 4)
y no tiene puntos de corte con el eje X. ()

c. fcrece en (2, +o¢) y decrece en (—=,2]. ( )
d. El punto (2, 2) es el minimo relativo de f. ( )

e. f tiene dos asintotas oblicuas cuyas ecuaciones

SOy =% — 2yy = —x-+2 ()
i =
R e
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Iberes previos

Dipuja en un plano cartesiano los
puntos (0, 0), (1, 3), (2 9), (3 27),
(4,81) y Unelos con por una linea
continua. ;Qué valor de y le corres-
pandera a x = 107 Describe la fun-
c

gn que trazaste.

 iraiza)

. Una colonia de 50 bacterias crece
: exponencialmente, duplicando su

a?EIBEEBENERENEERERRES

: pablacion cada minuto.

#Qué tipo de funcién modela el
grecimiento de la poblacion de
bacterias? ;Cudntos minutos de-
ben transcurrir para que la po-
blacion sea maxima?

Nurero de 1Y
bacterias
600
400
200
| | |
o 2 4 6 t (min)
Figura 544

194
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Estudio de f

unciones exponenciales y logaritmicas

7.1 Estudio de funciones exponenciales

El crecimiento dela poblacion de bacterias se modela con la funcién exponencial

f(t) = 50 + 2, donde t esta dado en minutos. Suponiendo que el crecimiento
de la poblacién no se ve afectado por ninguna condicion externa, no se tendria
un valor para t tal que la poblacién sea maxima, ya que a medida que aumenta
el tiempo, la poblacién aumenta de forma indefinida; esto se observa de ma-
nera mas clara en la Figura 5.44.

Las funciones exponenciales mas sencillas son de la forma f(x) = a* donde
a>0ya+1.

Para representar funciones exponenciales se tiene en cuenta lo siguiente:

» Dominio, continuidad y recorrido: El dominio de la funcion f(x) = a* es el
conjunto de los reales, paraa > 0y a # 1y fes continua en él.

El valor de a* cuando a es un niimero estrictamente positivo es siempre un
numero positivo. Es decir, el recorrido de la funciéon es R (f) = (0, +=).

» Asintotas: Puede ocurrir que una recta sea asintota horizontal u oblicua en
+0 y no en —, y viceversa. Incluso, una funcion podria tener una asintota
horizontal en un lado y una oblicua en el otro. Para calcular los limites, en
ocasiones se debera utilizar la regla de L' Hopital.

« Intervalos de crecimiento y puntos maximos y minimos relativos

Se divide la recta real en intervalos limitados por los puntos de discontinui-
dad, los que anulan la primera derivada y los puntos del dominio donde no
existe esta primera derivada. Se estudia la monotonia, los puntos maximos y
los puntos minimos en los intervalos obtenidos.

« Intervalos de concavidad y puntos de inflexiéon

Se divide la recta real en intervalos limitados por los puntos de discontinui-
dad, los que anulan la segunda derivada y los puntos del dominio donde no
existe esta segunda derivada. Luego, se estudia la curvatura y los puntos de
inflexion en los intervalos limitados por tales puntos.

Ejemplo 1
Para la funcién f(x) = >~ se tiene que:
« D(f) = Ryfescontinuaen él.
» La funcién no tiene simetria par ni impar, porque:
f(—X) =2 (=) —(—%? — e-zx—x2
Luego, f(—x) # f(x) yf(=x) # —f(x).
« El punto (0, 1) es el tinico punto de corte con los ejes.
ConelejeX:siy = 0=y = ¢>~** = 0 = No existe un x tal que y = 0
ConelejeY:six=0=f(0)=e"=1=(0,1)

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Pensamientos variacional y espacial

Ejemplo 2

- i . , « " .
« La funcién f(x) = e*~* no tiene asintotas verticales ni oblicuas. La recta
y = 0 es una asintota horizontal tanto en +9% como en —%, pues:

. e (- : R e e el
lim ™ =e =0y lm € = lm e>™ =0

X—stim X—s =it At

« Para hallar los puntos criticos y los intervalos de crecimiento se deriva la
funcion asi:
fX)=Q—2)e* " =0=x=1

Como D(f) = Ry f'(x) esta definida en todo R, solo se estudia la mono-
tonfa en torno al punto critico x = 1. Hay un maximo relativo en (1, e).

En (=20, 1), f'(0) = 2>0,f'(x) es positivay f(x) es creciente.

En (1, +9),f'(2) = =2 <0, f'(x) es negativa y f(x) es decreciente.
En la Tabla 5.7 se resume esta conclusion.

« Para determinar los puntos de inflexion vy los intervalos de concavidad, se
debe hallar la segunda derivada y los valores de x para los que es 0.
V2

2
flix)=(4x*—8x+2)e* ¥ =0=2x=1-— e yx=1+ 3

Intervalo (-‘”-1 —£] [1-£-1 +£] [1+ £,+w]
2 2 2 2
Punto de prueba f'=1n>0 fm<o ") >0
Signo de f"(x) + - &
Comportamiento Concava hacia ~ Concava hacia ~ Céncava hacia
de f(x) arriba abajo arriba

Tabla 58

2 2

Los puntos de inflexion son:|1 — g \/; y|1+ y

En la Figura 5.45 se observa la representacion gréfica de la funcion.

7.2 Estudio de funciones logaritmicas
Pararepresentar las funciones logaritmicas se debe tener en cuenta lo siguiente:

« Dominio y continuidad: El valor de log x, cuando a > 0, solo esta defini-
do para x > 0. La funcién logaritmo es continua en su dominio. Ademas:
log,x > 0,six > %;log x = 0,six = T;log x < 0,510 <x<7; }gw log x = —c0.

« Asintotas: Para calcular los limites necesarios para determinar las asintotas,
en ocasiones sera necesario utilizar la regla de U'Hopital.

» Maximos y minimos relativos. Puntos de inflexion. Intervalos de creci-
miento y de concavidad: Para estudiar los intervalos de crecimiento y de
concavidad, se divide la recta real en intervalos limitados por los puntos
de discontinuidad, los puntos que anulan la derivada correspondiente y los
puntos del dominio donde no existe esta derivada.

f'x) 4 =
f(x) Creciente  Decreciente
Tabla 5.7
y
f

?—/1-

0} 1 X

Figura 545
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Estudio de funcmnes exponenclales y Iogarltmlcas

Heniplo 3

, =5 , " X
A continuacion se estudia y representa la funcion f(x) = T

« Dominio: D(f) = (0, 1) U (1, +). Es continua en D (f).
« Puntos de corte con los ejes: No tiene.

« Simetrias: No tiene sentido su estudio.

« Asintotas:

X
Verticales: IM —— =g
Inx
La funcion se acerca al origen de coordenadas; por lo tanto, no tiene asin-
tota vertical en x = 0.
o, i X
im = —oo im _X_
=1 Inx #F T

= 400 = Larectax = 1esuna asintota vertical.

Horizontales:
L"Hopital

oo

: X
Lim
x=te= Ny

Kb

1
= lim 7" = m » = 400 = No tiene.
X

lim |2

.
Oblicuas: m = x| |ny | = IM —— = 0 = No hay.

== |nx
X

« Puntos criticos e intervalos de crecimiento:
f ( Inx —1

Se estudla ei signo de la derivada en los intervalos cuyos extremos son los
puntosx = lyx =e.

=0=Inx=1=x=c¢

Intervalo 0,1 (1,e) (e, +0o0)
Signo de f'(x) - - #
Comportamiento Decreciente Decreciente Creciente
de f(x)
Tabla 5.9

Luego, f tiene un minimo relativo en (e, e).
= Puntos de inflexion e intervalos de concavidad:

f(x) = 2~ Inx

T =0=2Ihx=2=x=¢’
x(Inx)
Se estudia el signo de la segunda derivada en los intervalos cuyos extremos

= son los puntosx = 1y x = ¢2
V Intervalo 071) (1, ¢?) (¢7, +e0)
: f

: Signo de f"(x) - i +
G | Comportamiento Céncava hacia  Céncava hacia  Céncava hacia
O\ 1 X def(x) abajo arriba arriba
E Tabla 5.10
l ) No hay punto de inflexion. En la Figura 5.46 se observa la grafica de la
Figura 5.46 funcion.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula lo siguiente dada la funcion
o fO)=(1—x)}e™
a. El dominio de f.
b. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

<. Los intervalos de concavidad.

d. Los maximos y minimos relativos y los puntos
de inflexion de la funcion.

e. Con los datos anteriores, traza la grafica de f.

o Resuelve a partir de la funcion f(x) = In(x* — 4).

= a. Halla el dominio de f.

o, Estudia las posibles simetrias de la funcion.

-

. Calcula los puntos de corte con los ejes.

. Determina las asintotas de la funcion.

m

. Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.

f. Estudia la concavidad y los puntos de inflexion.

o

g. Traza la grafica de la funcion.

Resuelve a partir de la funcion f(x) = x %"

- O

a. Halla el dominio de f.

b. Calcula los puntos de corte con los ejes.

c. Determina las asintotas de la funcion.

o Estudia el crecimiento y los extremos relativos de .
e. Estudia la concavidad y los puntos de inflexion.
f. Traza la grafica de la funcion.

o Realiza un estudio completo de las siguientes fun-
.| cionesy traza sus graficas.

a. f(x) = xe* b. f(x) = xInx
. ) == d fo) = —

Resolucion de problemas

9 Cuando un cable se cuelga de dos postes, la curva
@ que se forma se llama catenaria. La ecuacion de una
eéx + e—fik
8
a. Determina el punto maximo relativo.

catenaria es f(x) =

b. Representa graficamente la funcion.

o De acuerdo con un modelo logistico, la poblacion

@ mundial (en miles de millones), t afios después de
54

1960, se comportara segin P(t) = FRTTE

2. Halla el valor de a sabiendo que en 1980 la po-
blacion mundial era de 4 385 190000 habitantes.

b. ;Cudl serd, seglin este modelo, la poblacion
mundial en el afio 20187

c. Dibuja la grafica de la funcion P(t).

Evalvacion del aprendizaje

0 Halla el valor de k para que la funcion
24 k
* f(x)="

Inx

tenga un extremo relativo en

x = \/;. Para este valor, realiza lo indicado.
a. Estudia el dominio de la funcion.

b. Halla los puntos de corte con los ejes.

5

% ; X
c. Calcula e interpreta el valor de lim el
=0

. Determina las asintotas de la funcion.

e. Estudia el crecimiento y los extremos relativos
de la funcion.

" Demuestra que la grafica de la funcion no
tiene puntos de inflexion.

¢ Traza la gréfica de la funcion.

Observa la curva v
de crecimiento
bacteriano y descri-
bela. ;Por qué crees
que las bacterias
son importantes

Nimero de bacterias

en los procesos de X
2 i Ti
biorremediacion? e
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8 Estudio de funciones trigonométricas

Saberes previos m

;Er] cudntos puntos corta la fun-  Laecuacion correspondiente a la funcion de la Figura 5.46 es f(x) = 1 — tanx.

cion senx al eje x? jEn cudntos pun- . Esea funcién es trigonométrica y, por lo tanto, es periddica con periodo .
tos corta al eje Y? o _ P
« Ademas, tiene infinitas asintotas verticales en los puntos x = 3 +kmkeEZ.

Pensamientos variacional y espacial

Analiza S
> Eirkilie dos caiackaising. & T A continuacion se estudia y se representa la funcidn f(x) = senx + senx.
furcién de la Figura 5.47. . Dominio

! i ‘\ D(f) = R.f es continua en todo su dominio.

\ + Simetria
E i ; s f(=x) = sen(—x) + sen’(—x) = —senx + sen®>x = fno es par ni impar.
nldnm—qn \F U w
2 4 i y oy
; : « Periodicidad

flx + 2m) = sen(x + 2m) + sen’(x + 2m) = senx + sen’ = f(x)
La funcion es periddica con periodo 2. Por tanto, solo es necesario realizar

Figura 5.47 ; , :
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Jc’ura . el estudio en el intervalo [0, 2] y generalizar los resultados a todo R.
« Puntos de corte con los ejes
Eje X: senx + sen’x = 0 => senx(1 + senx) = 0 = senx = 0, senx = —1
3
= X=0x=mx=2mx= 5
Eje Y:sen(0) + sen(0) = 0=y =0
3
Los puntos de corte son (0, 0); (, 0); (2, 0) y [7 U].
« Asintotas
No tiene ningln tipo de asintota.
« Puntos criticos e intervalos de crecimiento
1
f'(x) = cosx + 2senxcosx = cosx(1 + 2senx) = 0=> cosx = 0, senx = — 5
: _m 3 7w i
NONCesX = =%, x = —=,X = — =, x = —
oz (m 7_1T) (7_17, gz) (3_w, uzr) (m, )
Intervalo ( 2) (2 5 ) 3’ 6 g "
Slgfno de + _ 4 _ £
f')
f Creciente Decreciente  Creciente ~ Decreciente  Creciente
y
f /\ Tabla 5.11
™ 3w Vi 111w 1
RO & 3 ’ aximos: | —, 2p|—. 0 ini 2 e | N
T;_éfﬁf{ = .,,32_7,\2",_,57X Maxi 5 ”2 ] Minimos 2 4} 5 4
T — En la Figura 5.48 se observa la representaciéon de la funcion.
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Actividades de aprendizaje

Pensamientos variacional y espacial
@ Realiza todas las actividades en tu cuader@

_’

Ejercitacion
Determina lo que se indica a partir de la funcién
1 f(x) = 2senx + sen(2x).

.. Estudia la simetrfa.
5. Determina el periodo de f.
Calcula los puntos de corte con los ejes.
| Halla los extremos relativos.
. Traza la gréfica de la funcion.

senx
14 senx’

o Resuelve a partir de la funcion f(x) =
= 4. Estudia su periodicidad.
b. Halla las asintotas verticales de f.
- Calcula los puntos de corte con los ejes.
| Halla los extremos relativos de f.

e. Traza la gréfica de la funcion.

o Traza la grafica de cada funcion trigonométrica ha-
| ciendo un estudio de sus caracteristicas.

2 fx) =
b f(x)
. f(x) = sen’(mx)

d. f(x) = —2 + cos(2x)

sen(2x)

= sen(2mx)

Razonamiento

o Observa la Figura 549 en la que se representd una
& funcion de la forma:

f(x) =a + bsen(cx + d)

AAMAN

VI, \/O\/"rr

¥

Figura 549

1 Indica los valores de a, b, c y d.

b. ;Cudl es el periodo de f?

Resolucion de problemas

o La distancia al suelo de un punto A en el borde
@ de un neumatico de 60 centimetros de diametro
viene dada por la expresion f(x) = 30 + 30senx,
donde x es el dngulo que forma con la horizontal

el radio de la rueda correspondiente a ese punto.

Indica en qué intervalo es suficiente estudiar la
funcion f

b. Dibuja la grafica que refleje la distancia al suelo
de cada uno de los puntos del borde del neu-
matico en funcidn de x, en el intervalo anterior.

Evalvacion del aprendizaje

o Realiza un estudio de la funcion trigonometrica
& representada en la Figura 5.50.

Figura 550

6 Considera la funcién f(x) = sen[g(x)], siendo g(x)
& un polinomio de cuarto grado, y determina si las
siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o fal-
sas (F). Justifica tu respuesta.
a. La grafica de f puede cortar cinco veces al eje X.

b. El maximo namero de puntos de la grafica de f,
para los cuales f' es 0, es 5.

- Sig(x) > 7 para todo x real, entonces la grafica
de f no corta al eje X en ninglin punto.

=1

i B 5 # f{X
L. Sig'(x) # 0, entonces 7

e. La grafica de f es periddica con periodo 2.
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Practica mas

Pyntos de discontinuidad y puntos criticos
Ejercitacion

o Halla los puntos de discontinuidad de cada funcion.

- _ Kt
a. f{x) x'—7x+ 18
X+ x
b.f(x) = =
x'=1

c. f(x) = |seny|

x4 20 41
(x+3)°

d.f(x) =

o Halla los puntos criticos de las siguientes funciones.
Bafx)=x+x-2
b. f(x) = —x*+x

¢ f(x) = —

Ot

d.f(x) = Jax—x

Puntos de corte con los ejes, signo, simetria y
periodicidad
Comunicacion

o Haz en tu cuaderno la representacion gréfica de una
& funcion que cumpla con lo siguiente:

« Puntos de corte con el eje X: A(2,0) y B(6,0).
« El punto de corte con el eje Y es £(0, 3).
« Essimétrica respecto al eje Y.

+ Es periddica.

Ramas infinitas. Asintotas
Ejercitacion
o Identifica las asintotas de las siguientes funciones.

s 2

2—x

b. fix) = {7
¢ flx)=— (xf9)3

d. f(x) = X 4+

Realiza todas las actividades en tu cuadermo )

Analisis grafico de funciones

Comunicacion

o Construye la grafica de una funcién que cumpla to-
& dosy cada uno de los siguientes requisitos.

a. El dominio es D(f) = (—9, 1) U (1, +0),

b. limf(x) = —o°

x—=1"

¢ limf(x)=0

Ko

iin]]f (x) = +eo
Jm#ta =6
d. Tiene un maximo relativo en (0, 0).

e. Tiene un minimo relativo en x = -2

f. Escreciente en el intervalo (J3 -2, 0}

g. Es decreciente en (-oe, %/—_2) Li40, 1L T, o)

Estudio de funciones polinémicas, racionales y
con radicales

Razonamiento

o Escribe una funcion polinémica de tercer grado,

& f(x) =ad+ bx* — cx — d,con b # 0,que no tenga
maximos ni minimos relativos.

oHaHa el valor de k para que la funcién
L 2 2x +k

fx) = \/:

5 b .
X = — ytraza la grafica para dicho valor.

tenga un extremo relativo en

Estudio de funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas

Razonamiento

o Dibuja la grafica de la funcién f(x) =
& niendo previamente sus elementos mas significati-
vos y comprueba que alcanza el maximo absoluto

en el punto de abscisa e. Segiin lo que muestra la

i 1 Inr
gréfica, ;es mayor .

Inx

obte-

©) Traza la grifica de las siguientes funciones.
B ) = tan@)

b. f(x) = e*senx
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‘Resolucion de problemas

Estrategia: Analizar una funcién

D

Determina los puntos de discontinuidad de la funcién
Flj= ——=
ra—a
1. Comprende el problema
» ;Qué tipo de funcion es f(x )?

R:

« ;Qué se debe hallar?
]{ ) ] e ( NMLNU i de la

2. Crea un plan

« Identifica qué tipo de funcion se tiene y encuentra los
puntos de discontinuidad de la funcion.

' 3. Ejecuta el plan

« Como f(x) es una funcion racional, los puntos de dis-
continuidad se obtienen en los valores de x que anulan
el denominador. Por tanto, los puntos de discontinui-
dad serdn aquellos en los que se cumpla que:

W+ x—6=0

« Como la expresion anterior es una ecuacion cuadratica,
se soluciona utilizando la formula:

= —b +(b* — 4ac

2a
£, —4-2:(=6) —1%49
X: =
4 4
_=paeg 3 e Rt
Por tanto, x, = 7 g ¥= = —3
; i 3
R: Los puntos de discontinuidad son x = S YX= =2

4. Comprueba la respuesta

Verifica que el dominio de la funcién es:

o0)=R -3}

MATEMATICAS © LAROUSSE

@Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Aplica la estrategia

;Cudles son los puntos de corte con el eje Xy

los puntos de discontinuidad de la funcion
=g —3

fo) = T E="

2% —1
a. Comprende el problema
b. Crea un plan
c. Ejecutael plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o Las ganancias de una empresa, en miles de pe-
50x — 3x

i s
donde x representa los afios de vida de la em-

presa cuando x > 0.

sos, vienen dadas por la funcion f(x) =

’

a. Determina los puntos de corte con los ejes, las
asintotas y el dominio de la funcion.

b. ;A partir de qué afo la empresa deja de tener
pérdidas?

Formula problemas

Inventa un problema que involucre la informa-
cion de la Figura 557 y resuélvelo.

la
>

gura 551

Enriquece tu vocabulario

« Utiliza las siguientes palabras para escribir una
frase que determine como hacer un analisis de
una funcién.
dominio  recorrido  asintotas  minimos

puntos de corte  maximos  continuidad

X -




Evaluacion del aprendizaje

Puntos de discontinuidad y puntos criticos ° Determina si las siguientes Func1ones son simétricas
Ejercitacion & eindica el tipo de simetria. ACTIVIDAD DE REFUERZO

Determina los puntos de discontinuidad de las si- afix)=x—8
| guientes funciones reales. WIDAD OE REFUERZC b. fx) = cosx + (4x — 3)?
— 4 =
a f(x) = 3x2 ~ . flx) = 2senx + 1
d. f(x) = tanx — 3
b R i - f
=~

Ramas infinitas. Asintotas
18

¢ f(x) = FepE ) Razonamiento

o Determina si las siguientes funciones tienen asinto-

x—1 H A 1 L s e s

L tas y especifica de qué tipo son. \CTIVIDAD DE REFUERZO
d.fK =~ # tasy especifica de qué tip v o

afx)=2¢+8x—x

e Halla la primera derivada de cada funcién y determi- b. fix) = ::;
| na sus puntos criticos. ACTIVIDAD DE REFUERZ(
6
a.f(x)=—4— < f= PRI
\} 3)(2 =] Ixt — 3
i df(x)*i_ X+ 9
b.f(x)
Vx +7x—1 o ,
Analisis grafico de funciones
¥ Modelacion
c.fl0) = 4 —x —7 ° Representa una funcion que cumpla todas las con-
w diciones dadas a continuacion. PREGUNTA ABIERTA
| ) = \/ﬂ oo a. Decreciente en todos los reales con punto de in-
Ay = 3— 7 flexion en (3, —1).
b. Céncava hacia arriba y asintota en x = 3.
Puntos de corte con los ejes, signo, simetria y ¢. Céncava hacia abajo, con méximo absoluto en el
periodicidad punto (—1,2).
Ejercitacion d.f'{(x) >0en (=2 +x)

o Esboza las gréficas de las siguientes funciones y de-
W [termina los puntos de corte con los eJes elsignola | Estudio de funciones polinémicas

simetria y la periodicidad. TACTIVIDAD DF REFUERZO Comuniessite
a. f(x) = 3tanx — i o Indica cuales de las siguientes funciones son pollno—
% & micas. Escribe su dominio y rango. o o i
b. flx) = —2cos(§) a. flx) = 23 _3;;2
' b.fix) =x' — 2x* + x* + 1
C flx) = Iné®

Cf)=—3x—6+x8

d. flx} = 2°— ¢ + 5@ d. f(x) = 126 + 11x
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o Selecciona las caracteristicas que correspondan a las
& funciones polinémicas. SELECION MULTIPLE

a. Tiene dos ramas infinitas.

b. Su dominio son todos los reales positivos.
c. El grado de la variable es 2.

d. No tiene asintotas.

. Su dominio son todos los reales.

El grado de la variable es mayor o igual que 1.
~ Tiene infinitas ramas.

g

o Estudia las siguientes funciones y traza sus graficas.
¥ . f)=3—x |

b.flx)=2¢+5¢—3
c. fx)=27¢ -1
dfx)=4—(x+1)?

Estudio de funciones racionales y con radicales
Razonamiento

@ Observa las gréficas de las figuras 552 a 555 y se-
& lecciona aquellas que pueden representar funciones

racionales.
a. b.
Y Y
A ¥z
B
) A1
Oy 1
Figura 5.52 Figura 553
C d.
¥

ax o

Figura 554 Figura 5.55

@eaﬁza fodas las actividades en tu cuaderno )

0 Traza la gréfica de las siguientes funciones a partir
& del estudio de su dominio, puntos de corte con los
ejes, asintotas, maximos y minimos y concavidad.

ACTH \f DAD L]L APLICACION I

_ 4 . |AcvIDADDEAMK
‘lfx) 3X2+1 -_2

—3
b. f(x) = ﬁ
c flx) = —

J& -5

Estudio de funciones exponenciales y
logaritmicas
Comunicacion

Q Selecciona las caracteristicas que corresponden a
& funciones exponenciales. SELECCION MULTIPLE ]
2. Su dominio son todos los nimeros reales.

b. Son funciones periodicas.

¢ Tienen asintotas verticales.

<. Su recorrido son los reales positivos.

@ Determina el dominio, el recorrido, los puntos de
& corte con los ejes y las asintotas y estudia el creci-
miento de las siguientes funciones, [ Acioan o sz

a. fx) = In(3x + 5)
b. f(x) =2 =xIn2x

Estudio de funciones trigonométricas
Ejercitacion
@ Traza las graficas de las siguientes funciones trigono-
& métricas, a partir del estudio de sus propiedades.

1. f(x) = =1+ 4cos(2x — 3) P A

b. f(x) = sec3(x — 4)

c. f(x) = —3sen(3x + 8)

d. f(x) = tan(5 — x)

[(ACTIVIDAD DE APLICACION |

Razonamiento

@ Halla el periodo de las funciones trigonomeétricas e
& indica en cudl intervalo es suficiente estudiarlas.

a. f(x)
b fl) =4+ an ==

) |_ACTWIDAD DE REFUERZO

= cos(3x+ -5

203
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Pensamiento aleatorio

Vamos a aprender Nos sirve para

« A hallar la probabilidad de
la unién e interseccion de
SUCES0S.

« Hallar la probabilidad total de
un suceso a partir de las pro-
babilidades condicionadas de
OLros SUCesos.

« Resolver y plantear problemas
usando conceptos basicos de
probabilidad.
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Pensamiento aleatorio

|::| Favorable

Por qué crees que algunas en-
uestas se alejan de la realidad y
o reflejan las verdaderas tenden-
ias o preferencias de un publico
specifico?

(o) O o (R N 5 TR

m

n un pais se desea conocer si la
magen que tienen los habitantes
el presidente es favorable o desfa-
orable; para ello, se aplicaron 1000
ncuestas a hombres y mujeres
nayores de 18 afios que habitan
onas urbanas del pais. Los resulta-
0s se registran en la Figura 6.1.

Eyofsl 5 i o< iy

D Desfavorable

77%

Figura 6.1

:Qué herramienta se utilizé para
recolectar la informacién?, ;qué
caracteristicas tiene el grupo exa-
minado?

Estudios estadisticos

1.1 Poblaciéon y muestra

Para conocer el grado de satisfaccion que sienten los habitantes del pais ante
la labor del mandatario se empleé la encuesta. Como es imposible o poco
practico preguntar a la totalidad de habitantes, se selecciond una muestra de
1000 personas.

- -

~

La poblacion es el conjunto de elementos que cumplen una determinada
caracteristica. La muestra es un subconjunto de la poblacién.

En 2005 en una encuesta aplicada a 500 adultos de una ciudad, el 22% de los
encuestados manifestaron que el clima laboral con respecto al afio anterior
habfa desmejorado. En este estudio, la poblacién es la totalidad de adultos
de la ciudad y la muestra esta constituida por los 500 adultos consultados.

1.2 Estudios estadisticos

Para realizar un estudio estadistico es necesario seleccionar una muestra, ya
que existen muchos motivos que imposibilitan estudiar toda la poblacién.

I
1
I
1
1
1
1
i
I
I
I
I
1
i
I
1
I
I
i
I
]

~

8 icmio: |

En cada una de las siguientes situaciones se explica por qué no es (il estu-
diar toda la poblacién.

» Sise quiere estimar el porcentaje de votos que obtendrd un partido politi-
co en unas elecciones nacionales, resultarfa imposible realizar una encues-
ta sobre la intencion de voto de todo un pais. Esto supondrfa ademéas un
costo elevado.

« Si el estudio estadistico consiste en conocer la duracién media de las
bombillas que fabrica una determinada empresa, no se puede medir la
duracion de cada bombillo, porque al mantenerlos encendidos todos, se
perderia la produccion.

P

Cuando no se requieren resultados muty exactos y basta con una ligera aproxi-
macion o cuando es preciso obtener los resultados en un periodo de tiempo
COrto, tampoco es necesario analizar toda la poblacién. Todas estas considera-
ciones llevan a realizar el estudio estadistico sobre una muestra.

Para que los resultados obtenidos a partir de una muestra sean confiables,
esta tiene que cumplir dos condiciones: tener un tamario adecuado y que
sus elementos hayan sido seleccionados de manera aleatoria. Si cumple estas
dos condiciones, se dice que la muestra es representativa. En el caso en que
la seleccion no sea aleatoria, se dird que la muestra es sesgada.
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Pensamiento aleatorio -

1.3 Variable estadistica

« Nominal: presenta modalidades
no numericas que no tienen or-
den, por ejemplo el género o el
estado civil de una persona.

Una variable estadistica es una caracteristica de una poblacion, que se pue-
de medir para hacer un andlisis de la misma. Estas pueden ser cuantitativas
o cualitativas.

Una variable cuantitativa puede ser discreta, esto es cuando toma solamente
valores aislados que se expresan mediante nimeros naturales, o continua, que
es cuando los valores que toma se encuentran dentro de un intervalo.

« Ordinal: cuando las opciones
de respuesta admiten un orden,

por ejemplo, estrato social o la
Las variables de tipo cualitativo, por su parte, miden gustos y preferencias. Estas valoracién de una evaluacién en

pueden ser nominales u ordinales. En el ladillo se presenta la diferencia. aceptable, bueno o excelente.

1.4 Distribucion de frecuencias para datos agrupados por
clases

Una distribucién de frecuencias para datos agrupados es una manera de or-
ganizar y presentar los datos obtenidos de una observacion de manera que
se puedan analizar y plantear conclusiones. Dichos datos se pueden agrupar
segln la frecuencia con que se repiten o con determinados intervalos de va-
lores, llamados clases, que resumen la informacion y son pertinentes cuando
el conjunto de datos es numeroso.

gl Eiemplo3

A continuacién se muestran las estaturas de 40 mujeres de una universidad.

163152 154 1,81 152 160 177 159 1460 165
159173 168 162 164 150 157 1,79 154 169
161163 169 172 157 173 167 159 174 1,80

1,59 1,56 177 1,79 1,68 1,74 177 1,72 1,68 1,62
Estatura

SR : 5 : (m) I |5 | & | B)
Para construir la distribucion de frecuencias se puede resumir la informacion
en una distribucién de frecuencias por clases. Para ello, primero se determina ~~ [146:151) 2 5 25
el rango, asi: 1,81 — 1,46 = 0,35. Luego, se divide el rango en un nimero de
intervalos adecuado, que se puede calcular por medio de la expresion Jn;
donde n es el nimero de datos. Esta sera la amplitud de cada intervalo. Para [156161) 8 20 14 35
este caso, se aproxima el valor a siete. Por lo tanto:

[151156) 4 10 6 15

el1es)| 7 | 25 | 20| 425

; R .
Amplitud = 2figd = 935 _ 05 166177) 6 15 27 675
No. de intervalos 7

[171:176) 6 15 33 825
Finalmente, se construye la distribucion de frecuencias y se determinael nd-  (176,181) 7 175 40 100
mero de observaciones que corresponden a cada clase; es decir, la frecuencia
absoluta, f. En la tabla 6.1 se incluye la frecuencia relativa f,, y las respectivas

frecuencias acumuladas F, y F, en porcentajes.
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Pensamiento aleatorio

C
1

L 4

Actividades de aprendizaje

Estudios estadisticos

1.5 Parametro y estadigrafo

Un parametro es una medicién numérica que describe una caracteristica

de una poblacién.

Un estadigrafo es una mediciéon que describe caracteristicas relacionadas

con la muestra.

Los estadigrafos mas importantes son las medidas de tendencia central (me-
dia aritmética, mediana y moda), las medidas de dispersion (rango, desviacién
media, varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacién) y las medidas de
posicion (deciles, cuartiles y percentiles).

Bl Ejemplo 4

i
1
I
1
1
1

El promedio de las calificaciones obtenidas por todos los estudiantes del
grado undécimo es un parametro. El promedio alcanzado por diez estu-
diantes de undécimo es un estadigrafo.

e

municacion

Clasifica los caracteres estadisticos en cualitativos y
cuantitativos.

a. Sexo

b. Altura

c. Lugar de nacimiento

d. Numero de hermanos

e. Gastos mensuales

f. Deporte favorito

g. Tiempo dedicado a dormir

En cada uno de los siguientes casos identifica la po-
blacion, una muestra y el caracter estadistico.

a. Se quiere averiguar el nimero de habitantes de
todos los municipios de Santander.

b. Se desea analizar el peso de los bebés que nacen
en un hospital de Monteria.

c. Se quiere conocer el color preferido entre los
estudiantes de un colegio.

d. Se desea analizar el porcentaje de trabajadores
que ganan un salario minimo en la ciudad de
Pasto.

e. Se quiere averiguar el niimero de nifos en edad
escolar que hay en una ciudad.

Ejercitacion
o En la Tabla 6.2 se registran los salarios semanales de
A 65 empleados de una fabrica.

(172300, 324800) | 25
(324800, 477300) | 14
(477300, 629800) | 10
[629800, 782300) | 8
(782300, 934800) 9

Tabla 6.2
Responde las preguntas.

a. ;Cudl es el caracter estadistico estudiado? ;La
variable estadistica es cualitativa o cuantitativa?

b. jCudl es la poblacién de estudio?

¢. ;De qué tamano es la muestra?

Razonamiento

o Analiza a siguiente situacién y determina si se des-
M cribe un parametro o un estadigrafo.

+ En una encuesta aplicada a 540 amas de casa de
la ciudad de Ibagué, se encuentra que la mayoria
prefiere la marca “Limpia mas” de productos de
aseo en lugar de otras marcas.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Determina si cada enunciado es verdadero (V) o
A falso (F).

Enunciado V F

a. La muestra es una caracteristica de los
elementos de una poblacion.

b. Una poblacién es un conjunto de indivi-
duos u objetos que se analizan.

¢. Una variable cuantitativa puede ser conti-
nua o discreta.

d. Una variable discreta toma solo valores
enteros.

. Una variable cuantitativa continua toma
valores en los niimeros reales.

f. Un parametro es lo mismo que un estadi-
grafo.
Tabla 6.3
Resolucion de problemas

o Se recolecto informacion relacionada con el consu-
@ mo mensual de metros clbicos de agua de algunas
familias de un barrio de Tunja. Los datos obtenidos

se registran en la Tabla 6.4.

Consumo mensual Nimero de

de agua (m?) familias
[9,12) 3
[12,15) 6
[15,18) 4
[18,21) 18
[21,24) 10
[24,27) 6
(27,30)
Tabla 6.4

a. Determina la poblacion, la muestra y el tipo de
variable.

b. ;Cual es la amplitud de cada intervalo?

c. Halla las frecuencias relativas y las frecuencias
absolutas y relativas acumuladas.

d. jCuantas familias consumen menos de 21 m? de
agua al mes?

T

. Si se espera que el consumo promedio de una
familia sea de 18 m?, ;cuantas familias exceden el
consumo mensual?

Realiza todas las actividades en tu cuademg]

o Federico quiere hacer un estudio estadistico para
& determinar la cantidad de dinero del que disponen
los estudiantes de un colegio para comprar en la
hora de descanso. Para ello elabora una encuesta y

la aplica a seis estudiantes de cada salon.

a. ;Cudl es la poblacion y muestra de este estudio?

b. ;Cual es el carcter estadistico?, ;de qué tipo es
la variable?

Evalvacion del aprendizaje

0 En la Tabla 6.5 se muestra la edad en la que un
& grupo de personas contrajeron matrimonio civil
en el aflo 2015.

Edad Niamero de Nimero de

(afios) hombres mujeres
(14, 18) 18 25
[18,22) 124 567
[22,26) 225 382
(26, 30) 327 272
[30,34) 598 154
(34, 38) 164 108
(38, 42) 150 98
Tabla 65

u¥}

. ;Cuantas personas se encuestaron?

b. ;Cudntos intervalos fueron considerados y cual
es la amplitud de cada uno?

c. ¢Cudl es la frecuencia relativa del segundo inter-
valo en las mujeres?

able
32 sa\Ud
3\
o\
S
3
)
Realiza una encuesta en tu colegio para saber qué
estilos de vida saludable tienen tus companeros
para mantener una buena salud fisica y mental.
Para realizar tu estudio define el tamafio de la

muestra y la poblacion de estudio, organiza tus

resultados y socializalos durante la clase.
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e

:El

Muestreo

Saberes previos

Se| contratarda una campafa en
Facebook para vender ropa de
bebé. ;Como se debe segmentar

publico a quienes les llegard la

informacion?

Y snaiza

alcalde de la ciudad planea iniciar

: un estudio del nivel de satisfaccion

© de

servicio de agua y de sus tarifas.

: Para ello, organizd una encuesta
: que aplicara en diferentes sectores
¢ della ciudad, teniendo en cuenta el
: estrato. La encuesta se aplicara so-
lamente al 20% de las personas en
: cada sector.

iPor qué el alcalde no le aplica la
g@ncuesta a todos los habitantes
de la ciudad?

El alcalde no aplica la encuesta a todos los ciudadanos porque serfa un pro-
ceso demorado y costoso. Ademas, si elige solo un porcentaje de los ciudada-
nos, a partir de sus respuestas, puede plantear conclusiones sobre el nivel de
satisfaccion.

La poblacion o universo se define como un conjunto de elementos, uni-
dades o sujetos de los cuales es posible extraer informacién y analizarla.

La muestra es un subconjunto de la poblacién que puede aportar la misma
informacion que la totalidad de esta. Es importante tener en cuenta que
dicha muestra debe ser representativa.

El muestreo aleatorio es uno de los procedimientos mas frecuentes para ex-
traer una muestra, ya que todos los elementos de la poblacién tienen la misma
posibilidad de ser elegidos para ser parte de esta. El muestreo aleatorio puede
ser simple, sistematico, estratificado o por conglomerados.

2.1 Muestreo aleatorio simple

El muestreo aleatorio simple consiste en elegir al azar los elementos de la po-
blacion que van a formar parte de la muestra, de manera que todos tengan la
misma posibilidad de ser seleccionados.

:
Para conocer la opinion de 1300 estudiantes de una universidad sobre as-
pectos académicos, se hace un muestreo aleatorio simple. Para generar una
muestra de 20 estudiantes, un procedimiento adecuado serfa disponer de
una urna con 1300 bolas numeradas del 1 al 1300 y elegir, sin reemplaza-
miento, 20 bolas que serian los nimeros de los estudiantes a encuestar.

~

- -

2.2 Muestreo sistematico

En los casos en que se dispone de un listado de los elementos de la poblacién
se puede realizar un muestreo sistematico, que consiste en elegir al azar el
primer elemento de la muestra y continuar tomando elementos igualmente
espaciados a partir de este.

2.3 Muestreo estratificado

En ocasiones, la variable que se estudia no es homogénea en toda la poblacién,
sino que varfa segln diferentes grupos o estratos. En este caso, la muestra se
debe elegir de manera que la proporcién en que cada uno de los estratos entra
en la muestra sea igual a la proporcion que cada uno representa en la po-
blacion. Este serfa el caso de la encuesta de satisfaccion que se plantea al inicio
de esta pagina.

MATEMATICAS & LAROUSSE
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2.4 Muestreo por conglomerados

Para realizar un muestreo estratificado es necesario conocer con gran precision
la poblacién de la que se quiere extraer la informacion, y esto no siempre es
posible. En cambio, en muchos estudios, la poblacion se agrupa fisica o tempo-
ralmente en conglomerados parecidos a la poblacion total.

-
Se quiere realizar un sondeo sobre la intencién de voto. Los electores se
agrupan de manera natural en municipios. Si la intencién de voto dentro de
los municipios es similar a la de toda la poblacion, se pueden elegir primero
los municipios al azar y después realizar un muestreo aleatorio simple en
cada uno de ellos.

-

- -

ALY

2.5 Muestreo a juicio

El muestreo no aleatorio es conocido como muestreo a juicio y es el meto-
do en el que los individuos se seleccionan a juicio y opinion de quien toma la
muestra. En este muestreo prima la intencién de que determinados elementos
estén en la muestra. Otros tipos de muestreo no aleatorio son el muestreo por
conveniencia, el muestreo voluntario y el muestreo por cuotas.

Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Actividades de aprendizaje

o Se realizd una encuesta para conocer la preferencia

Indica el tipo de muestreo aplicado a cada caso, si:

b. Se hace una lista con los nombres de los residen-
tes del conjunto por orden alfabético, se elige
la primera persona al azar y, luego, un nombre

& de los 200 habitantes de un conjunto residencial 0 Determinala poblac'lon)f’el tipo de muestreo mas
con respecto al servicio de televisién por cable. & adecuado en cada situacion. Justifica tu respuesta.

a. El departamento de mercadeo de una empresa
textil planea subir los costos de su linea de ropa

a. En el conjunto, las viviendas pertenecen a los para dama. El alza inicial se hara en todas las
estratos 3 y 4, y se eligen cinco personas de cada ciudades capitales.
estrato. b. El Ministerio de Comunicaciones quiere saber

el nivel de satisfaccion de los colombianos en
relacion con la TDT (television digital terrestre).

¢. La directora de un colegio quiere determinar los

cada 20 posiciones en la lista. promec{ios de notas en cada una de las materias
del curriculo para los grados 9, 10 y 11.
c. Se depositan 200 papeletas con los nombres d. Un centro comercial planea desarrollar una
de los residentes del conjunto en una urnay se campafia de motivacién para que sus clientes
seleccionan diez al azar. consuman mas los productos de la plazoleta de
o Elabora una tabla en la que compares los diferentes e
A tipos de muestreo, haciendo énfasis en las ventajas e. Una ensambladora de carros quiere lanzar una
y desventajas de cada uno de estos. vers(;ér econdmica de un automovil tltimo
L modelo.

Resolucion de problemas Evalvacion del aprendizaje

@
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Medidas de tendencia central para datos agrupados
por clases

Saberes previos

Julian dice que la edad promedio
d¢ los estudiantes de grado undé-
cimo es 16,5 afios. ;Qué quiere de-
cir Julian con esa afirmacion?

o™

ITITT Y

Un docente de matematicas de-
termind que la valoracion final de
cada estudiante es el promedio de
todas las valoraciones del periodo.

« Las notas de Manuel son: 8,6; 5,2;

59; 7.0; 6,8: Si hace falta que Ma-
nuel presente la evaluacion bi-
mestral, ;quée nota minima debe
bbtener para tener una valora-
rion final de 7,07

sEEsssssnnssREnaERRERRRRAS sEssnmsmsRnmES

Para responder la pregunta se debe tener presente cuantas valoraciones se
consideraron en el periodo. En el momento se tienen registradas cinco califica-
ciones y falta la nota de la evaluacién bimestral, asi que en total son seis valo-
raciones. Como Manuel aprobarad si obtiene una nota de 7,0 en su evaluacion
bimestral, se tiene que la sumatoria minima en las valoraciones debe ser de 42;
por tanto, la valoracion faltante se calcula como se muestra a continuacion.

10 8’6+5'2+5'96+ ITEe T X 46—2=33,5+x=42=~x=8,5

Manuel debe obtener una nota de 8,5 en su evaluacion bimestral para alcanzar
el promedio deseado.

Las medidas de tendencia central reciben esta denominacion, pues permiten
analizar los datos en torno a un valor central. Para observaciones con un ni-
mero grande de variables es recomendable agrupar por clases la informacién
para asi determinar sus medidas de tendencia central, de forma aproximada.

3.1 Media aritmética o promedio

La media aritmetica en un conjunto de datos agrupados por clases es el co-
ciente entre la suma de todos los productos de las marcas de clase o puntos
medios de cada intervalo (C,) por la frecuencia absoluta (f,) correspondien-
te, y el total de datos (N).

La media aritmética viene dada por la siguiente expresion:

m

E(Ck'frc)

o,
x==
N

3.2 Mediana

Para calcular la mediana para datos agrupados por clases es necesario ubicar
primero en [a distribucién de frecuencias el intervalo en donde se encuentra

: bk
la mediana. La manera de calcularla es encontrando la posicién = Este
intervalo se conoce como intervalo de la mediana.

La mediana de un conjunto de datos agrupados se calcula asi:

-+
¥
Me=1 +25 __J, )

k
L, es el limite inferior del intervalo mediano, N es el tamafio de la muestra,
F, _, eslafrecuencia acumulada anterior al intervalo mediano, f, es la frecuencia
absoluta del intervalo mediano y A es la amplitud del intervalo de la mediana.

3.3 Moda

La moda de una variable estadistica es el valor de la variable que presenta
mayor frecuencia absoluta. La moda se representa por Mo.

Silos datos aparecen en clases, se toma como valor aproximado de la moda la
marca de clase de la clase modal.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_)

En la tabla se muestra el peso en kilogramos de los 61 deportistas de una

Entonces, Me =80 + +10=80,29
Esto significa que el 50% de los deportistas de la liga tienen un peso por en-
cima de 80,3 kg y el otro 50% por debajo de tal valor.

« En esta situacion el intervalo modal coincide con el intervalo de la

mediana; por lo tanto: Mo = AT 85.

7

]

1

1

. liga del Valle,

1

| Peso (kg) Marcas de clase (C,) f F,

: (50, 60) 55 5 5

: [60, 70) 65 12 17

- 70, 80) 75 13 30

i (80, 90) 85 17 47

- (90, 100) 95 10 57

: 100, 110) 105 4 61 | Tablaes

1

| Los deportistas de la liga tienen un peso promedio de 79,4 kg, puesto que: El promedio en la situacion indica
: ~ =22:5+6-12+75-13+85-17+95-70 + 105 -4 que si los 61 deportistas tuvieran el
E _ 4845 _ ok 61 mismo peso este serfa de 79,42 kg.
: 6 ' Por su parte, el valor de la moda in-
!« EnlaTabla 66 el intervalo resaltado es el intervalo de la mediana. dica que el peso mas frecuente de
: (Q - 30) los deportistas e 85 kg.

- 2

1

1

1

1

1

]

I

I

]

1

1

]

s,

Actividades de aprendizaje b

Resolucion de problemas Evalvacion del aprendizaje
-

0 En una fabrica se evalla el tiempo de duracion de , e
; ; _ 0 A continuacion se muestran las edades de moto-
@ un nuevo tipo de bombilla LED, para ello se analiza-

: ciclistas cuando fallecieron en accidentes de tran-
ron 100 bombillas (Tabla 6.7). " ito

Tiempo (horas) Nimero de bombillas Edad (afios) Nimero de motociclistas

[1000, 3500) 14 [15,21) 101
[3500, 5000) 25 [21,27) 253
[5000, 7500) 31 [27,33) 137
[10000, 12500) 18 [33,39) 211
(12500, 15000) 12 Tabla 6.7 (39, 45) 116 Tabla 68

Escribe falso o verdadero:
a. El 50% de los motociclistas que fallecieron
tenian edades por debajo de los 31 afios.

Si el grupo de bombillas consideradas no alcanzan
un promedio de duracion de 6 000 horas, no se pro-
ducira en masa este nuevo tipo de bombillas. ;Con- . .

) . , i b. La edad promedio de los motociclistas que
sideras que es viable continuar con la produccion

, fallecieron es 31,03 afios.
de esta nueva clase de bombillas? .
® ¢ Lamoda se encuentraentre 33y 39 afos. ) '

MATEMATICAS © LAROUSSE




Pensamiento aleatorio

Cuartiles y percentiles para datos agrupados por
clases

iberes previos

Para entregar los informes de los re-
su|tados de las Pruebas de Estado,
la poblacién se divide en 10 grupos
de acuerdo con los puntajes obte-
nidos en cada una de las pruebas a
nivel nacional. ;Para qué crees que
sea Util esa agrupaciéon? ;Qué indi-
cara que un estudiante se ubique
enlel grupo 7?

=

: Los siguientes valores correspon-
: den a las masas en kg de doce es-
¢ tudiantes de grado undécimo.

64 65 65
63 64 60
63 59 63
60 63 57

¢« Determina el primer cuartil co-

rrespondiente a este conjunto de-
datos.

....................................

Para responder la pregunta, se organizan los datos en una tabla de frecuencias.

Masa(kg) 57 59 60 63 64 65
f 1 | 2 4 2 %

F, 1l 2[4 |80 | g

La cuarta parte del nimero de datos es: 12 <+ 4 = 3, El primer cuartil corres-
ponde al primer valor que tiene una frecuencia acumulada igual o superior a
3; por tanto, este valor es 60, que tiene una frecuencia acumulada de 4. Este
cuartil indica que el 25% de los estudiantes tiene una masa menor que 60 kg.

4.1 Cuartiles

Los cuartiles son los valores que dividen la serie de datos en cuatro partes
iguales. Los tres cuartiles se simbolizan como Q,QyQ,

El primer cuartil, Q,, deja por debajo el 25% de los datos de la distribucion.

El segundo cuartil, Q,, coincide con la mediana y deja por debajo el 50% de los
datos.

El tercer cuartil, Q, deja por debajo el 75% de los datos de la distribucién.

Para calcular un cuartil para datos agrupados por clases, primero se determina

en qué intervalo se ubica el dato de la posicién , donde k es el cuartil
que se debe hallar y N es el tamafio de la muestra. Luego, se aplica la expresién:

k-N
——’:)<~l

s 4
Qk—L‘,+A‘ —fk‘—

L, es el limite inferior del intervalo que contiene el cuartil, A la amplitud del
intervalo, F, _, la frecuencia acumulada anterior al intervalo que contiene el
cuartil y f, la frecuencia absoluta del intervalo.

4.2 Percentiles
Los percentiles son cada uno de los 99 valores que dividen la serie de datos
en 100 partes iguales.

Para calcular un percentil para datos agrupados por clases, primero se determi-

N —_—
0 ,dondek =1,2..., 99,

.

na en que intervalo se ubica el dato de la posicion
Luego, se aplica la expresion:

k[%)*"—kq
B=L+A| —>—"=I—
f
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Actividades de aprendizaje

) Realiza todas las actividades en tu cuademg)

Las calificaciones de 200 aspirantes obtenidas en la prueba de ingreso a una Calificaciones

universidad se registran en la Tabla 6.10. [0, 20)
. . . + 200 20, 40
Para hallar el tercer cuartil, primero se tiene que 3 ke 150. Como el [[4 ; 1
0,60
dato de la posicién 150 se ubica en el cuarto intervalo, entonces el tercer (60, 80)
cuartil se halla como sigue: '
(80, 100]
kN,
N 150 — 137
O =L, & |——— = Q. =60 + 0 | — = |=~06654
fi 3 38

7200
100
calcular el percentil tomando como referencia al tercer intervalo.

Para hallar el percentil 57, se tiene que 2

= 114; por lo tanto, se debe

Con esta informacion se puede concluir que:

(2, {27
p=t +a| 0 |40+ 20 — = |53

k

o El 25% de los aspirantes tuvo calificaciones por encima de 66,8 mientras
que las notas del 75% restante estuvo por debajo de 66,8.

o EI 57% de los aspirantes tuvo calificaciones por debajo de 52,8,

fk
28
45
64
38
25

Fk
28

73

137
175
200

Tabla 6.10

Resolucion de problemas

0 El histograma de la Figura 6.2 muestra las velocida-
@ des de conductores con infracciones por exceder el
limite de velocidad que en un lugar determinado es

Evalvacion del aprendizaje

o Se les pregunto a 300 personas la edad en la cual
& habian iniciado el consumo de bebidas alcohéli-

de 60 kmy/h. cas. Los resultados se muestran en la Tabla 6.11.

Velocidades de conductores infraccionados

(10,13)
120+
100 - [13,16)
Numero de il [16. 19)
infractores 60 -
40+ [19, 22)
204
" [22,25)

65 72 79 85 93 100107 114119

Velocidad (Km/h} Figura 6.2
Calcula las medidas que se solicitan, y redacta una
conclusion por cada una de ellas.
a. El primer cuartil (Q,)  b. El tercer cuartil (Qg)
c. EI55° percentil (P,)  d. EI 70° percentil (P,)

72
101
68
39
20

Edad (afios) Niimero de personas

Tabla 6.11

Si el tercer cuartil esta por encima de los 15 afios,
se planea lanzar campanas en radio y television
para disminuir el consumo de bebidas alcohdli-
cas. Justifica numeéricamente si es necesario iniciar
con estas campafias de prevencion.

~

K 4
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Sa
un

beres previos

a finca cafetera de Narifo reco-

lecta durante 5 dias de la semana

15

kg, 18 kg, 21 kg, 23 kg y 13 kg
grano, mientras que otra del

Calica recolecta en el mismo lap-
so de tiempo 8 kg, 12 kg, 26 kg, 30
kgl 5 kg. ;Cudles de estos datos se
encuentran mas dispersos, los de la

los

d
e

duccion de la finca de Narifio o
de la finca del Cauca?

Analiza
2 En
: tancias (en metros) que alcanzan
¢ dos
i de

a Tabla 6.12 se muestran las dis-

atletas de salto largo en un dia
entrenamiento.

Atleta 1 Atleta 2
12,3 14,2
14,5 139
T1L7 12,8
15,1 12,7
128 14,1
11,9 14
15,3 12,9
137 137
13,9 131
12,8 12,6

Tabla 6.12

¢« ;Como determinarias cual es el

tleta mas regular o constante
M sus saltos?

Medidas de dispersion

La media o promedio de la distancia alcanzada por cada atleta es:

Atleta 1 Atleta 2
_ 134 _ 134
x= 0 =134 = 10 =134

Como el promedio de ambos atletas es el mismo, esta medida no permite com-
parar los resultados. Una alternativa para determinar cuél de los dos es méas re-
gular, es observar la variabilidad o la dispersion en las distancias alcanzadas por
cada uno. Para ello, se organizan de menor a mayor los registros de ambos:

Aﬂfta 117 (119 [123 |128 |128 |137 |139 |145 |151 |153
Ati;ta 126 127 128 (129 131 137 139 14 141 142
Tabla 6.13

Se puede advertir que el Atleta 1 es quien mas varfa en las distancias que alcan-
za. Por lo tanto, el Atleta 2 es mas constante en sus saltos.

Las medidas de dispersion muestran la variabilidad de una distribucion indi-
cando cuan alejados estan los datos de la media. Cuanto mayor sea ese valor,
mayor sera la variabilidad, y cuanto menor sea, mas homogénea sera.

5.1 Rango

El rango o recorrido de una distribucién de datos es la diferencia entre el
valor maximo (x,_, )y el valor minimo (x ).

i

Rango=x . -x .

o Ejcmplo 1

En la tabla 6.14, se muestran las estaturas de un grupo de estudiantes com-
puesto por 24 mujeres. El rango corresponde a la diferencia entre 168 (valor
maximo) y 149 (valor minimo).

Es decir, rango = 168 — 149 = 19.

Estaturas (cm) No. de mujeres
[149, 153) 2
[153,157) 3
[157,1617) 7
(161, 165) 8
(165, 168) 4

el I T e ——

Tabla6.14

’
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@ﬁealiza todas las actividades en tu cuademo |

5.2 Desviacion respecto a la media

La desviacién respecto a la media, denotada d,, corresponde a la diferencia
entre cada valor de la variable x, y la media aritmetica x.

dkz A K

En datos agrupados por clases es la diferencia entre la marca de clase de cada
intervalo y la media aritmetica x.

Esta medida da informacién de lo cerca o lejos que estd un dato de los demas
datos del conjunto. El signo de esta medida indica si el valor esta por encima de
la media (signo positivo) o por debajo de la media (signo negativo).

5.3 Desviacion media

La desviacion media para datos agrupados por clases, denotada D,, corres-
ponde a la media de las desviaciones con respecto a la media y se calcula
con la férmula:

Z Gy = )_(| ' fk
Dt _ k=1

N

Por lo tanto, para determinar la desviacion media para datos agrupados por
clases, se deben calcular las marcas de clase de cada intervalo y luego se mul-
tiplican por las frecuencias absolutas, estos datos vienen agrupados en una
tabla de frecuencias como la del Ejemplo 2.

5.4 Varianza

La varianza para datos agrupados por clases, denotada s% es la media arit-
mética de cuadrados de las desviaciones con respecto a la media. Se halla
mediante la expresion:

ARSI

2 __ k=1
S_

N

La varianza permite identificar la diferencia media que hay entre cada uno de
los valores respecto a la media del conjunto de datos.

5.5 Desviacion tipica

La desviacion tipica para datos agrupados por clases, s, es la raiz cuadrada
positiva de la varianza y se halla a través de la siguiente expresion:
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Medidas de dispersion
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ks Ejemplo 2
Los datos de la Tabla 6.15 corresponden a las temperaturas diarias registradas
a las 2:00 p.m. durante un mes en la ciudad de Manizales.

Temperatura Frecuencia absoluta Marcas de clase
(°C) d | G,
[16;188) 5 174
[188;21,6) 7 20,2
[21,6; 24,4) 14 23
(24,4, 27.2) 3 258
[27,2;30) 2 286
Sumatoria 685
Tabla 6.15
685

La media aritmética de estos datos correspondea x = 7= 22,1.
Con este dato, se completa la Tabla 6.16.

Tem](::é?tura fk ck dk df" dkz . fk
[16;18,38) 5 17,4 -4,7 22,09 110,45
(188 21,6) 7 20,2 -19 3,61 25,27
[21,6,24,4) 14 23 09 081 11,34
(24,4, 272) 3 258 37 13,69 41,07
[27.2,30) 2 286 65 42,25 84,5
Tabla 6.16

Se halla la varianza s? y, posteriormente, la desviacion tipica s:

2o 110,45 + 2527 + 11,34 + 41,07 + 84,5 _ 27263
31 31

5=4+/8,79 =2,9

=8,79.

Cuanto mayor sean la varianza y la desviacion tipica, més dispersos estaran
los datos.

~

-

5.6 Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion, CV, se emplea para comparar la dispersion de
distribuciones que tienen diferentes medias y distintas desviaciones tipicas.
Se calcula con la expresion:

CV =

x| } g
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Realiza todas las actividades en tu cuademo )

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o La tabla muestra las estaturas de 40 funcionarios de
& unaempresa.

Estatura (m) Niimero de funcionarios
[1,46; 1,53) 4
[1,53;1,60) 9
[1,60; 1,67) 10
[1,67;1,74)
[1,74,1,81)
Tabla 6.17

a. Determina el rango del conjunto de datos.

b. Calcula la desviacion con respecto a la media de
cada intervalo y escribe cual esta mas alejado de
la media.

¢. Halla la varianza y la desviacion tipica.
Ejercitacion
o Se tienen dos distribuciones cuyos datos son los
| siguientes:
Distribucion A:
9,532126492381,3542632567
Distribucion B:
Vo L30275,6, 7, 25,4312, 175, 78,9 921
a. Halla el rango de ambas distribuciones.

5. Halla la media aritmética y la desviacion tipica
de ambas distribuciones.

c. Calcula el coeficiente de variacion para discernir
cual de las dos distribuciones tiene los datos
mas concentrados.
Ejercitacion
o Dada la distribucion estadistica definida por la tabla
M 618
X; (0,5 [510) (10,15) [1520) [20,25) [25 30)

j’; 5 6 8 il 1 13
Tabla 618

2. Calcula la media, la mediana y la moda.
b. Halla la varianza y la desviacion tipica.
Ejercitacion
o Considera los siguientes datos: 3, 8, 4, 10, 6, 2.
< 2. Halla la media y la varianza.

b. Si cada nimero se multiplica por 3, obtén su me-

® dia y varianza a partir de los resultados anteriores.

Resolucion de problemas

o Se dan dos conjuntos de datos.

e AN, 3.5 7,9

B:1,5,10,15,30

Sin necesidad de hacer ningtn calculo, ;cual de los
dos conjuntos tiene mayor dispersion?

o Las tablas 6.19 y 6.20 muestran los resultados de
& dos laboratorios cuando analizan la cantidad de
residuos secos en el agua potable (mg/L).

Laboratorio A
7 g
(8 10) 15
(10, 12) 8
[12;14) 7
(16, 18) 6
(18; 20) 24
Tabla 6.19

Laboratorio B

Residuos fk
Secos
(8 10) 30
[10;12) 8
[12;14) 11
[16; 18) 4
[18; 20) 4

Tabla 6.20

Se elegira el laboratorio que tenga resultados que
presenten menos variabilidad en sus datos. ;Qué
decision consideras que es la mas adecuada? Justi-

fica tus respuestas.




Pensamiento aleatorio

ssssansne
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Saberes previos

Segln Fedearroz el precio de un ki-
logramo de arroz oscilé asi: en sep-
tiembre de 2015 costaba $ 3048,
en joctubre, $ 3097, en noviembre

5

€sd

3136 y en diciembre, $ 3136. Si
tendencia se mantuvo, jcual

pudo haber sido el precio de un

ki

lo de arroz en enero de 20162

Analiza

brecio promedio de venta de

gasplina durante los Ultimos seis
meges de 2015 y los primeros seis
meses de 2016 en Villavicencio se
muestra en la Tabla 6.21.

Mes Precio de
venta ($)
Julio 818877
Agosto 8212
Septiembre 8141,1
Octubre 80369
Noviembre 7 9046
Diciembre 7818
Enero 7822
Febrero 7718
Marzo 761235
Abril 7 699
Mayo 7 803
Junio 7 803
Tablz 621

+ Canstruye una grafica que permi-

tal observar y analizar el compor-
tamiento del precio de venta de
la|gasolina.

"ssssqdesnssnsnans Sssssssssnsns sesnmmsnns

Tendencias y analisis de comportamiento

Para determinar los cambios en el precio de la gasolina en los doce meses, se
halla la media de los datos y se construye una gréfica que permita observar la
variacion de los datos con respecto al tiempo (Figura 6.3).

Precio de
venta (%)

8300 -
8200
8100 ~
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7800 . . . .
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Figura 6.3

La linea horizontal roja corresponde a la media de los datos.

Cada punto de la grafica es un comportamiento.

Se observa, ademas, que de julio a agosto de 2015 hubo un aumento; de agos-
to de 2015 a marzo de 2016 hubo una serie de disminuciones consecutivas, y
de marzo a junio de 2016 hubo una serie de aumentos consecutivos.

Para construir graficas de comportamiento se deben seguir estos pasos:
1.° Decidir qué se va a medir.

2.° Determinar el periodo de tiempo a medir, los intervalos en que se va a divi-
dir este periodo y el promedio de los datos.

3.° Trazar dos ejes perpendiculares. En el eje vertical, marcar las frecuencias de
cada dato y, en el eje horizontal, los periodos o intervalos de tiempo.

4.° Relacionar cada dato con su frecuencia y unir los puntos mediante lineas.

5.° Trazar una linea horizontal que corresponda a la media de los datos. Fsta se
llama linea media.

6.° Buscar tendencias y comportamientos.

Un comportamiento puede ser el punto de un dato individual o una serie
de puntos de datos consecutivos que estan al mismo lado de la linea media.

Una tendencia es una serie de aumentos o disminuciones consecutivas.

MATEMATICAS © LAROLISSE
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Actividades de aprendizaje

SR Eiemplo |

@Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

En la Figura 6.4 se muestran las ventas (en millones de pesos) de juguetes
para la temporada navidefia durante las tltimas ocho semanas del afo.

Ventas
(en millones de pesos)

100
80

60

40

20

0 T 1 T T T T

45 a6 47 48 49 50 51

Semana

del afio

52

Figura 6.4

En ella se observan los siguientes comportamientos y tendencias:

« Hay cinco comportamientos por debajo de la linea media y tres por enci-

ma.

L

« La tendencia del comportamiento de las ventas de juguetes en la tempora-

da navidena incrementd notablemente en las Ultimas seis semanas.

Resolucion de problemas

0 En una finca ganadera de Bolivar se estudio la pro-
w duccion anual de leche (en litros) de 5000 vacas du-
rante 10 afios para determinar los factores que influy-
en en la obtencion del producto y tomar acciones.

Los resultados se muestran en la Tabla 6.22.

Afio Leche (L)
2007 24000
2008 32 000
2009 39 000
2010 27 000
2011 50 000
2012 40 000
2013 52 000
2014 47 000
2015 49 000
2016 45 000 Tabla 6.22

Construye una grafica de comportamiento y esta-
blece si hay alguna tendencia en los datos.

Evalvacion del aprendizaje

a Observa la Figura 6.5 y plantea un problema que
& involucre la informacion de ella.

6

&

a. Determina qué se pudo haber medido.

b. Escribe cudl fue el periodo y los intervalos de
tiempo analizados.

. Determina el valor aproximado de la media
de los datos relacionados.

d. Describe las tendencias y comportamientos
del problema que planteaste.

T T T T T I I I T
] W i) B ko) © \ kel )

el = = ] e ~r] L] 5
QF QF QF @Y QR Qo e

Figura 6.5
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Se|sabe que para cultivar cacao
la [temperatura minima debe ser
23? Cy la 6ptima es 25° C. ;Cémo
crees que se llegd a esta conclu-
sidn? Menciona tres municipios de
Colombia en la que serfa exitoso
un cultivo de cacao.

- En|una investigacion agricola en la

: que se realizaron cinco repeticio-

: nes de cuatro semillas cada una, se
: evalué el nimero de semillas de
. café germinadas al aplicar diferentes
tratamientos.

: S| el ensayo se realizé bajo la es-

tructura de un disefio experi-
mental aleatorio, jcuales son los
factores, niveles y tratamientos
que se pudieron haber tenido en
cuenta en este?

Diseiio de experimentos aleatorios

Algunos posibles factores que intervinieron en el experimento pudieron ser: el
tipo de sustrato (suelo), el acondicionamiento de las semillas, los fertilizantes,

entre otros.

Los niveles del tipo de sustrato pudieron haber sido tierra, arena, grava, cascari-
lla de arroz, etc. La preparacién de las semillas se pudo dar por remojo en agua,
escarificacion (técnica para remover la capa exterior de la semilla), aplicacion
de calor seco, entre otros. Dentro de los fertilizantes, se pudieron utilizar abo-

NOS Organicos e inorganicos.

Los posibles tratamientos aplicados a las semillas se forman por la combina-
cion de cada factor con cada nivel. Esto se puede representar mediante el dia-

grama de arbol de la Figura 6.6.

Acondicionamiento Fertilizante

: Abono orgénico
Remojo en agua < o
Abono inorgéanico

Sustrato

. L Abono organico
Tierra Escarificacion

Abono inorganico

Abono orgénico
Color seco . -
Abono inorganico

; Abono organico
Remojo en agua i .
Abono inorganico

o Abono organico
Arena Escarificacién

Abono inorgénico

Abono organico
Color seco . s o
Abono inorganico

Abono organico
Abono inorganico

o Abono organico
Grava Escarificacion

Abono inorganico

Abono organico
Color seco .
Abono inorgénico

_ Abono organico
Remojo en agua . 5 5
Abono inorganico

Cascarilla Abono organico

Escarificacion
de arroz

Abono inorganico

Abono organico
< Abono inorganico

< Remojo en agua

Color seco

Tratamiento
T

1

T

2

E

3

Figura 6.6

Del diagrama de arbol se puede decir que el tratamiento T, esta compuesto
por arena, semilla remojada en agua y abono orgénico. Asi mismo, se pueden

definir los demas tratamientos.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Un disefio experimental es el procedimiento de planeacién y conduccion
de experimentos con el objetivo de obtener conclusiones validas y objetivas
sobre un problema planteado.

Inicia con la formulacién de un problema de investigacion y la definicion de los
factores de disefio, de los niveles de cada factor y de los tratamientos a aplicar.

-
Una empresa textil antioquefia utiliza diversos telares para su produccion.
Puede existir una variacion significativa en la resistencia de los tejidos debida
a la utilizacién de distintos telares. La empresa cuenta con 5 tipos de maqui-
nas con los que analiza la resistencia de la tela.

Este experimento se realiza en orden aleatorio y los resultados se muestran en
la tabla 6.23.

En este experimento, se han considerado 5 tipos de telares y se han realizado
6,5, 5 4y 6 determinaciones de la resistencia de tela manufacturada con
cada uno, respectivamente.

Telares Resistencia
1 51 49 50 49 51 S0
2 56 60 56 56 57
3 48 50 53 44 45
La variable de interés en la situacion: La resistencia de la tela. 4 |47 4849 @4
Factores de disefo: Los telares. 5 43 43 46 47 45 46

i Figura 6.23
Niveles del factor: 5 igu

Los tamafios de las muestras son distintos o no balanceados.

Actividades de aprendizaje .
Razonamiento Evalvacion del aprendizaje

;Por qué es importante realizar repeticiones en un . )
o rorg P i 0 En un estudio para evaluar el efecto de un medi-

@ experimentos & camento contra la diabetes, se urilizaron ratas de
Resolucién de problemas laboratorio a las que se les aplicé diferentes dosis
del mismo (10 ml, 15 mly 20 ml).

a. §Cudl es la unidad experimental?

b. ;Cudl seria un grupo control en el experimento?
. ;Cual es el factor de disefo?, jcuales son sus

,

o En un estudio clinico se van a evaluar diferentes tra-

@ tamientos para una enfermedad de la piel en una
muestra de 1 000 personas. Los tratamientos pro-
puestos fueron:

_ . . L niveles? 3
- Crema hidratante e hidratacion cada dos horas.
« Crema hidratante e hidratacién cada cuatro horas. \D‘\Qﬂta\
« Crema hidratante e hidratacion cada ocho horas. 6‘“
.id(\
. ) O
Disefia el experimento con los datos dados, para ello o
determina los factores y los niveles de cada factor y D
define un grupo control, el nimero de repeticiones & Retinete con dos compafieros y propon un di-

y el nimero de individuos por cada repeticion. seflo experimental para evaluar la eficacia de

- ; : : g los microorganismos en la descontaminacion
o Disefia un experimento aleatorio con la siguiente

# ) i i de un cuerpo de agua. Define:
2 @ informacién: una compania algodonera que em-

< : . . 4 :

o plea diversos fertilizantes desea comprobar si estos Las variables.

% tienen efectos diferentes sobre el rendimiento de la - El tipo de muestra.

ol

=

=

¢  semilla dealgodon. - El experimento que realizarfas. '
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Saberes previos

En
gat
dd

la Universidad Nacional de Bo-
4, se asigna un 2 % de los cupos
cada programa curricular a los

m|embros de las comunidades in-
digenas. Si a arquitectura ingresa-
ron 70 estudiantes, ;qué parte del
total son indigenas?

......................................

Y naiza’

: Se|construye el dado de la Figura
: 6.7

: 6.7y se definen los sucesos A: “ob-
: temer numero impar” y B: “obte-
: nef ntmero par”.

2

1 1 1 3
2 Figura 6.7
« Determina P(A), P(B), AUBYy
P{AU B).

Reglas de probabilidad

Para determinar las probabilidades indicadas, se analiza cada suceso.
En el dado, hay cuatro posibilidades de seis para obtener un nimero impar.

Estas son: 1,1, 1y 3.Por lo tanto, P(A) = 7 = 2.
Para obtener un nimero par, se observa que en el dado hay dos caras de seis
que contienen numero par. Estas son: 2 y 2. Es decir, P(B) = % = —;—

El suceso A U B se interpreta como “obtener un niimero par o un ndimero im-
par”. Este suceso equivale al espacio muestral, es decir, A U B = E. Como en el
dado hay nimeros pares e impares, hay seis posibilidades de seis para obtener
uno de estos nimeros.
8.1 Sucesos compatibles e incompatibles
SIAy B son sucesos del mismo experimento aleatorio y:
+ AN B =, entonces A y B son sucesos incompatibles.
*A N B # &, entonces A y B son sucesos compatibles.

Se llama probabilidad a una ley (funcién o aplicacién) que asocia a cada su-

ceso A de un espacio de sucesos un nimero real que se llama probabilidad
de Ay se representa por P(A), que cumple los siguientes axiomas:

1.° La probabilidad de un suceso cualquiera estd entre 0 y 1,
0<PA)<1
2.° La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad:
P(E)=1

32 La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles es igual a la
suma de las probabilidades de cada uno de ellos:

P(AU B) = P(A) + P(B) (Ay Bincompatibles)

8.2 Consecuencias de los axiomas

- La probabilidad del suceso A, contrario de A, se calcula como
P(A)=1— P(A).
Como AU A =Eyademas Ay A son incompatibles, resulta:
1= P(E)=P(AU A) = P(A) + P(A),de donde P(A) = 1 — P(A).
- La probabilidad del suceso imposible es cero. Es decir: P(&) = 0.

Como el suceso imposible es el contrario del suceso seguro y P(E) = 1, apli-
cando el resultado anterior se obtiene:

P@)=P(E)=1—P(E)=1—1=0
Este resultado se puede generalizar a n sucesos incompatibles:
SIATA, ..., A son nsucesos incompatibles dos a dos, entonces:
PAUA,U.UA)=PA)+PA)+.+PA)

MATEMATICAS € LAROUSSE
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4 2
P(A)=_f§ =§

Entonces, la probabilidad del suceso contrario es:

A=1-2=1
P(A)="1 3~ 3

caiga un nimero menor que 5.

o oo 2|

P(A)es:

P(A) = 3%0 = 0023

pania.
b

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Se lanza un dado clbico con las caras numeradas del 1 al 6. Al calcular la
probabilidad del suceso A: “obtener un niimero menor que 5" se tiene que:

En este caso, se puede pensar que si fuera un juego, es mas probable que

Una empresa que fabrica teléfonos maéviles tiene comprobado que de cada
300 teléfonos que fabrica, siete tienen algin defecto. Si una persona com-
pra un teléfono de esa compafifa, las probabilidades de que sea defectuoso

El suceso “el teléfono no es defectuoso” es el contrario que el anterior, asi que

P(A) = 1 — 0023 = 0976. Por lo cual es confiable comprarle a la com-

Razonamiento
o En una urna hay ocho bolas azules y blancas; la
® probabilidad de sacar una bola azul es ;é-
a. ;Cudl es la probabilidad de sacar una bola blanca?
b. ;Cuantas bolas blancas contiene la urna?

c. ;Cual es la probabilidad de sacar una bola
amarilla?

o Sila probabilidad del suceso A es 0,3, halla la proba-
® bilidad de A.

Ejercitacion
o Se lanza dos veces un dado clbico, con sus caras
& numeradas del 1al 6. Calcula:

a. La probabilidad de obtener 6.
b. La probabilidad de no obtener 6.

c. Si participaras en este juego, jqué podrfas prede-
cir de los resultados?

]

o De una baraja espafiola de 40 cartas, se extrae una
11 carta. Halla la probabilidad de:

a. Extraer una carta que sea un as.
b. Extraer una carta que no sea un as.

c. Extraer un as o un rey.

Evalvacion del aprendizaje

0 Un grupo de estudiantes esta conformado por ca-
#& torce nifios y doce ninas. Considera los sucesos:

A: "seleccionar dos nifios”.
B: “seleccionar dos nifas”,

a. Halla el suceso A U By su probabilidad.

b. Calcula P(A).




Pensamiento aleatorio

Saberes previos

Sise lanza un dado, jes mas proba-

blg que caiga mostrando un mul-

tiplo de 2 o uno de 37 Explica.

r

......................................

Y ineiza

¢ Selconsidera el experimento aleato-
¢ rio
cubico y los sucesos A: “obtener
: una puntuacién par" y B: “obtener
: una puntuacion inferior a tres”.

que consiste en lanzar un dado

: « Calcula la probabilidad de obte-

er una puntuacién par o infe-

nor a tres.

Probabilidad de la union de sucesos

Para calcular la probabilidad de AU B se determinan los elementos que perte-
necen a la uniéon de Ay B.Estoes A U B = {1, 2, 4, 6}.

Como hay cuatro casos favorables de seis casos posibles, entonces:

P(AUB)=%

9.1 Probabilidad de la uniéon de sucesos incompatibles

La probabilidad de la unién de n sucesos incompatibles dos a dos es la
suma de las probabilidades de estos sucesos. Es decir:

PA,UA,U.UA)=P(A)+P(A)+.+P(A)

En un dado con tres “1”, dos “2" y un "3"se definen los sucesos C: “obtener el
namero 1"y D: “obtener el nimero 3",

- - -

Las probabilidades de cada suceso son:
3 1
PO =— —_—
©=— E
Los sucesos Cy D son incompatibles, pues C N D = &. Por lo tanto, la proba-

bilidad del suceso C U D: “obtener el nimero 1 o el niimero 3" es:

PID)=

P(CUD) = 2 £ ; - 2

-

-

9.2 Probabilidad de la uniéon de sucesos compatibles

La probabilidad de la unién de dos sucesos compatibles Ay B es igual a la
suma de las probabilidades de cada uno de ellos menos la probabilidad del
suceso interseccion. Es decir:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

-
Para calcular la probabilidad de obtener una nimero par o inferior a 3 en el
lanzamiento de un dado convencional, se consideran los sucesos A: “obtener
un ndmero par” y B: “obtener un ndmero inferior a 3"
Como A =1{2,4,6}y B ={1,2},se tiene que P (A) = %y P(B) = %
También se sabe que A U B = {1, 2, 4, 6}, por lo cual P (AU B) = <
Ya que los sucesos A y B son compatibles, pues A N B = {2}, entonces
P(ANB) =%. Luego, se verifica que:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

4 _3,2 _ 1
6 6 6 6
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Realiza todas las actividades en tv cuademo)

En una urna hay diez bolas numeradas del 1 al 10. Se extrae una bola al azar,
se anota su nimero y se consideran los sucesos A: “salir una bola con ndme-
ro impar’, B: “salir una bola con un nimero primo” y C: “salir una bola con un
nimero multiplo de tres”. Para determinar las probabilidades de los sucesos
AU B,A U CyB U Cse hallan los elementos que forman los conjuntos A,
By Cy sus respectivas intersecciones. Esto es:

A=1{1,3579 B=1{2357} C=1{369
ANB={357 ANC=1{309 BN C=1{3}

Como no hay parejas de sucesos incompatibles, las probabilidades son:
5 4 3 6
= + = —
Pl e 10 10 10 10
5 3 2 6

= -} - =
PAUO 10 10 10 10
4 3 1 6

= - o —
PEUL 10 10 10 10

£

Actividades de aprendizaje .
Razonamiento Evalvacion del aprendizaje

0 De los 39 estudiantes de una clase, 16 escogieron

& como idioma el francés, y 27, el inglés. Nueve es-
tudiantes eligieron ambos idiomas y el resto no
escogid ninguno de ellos. Si se elige al azar a un
estudiante de dicha clase, halla las siguientes pro-
babilidades.
a. Escogio francés.
b. Escogio inglés.
c. Escogié ambos idiomas.
d. Escogio francés o inglés.

o Se lanza un dado clbico, con sus caras numeradas e. Escogio francés, pero no ingles.

ol del1al 6,y seanota su puntuacion. . =

Se consideran los sucesos: 52\,,ua|idad yla Ciy,

o Se extrae una carta de una baraja espanola. Consi-
.| dera los siguientes sucesos:

A: “salir una figura”.

B: “salir un as"

C: “salir una carta del palo de espadas”.

a. ;Son Ay B incompatibles? Calcula P(A N B).
b. ;Son Ay C compatibles? Calcula P(A U C).

Razonamiento

. y ; 2
A: “salir un nimero par”. \
P o®

%, %

B: “salir un nimero que es un divisor de 12", B

, : N
2. iSon Ay B sucesos incompatibles? O

MATEMATICAS © LAROUSSE

b Calcula la probabilidad de A M B.

Resolucion de problemas

o Calcula la probabilidad de P(A U B) y P(A N B),

.1 sabiendo que P(A U B) — P(A N B) = 04, que
P(A) = 06yque P(B) =08.

>
L.y Segln el Instituto colombiano de bienestar fa-
[ = ; ;
& miliar (ICBF) en nuestro pals se registran 408 na-
cimientos diarios cuyos padres estan en edades
entre los 10 y los 19 afios.

;Consideras que esta edad es adecuada para

tener hijos?



Pensamiento aleatorio

: . |

Siberes previos

Sd

sabe que muchos fumadores

sufren de hipertension. ;Significa
eso que si alguien es hipertenso es
fumador? Explica tus argumentos.

W oz
La
: dg
: o
cas segln si aprobaron o reproba-
. rony el género del estudiante.

Tabla 6.24 muestra los resulta-
s de 25 estudiantes de grado
ce en un examen de matemati-

A: X:
Varones Mujeres

: B:
: Aprobados 9 8 17
. E:
: Reprobados 6 2 8
: 15 10 25

Tabla 6.24

Halla P(B/A).

.......................................

Probabilidad condicionada

Cuando dos eventos son dependientes; es decir, cuando la realizacién de un
evento condiciona la del otro, se utiliza el concepto de probabilidad condi-
cional o probabilidad condicionada para denominar la probabilidad de ocu-
rrencia del evento relacionado. La expresion P(B/A) indica la probabilidad que
ocurra el evento B, si el evento A ya ocurrié. Se debe tener en cuenta que “B/A”
no es una fraccion.

La forma de clasificar los datos mediante el empleo de tablas de doble entrada
(Tabla 6.23) se denomina tabla de contingencia. Obteniendo las frecuencias
relativas y teniendo en cuenta que la frecuencia relativa de un suceso, tras una
larga serie de pruebas, tiende a la probabilidad, se obtienen las probabilidades
de los siguientes sucesos.

A: “ser hombre” = P(A) = %g B: “haber aprobado” = P(B) = ;—g
A M B: "ser hombre y haber aprobado” = P(A N B) = %
B/A:"haber aprobado condicionado a ser hombre” se denomina B condiciona-
do al suceso A. La probabilidad de este nuevo suceso es P(B/A) = %
A partir de las frecuencias obtenidas se verifica la siguiente igualdad.
9
P(ANB) _ 25 _ 9
P(BIA) = —— =L =2 = 2
) P(A) 515
29

Se llama probabilidad condicionada del suceso A respecto al suceso B, y se
denota por P(A/B), al siguiente cociente:

P(ANB)
P(B)
De estas dos relaciones, se obtiene la llamada férmula del producto:

P(A/B) = siP(B) # 0

P(ANB)=P(A)-P(B/A) P(ANB)=P(B)-P(A/B)

Se extraen dos cartas de una baraja espafiola. La probabilidad de que sean
dos reyes si se devuelve la primera carta a la baraja, o si no hay devolucion,

se halla como se muestra a continuacion.

Primero se consideran los sucesos R, = “sacar rey en la primera extraccion’,
R, = “sacar rey en la segunda extraccion”. Luego si la extraccidn es con devo-
lucién, los sucesos R, y R, son independientes; por tanto:
4 4 1
PR NMR)=PR)}-PR)= — - — = —
( ! 2) ( 1) ( 3) 40 40 100
Por otro lado, si la extraccion es sin devolucion, los sucesos R,y R, son de-
pendientes; se tiene que:
4 3 1
PR NAR)=PR) PR/R)= —+ = = —
®, ) R+ PR/ R,) 40 39 130

MATEMATICAS £ LAROUSSE
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§ iemplo2

P(A N B) =02
P(AN 02 ~
P(A/B) = %l = =06

ANB)NA) _ 02

i
]
I
1
I
I
1
I
I
I
i
I
I
i
1
1
1

~ P(A) 6

Por otro lado, P((A N B)/A) = P((ANB)NA) _ 02 _

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo )

En un experimento se sabe que P(A) = 0,6; P(B) = 0,3y P(A U B) = 0,7. Con
estos datos se puede calcular P(A/B) y P((A N B)/A) de la siguiente manera:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B) =07 = 06 + 03 — P(A N B)

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o En un pueblo se somete a sus vecinos a votacion
& sobre la instalacion de una antena de telefonia. Los
resultados se muestran en la Tabla 6.25.

A: Hombres A:Mujeres

B: Si 37 303 620
B:No 223 314 537
540 617 1157
Tabla 6.25
Seieleccigna al azar un vecino. Halla P(A), P(A/B),
P(B)y P(B/A).

o El 60% de los estudiantes de un instituto aprobaron
® filosoffa, y el 70% aprobaron matematicas. El por-
centaje de estudiantes que aprobaron filosoffa ha-
biendo aprobado matematicas es del 80%. Si Juan
sabe que ha aprobado filosoffa, ;qué probabilidad
tiene de haber aprobado tambien matematicas?
Ejercitacion
o En un experimento se sabe que P(A) = 05
A P(B)=07yPA U B)=085. Calcula:
a. P(A N B) b. P(A/B)

¢ P(B/A) d. P(A/(A N B))
Resolucion de problemas

Se tiene una urna con quince bolas negras y diez

@ blancas, y se realizan dos extracciones sucesivas de
una bola. Halla la probabilidad de que las dos bolas
sean blancas en los siguientes casos.

a. Con devolucién a la urna de la primera bola
extraida.

® b. Sin devolucion.

i
El 80% de los dias, un estudiante es llevado en au-

& tomovil a la facultad. Cuando lo llevan en auto llega
tarde el 20% de los dias. Cuando no lo llevan, llega
temprano a clase el 10% de los dias. Esta informa-
cion se representa en la Figura 6.8.

0,20 Llega tarde
0.80 Auto

A

0,80 No llega tarde

0,90 Llega tarde
020 \ Noauto <

0,10 No llega tarde
Figura 6.8

Con base en el diagrama de arbol y utilizando la re-
gla del producto, determina:

a. La probabilidad de que el estudiante llegue pun-
tual a clase y lo hayan llevado en automovil.

b. La probabilidad de que llegue tarde a clase.

c. Si ha llegado temprano a clase, ;cudl es la proba-
bilidad de que no lo hayan llevado en auto?

Evalvacion del aprendizaje
4

Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia.

& La probabilidad de que pase la primera prueba es
de 0,6, que pase la segunda es de 0,8, y que pase
ambas es de 0,5.

a. jCudl es la probabilidad de que pase al menos
una prueba?

b. ;Cuadl es la probabilidad de que pase la segunda
prueba en caso de no haber superado la primera?

®




Pensamiento aleatorio

Suberes previos

Supén que lanzas dos monedas.
;Es probable que ambas caigan en
cara?

¢ Seltiene una balotera con 20 bolas
: negras y quince bolas blancas; se
: realizan dos extracciones sucesivas
: deluna bola.

: » Halla la probabilidad de que las

dos bolas sean blancas si se de-
vuelve a la urna la primera bola
extraida y si no hay devolucion.

Con devolucién
1.2 Extraccion 2.2 Extraccign

15

35—
15 B<
35 20 N

35

Sin devolucién
1.7 Extraccion 2. Extraccion

14

34 B
5 B<

35 20 N
34

Sucesos dependientes e independientes

Figura 6.9

Figura 6.10

N Figura 6.11

Para hallar la probabilidad de que las dos bolas extraidas de la urna sean blan-
cas cuando hay o no devolucién, es necesario definir los siguientes sucesos:

B.: “obtener bola blanca en la 1.2 extraccién”.
B.: “obtener bola blanca en la 2.2 extraccién”.

« Sila bola se devuelve a la bolsa después de la primera extraccién, la compo-
sicion de la urna antes de la segunda extraccion es igual que al empezar el
experimento. Por tanto, la probabilidad de obtener una bola blanca seré la
misma tanto en la primera como en la segunda extraccién. (Figura 6.10).

. 1515 _ 8

P(B,NB)=P(B,-P(,/B)=PB) PB)= 2 2 = =

En este caso, la realizacion del suceso B, no condiciona la realizacién del su-
ceso B, y, por tanto, se dice que los sucesos B, y B, son independientes.

Conviene observar que P (B, /B,) = P(B,).
» Sila bola no se devuelve después de la primera extraccién, la urna en la se-

gunda extraccion esta compuesta por 20 bolas negras y catorce blancas. Las
probabilidades en este caso se muestran en la Figura 6.11, con lo que:

15 14 _ 3
PB/N8)=P@) P /B)= 2 =2

En este caso, la realizacion del suceso B, condiciona la del suceso B, y, por
tanto, se dice que los sucesos B, y B, son dependientes.

Conviene observar que P(8, /B,) # P(B,).

Dos sucesos A y B son independientessi P(B) = P(B/A).
Dos sucesos A y B son dependientes si P(B) # P(B/A).

Otra forma de caracterizar la independencia de sucesos es la siguiente:

_ PlAN B
PIB/Al = Tha L= P(B) = ﬂ% = P(AU B) = P(A) - P(B)
PB/Al = P(B)

Del mismo modo, tres sucesos A, By C son independientes si se verifica que:

a. P(A M B) = P(A) - P(B), P(A N C) = P(A) - P(C),P(B N C) = P(B) - P(C), es
decir, si son independientes dos a dos.

b.P(AN BN C)=P(A) - P(B) - P(CO)

Y esta definicion se puede generalizar a n sucesos.
La independencia de varios sucesos conlleva la de muchos més, ya que, por

ejemplo, si A y B son dos sucesos independientes, también lo son Ay B, Ay
Bo A y B.

MATEMATICAS © LAROUSSE
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Actividades de aprendizaje

]} Realiza todas las actividades en tu c:uadema_)

Ejercitacion
o Se extraen dos cartas de una baraja espafiola.

@ Halla la probabilidad de que sean dos figuras (sota,
caballo o rey) en los siguientes casos:

a. Con devolucion.
b. Sin devolucion.
Razonamiento

o Se lanza dos veces una moneda equilibrada. Se lla-
& ma A al suceso “salir cara en el primer lanzamiento”;
B, al suceso “salir cara en el segundo lanzamiento”, y

C, al suceso “en total aparecen una cara y un sello”.

a. ;Son A, By Cindependientes dos a dos?

b. ;Son independientes los tres sucesos?
Resolucion de problemas

o La ruleta de un casino consta de 37 casillas, nume-
& radas del 0 al 36, la casilla del 0 es verde y las demés
se distribuyen entre negras y rojas, como se observa

en la Figura 6.12.

Puesta en marcha la ruleta, se consideran los
SUCESOS:

A: "el resultado es un nimero del 1al 9"
B: “el resultado es un ndmero par”.

C: "el resultado es un nimero rojo”.

a. Halla la probabilidad P(C — A).

b. Halla la probabilidad de obtener un nimero del
12l 9, sabiendo que es rojo.

c. ;Son independientes los sucesos A y B? ;Y los
sucesos Ay (7

o Los ciudadanos de un municipio votaron Si o No a
@ una determinada propuesta que realizo su alcalde.
Los resultados por porcentajes vienen reflejados en

la Tabla 6.26.
Hombres Mujeres
Si 25% 40% 65%
No 30% 5% 35%
55% 45% Tabla 626
;Son los sucesos A: “ser hombre” y B: “votar Si” inde-
pendientes?

Evalvacion del aprendizaje

0 Una clase tiene 24 estudiantes y todos ellos cur—W

#& san inglés y matematicas. La mitad aprueban in-
glés, 16 aprueban matematicas, y cuatro reprue-
ban inglés y matematicas.

a. Realiza una tabla de contingencia con los resul-
tados de esta clase.

b. Calcula la probabilidad de que, al elegir un estu-
diante de esta clase al azar, resulte que aprueba
matematicas y reprueba inglés.

¢. En esta clase, json independientes los sucesos
“aprobar inglés” y “aprobar matematicas”?

Q’bc’ d
b\'_) Existen diferentes frases sobre el respeto, por
W ejemplo: “Si quieres que te respeten, respeta a los
demas”. ;Crees que en esta frase hay alguna rela-
cion de dependencia? ;Cémo las personas pue-
den ganarse en respeto de las otras personas?




Pensamiento aleatorio

Probabilidad compuesta o de la interseccion de
sucesos

Saberes previos

Si ge tiene una caja con tres bolas
blancas y dos rojas, jcudl es la pro-
babilidad de sacar al azar una roja?

W inaiza)

¢ Se [anza un dado cibico con las
car@s numeradas del 1 al 6 y se
: extfae una bola de una urna que
: contiene tres bolas rojas y dos
: azules.

: « Se consideran los sucesos A: “ob-

tener un 4, B: “extrager una bola
roj@” y C “salir un nimero par”.
alcula la probabilidad de obte-
ner un 4y extraer una bola roja y
la| probabilidad de obtener un nd-
mero par y extraer una bola azul.

M

........................................

/2
3
s 3
- % 5 Roja
R <
2 Azul
5
5
Figura 6.13
6

Fas1 HIVS
af
&
£

a1 [3V]

3
5 _—Role
_g. Azul  Figura 6.14

El experimento de la situacién inicial es compuesto ya que esta formado por
dos experimentos simples: lanzar un dado y extraer una bola de una urna. Ade-
mas, estos experimentos son independientes, es decir, el resultado de cualquie-
ra de ellos no influye en el otro.

12.1 Probabilidad de la interseccion
de sucesos independientes

La mejor forma de describir el espacio muestral es hacer un diagrama de arbol.
Si, ademés, sobre cada rama del arbol se indica su probabilidad, se tiene que
la probabilidad de un camino es igual al producto de las probabilidades de las
ramas del camino.

Con base en las figuras 6.13 y 6.14 es posible calcular la probabilidad de los
sucesos A M By C N B de la siguiente manera.

» AN B:"obtener 4 y extraer bola roja” = P(A N B)= g

» CM B :"obtener un nimero par y extraer bola azul"

Este resultado se puede extender al caso general de un experimento compues-
to formado por n experimentos aleatorios independientes dos a dos.

Considera un experimento compuesto formado por n experimentos aleato-
rios independientes dos a dos. Sean A A, ..., A, 1 sucesos correspondientes
cada uno de ellos a cada uno de los experimentos aleatorios. Entonces:

PANAN . NA)Y=PA) PA): ... PA)
La probabilidad de este tipo de sucesos es el producto de las probabilidades

de las ramas del diagrama de arbol que forman el camino que da lugar al
resultado buscado.

12.2 Probabilidad de la interseccion
de sucesos dependientes
La probabilidad de sucesos independientes también corresponde al producto

de las probabilidades de las ramas del diagrama de arbol que forman el camino
que da lugar al resultado buscado.

Se considera un experimento compuesto formado por n experimentos alea-
torios dependientes. Sean A, A, ..., A , n sucesos correspondientes cada uno
de ellos a cada uno de los experimentos aleatorios. Entonces:

PANAN ... NA)=PA) PAIA) ..PA IANAN..NA _)

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad
compuesta.

MATEMATICAS © LARCUSSE
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

-
En una urna hay seis bolas azules y cuatro naranjas. Se realizan tres extrac-
ciones sin reemplazamiento. Para hallar la probabilidad de extraer tres bolas
naranjas se debe tener en cuenta que los sucesos son dependientes, ya que
la composicién de la urna para la segunda y tercera extraccion depende del
resultado de las extracciones anteriores. Se consideran los siguientes sucesos:

A.: “extraer una bola naranja en la primera extraccion’”
A;: “extraer una bola naranja en la segunda extraccion”
A, "extraer una bola naranja en la tercera extraccion”.

A partir del diagrama de arbol de la Figura 6.15 se puede calcular facilmente
la probabilidad pedida:

I
1
1
1
[
1
H
1
1
[
i
i
I
1
1
1
1
1
1
I
1
1
[
1 1.% Extraccién 2.7 Extraccion 3.7 Extraccion
1
1
1
1
1
1
I
[
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
]

£ - =4 3.2_1
g~ Naranja = P(A,NA,NA,) = TR T
3 Naranja
9
6 ™ Azul
Nararja 8
4
10 6
) Azul
£
10
Azul Figura 6.15
\- -— -
Actividades de aprendizaje
—»
Razonamiento Resolucion de problemas
Se extraen cuatro cartas de una baraja espafiola. Ha- o Pablo, Juan y ocho amigos mas se sientan al azar en
@ lla la probabilidad de que las cuatro cartas sean del @& torno a una mesa circular. Calcula la probabilidad
mismo palo en cada caso. de que Juan y Pablo estén sentados juntos.

a. Con devolucién de la carta a la baraja.

b. Sin devolucion. Evalvacion del aprendizaje

o Las maquinas A y B producen 50 y 250 piezas por ‘ B )
@& hora, con un porcentaje de fallos del 1% y del 10%, o Un floricultor exporta el 69% de su produccion, y
respectivamente. Se tiene mezcladas las piezas que * resoto lo vende en la nacion. De las exportada{s,
se han fabricado en una hora y se elige una al azar. el 80% son rosas y de las que se venden en el pais,
age . - 9, i ; 4
Halla la probabilidad de que haya sido fabricada por =115 500 o= Si se escoge una flor al azar, ;cual
la maquina By no sea defectuosa. es la probabilidad de que sea rosa?
Ejercitacion o Para elegir dos representantes de un curso, se in-
De dos sucesos A y B se sabe que son independien- #& troducen papeletas con cada uno de los nombres
) & tes, Ef|ue la probabilidad de que ocurra uno de ellos de quince nifios y doce nifas. ;Cuél es la probabil-
: es = yque la probabilidad de que ocurran ambos idad de que el primer representante seleccionado
3 ' ] B sea un nifio y el segundo representante sea una
8 simultdneamente es T Halla las probabilidades de il
3
g A Y B. \

@



Practica mas

Estadistica

Caomunicacion

? En una cadena de centros comerciales trabajan 150
personas en el departamento de personal, 450 en el
de ventas, 200 en el de contabilidad y 100 en el de
atencion al cliente. Con objeto de realizar una en-
cuesta laboral, se quiere seleccionar una muestra de
180 trabajadores.

a. jQue tipo de muestreo se debe emplear para

que en la muestra estén representados todos los
departamentos? Explica tu respuesta.

mento habra en la muestra?

Ejercitacion

b. ;Qué nimero de trabajadores de cada departa-

La distribucion de frecuencias de la Tabla 6.27 co-

# rresponde a las edades de algunos habitantes de un

Edad
[0,12)
[12, 24)
[24, 36)
[36, 48)
[48, 60)
[60,72)
[72,84)

conjunto residencial.

Ck fk
6 1
18 8
30 14
4 10
54
66
78

habitantes del conjunto residencial.

e Observa el histograma de la Figura 6.16.

40
30
204

10

0

5

10 15 20 25 30

i

0,02
0,16
0,28
0,2
0,14
0,12

0,08
Tabla 6.27

a. ;Cudl es la poblacién?, jcudl es la muestra?
b. Calcula el segundo cuartil y el percentil 38.
C. Escribe tres conclusiones sobre la edad de los

Figura 614

Caleula el rango, la desviacion media, la varianza y
la desviacion tipica.

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo]

Razonamiento

o Determina la media, la moda, la mediana y los cuar-
@ tilesQ, y Q, de la distribucién representada en el po-
ligono de frecuencias de la Figura. 6.17.

CRPNWREOO-N

1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 6.17

o iEs posible que la media no coincida con ning(in va-
& lor de la variable?, ;y la moda? Explica tus respuestas.

Probabilidad

Resolucion de problemas

o En una urna hay ocho bolas numeradas del 1 al
#® 8. Se extrae una bola al azar y se anota el nlime-

ro. Considera los sucesos A = {2, 3,5}, B = {3, 8} y
C=1{1,25 7}y halla la probabilidad de A U B,

BUCALUC A, B.4TE

°Sean Ay B dos sucesos independientes. La pro-
# babilidad de que suceda el suceso B es de 0,6. Si
P(A/B) = 0,3, calcula:

a. La probabilidad de que suceda al menos uno de
los dos sucesos.

b. La probabilidad de que suceda el suceso A, pero
no el B.

0 Se considera el experimento aleatorio compuesto
@ consistente en lanzar dos veces un dado.

a. ;Cuéntos elementos tiene el espacio muestral de
este experimento?

b. Calcula la probabilidad de obtener primero un 2
y luego un 5.

o En el armario de Luis hay seis camisetas blancas, cua-
@ o azules, tres negras y dos rojas. Si se sacan conse-
cutivamente dos camisetas, jcudl es la probabilidad

de cada suceso?

a. Sacar dos camisetas negras.
b. Sacar una camiseta blanca y otra azul.
. No sacar ninguna camiseta roja.

MATEMATICAS & LAROUSSE



MATEMATICAS € LAROUSSE

Resolucion de problemas

En una clinica nacen 20 nifios y doce nifas. De estos,
ocho nifios y dos nifias nacen prematuramente. ;Cudl es
la probabilidad de que un bebé nazca en el tiempo justo,
si se sabe que es un nino?

el problema

- ;Cuantos nifios y cuéntas nifias nacen en la clinica?

. ;Cuantas nifias y cuantos nifios de los que nacen son
prematuros’?

+ ;Qué se debe averiguar?

2. Crea un plan
- Asigna variables a cada caracterfstica dada en el problema.
+ Completa una tabla de contingencia.

3. Ejecuta el plan

- Asigna un nombre a cada uno de los eventos del

problema.
A: "Bebé nifio” A :"Bebé nifia”
B: “Prematuro” B :“No prematuro”

+ Completa la Tabla 6.28.

Prematuro  No prematuro Total

Nifio 20
Niiia 12
Total 10

Tabla 6.28

- Calcula la probabilidad de que un bebé nazca en el
tiempo justo sabiendo que es nifo.

20 = 12
(A) = 5 (AN B) 5 0375

0,375
P — ¥ —_—
(B/A) 0625 U8
"' Hay una probabilidad del 60% de que un bebé nazca

en el tiempo justo, sabiendo que es un nifo.
4. Comprueba la respuesta

« Verifica que la probabilidad de que una nifia nazca en
el tiempo justo es del 83,3%.

Enriquece tu vocabvlario

E5) Realiza todas las actividades en v cuaderno )

Aplica la estrategia

o Un estudio de mercadeo permite concluir que,

de una muestra de 80 clientes, 25 son ocasiona-
les y los demas son regulares. Entre los regula-
res, 30 compraron articulos por un valor menor
que $ 20000y cinco de los ocasionales también.
;Cuél es la probabilidad de que un cliente sea
ocasional, sabiendo que realizé compras por
mas de $ 200007

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

c. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

o Se extraen, una a una (sin devolucion), dos bo-

las de la urna de la Figura 6.18.

;Cudl es la proba-
bilidad de obtener
bola roja, dado que

ya salié azul?, jy la & @ @
OO

de obtener bola
verde, dado que ya
salid I'Oja? Figura 6.18

Formula problemas

o Plantea una pregunta que involucre la siguiente

informacion y resuélvela.

En un colegio se seleccionaron 20 nifias de quin-
ce afios de edad y 30 de doce arios. En el primer
grupo hay cinco nifas del grado séptimo y en el
segundo hay quince.

« Explica la diferencia entre cada par de expre-

siones:
- Poblacion y muestra

- Suceso compatible e incompatible

L)




Evaluacion del aprendizaje

Canceptos de estadistica. Muestreo Comunicacion
Ejercitacion o Antes de unas elecciones, un periddico llama telefoni-
o Completa la distribucién de Frecuenaas presentada & camente y de forma aleatoria a 2 000 mudgdanos e
* en la Tabla 6.29. ACTIVIDAD DE REFUERZD derecho a voto y les pregunta por el candidato por el
s . que van a votar. Asi, esperan obtener una estimacion
. Medidasde100 tornillos - fiable de los resultados que se van a produar
Medida. f f f% E E ACTIVICAD DE REFGERZD
(mm) % * i r i r a. ;Cudl es la poblacion? e e
010 5 |10 _ _ _ . b. ;Cual es la muestra?
(10,20) | & c. ;Es realmente aleatoria la muestra?
(20,30) 45
(30,40) | 12 Razonamiento
[40‘ 50) 5 . ; "
- Alberto trabaja en un tren revisando que los viajeros
Tabla 62 :
Responde las preguntas A= # lleven el billete correcto. Como hoy el tren, Cuya ca-
pacidad maxima es de 300 pasajeros, va totalmente
! £ i ? -
2. ¢Cual es la medida menos frecuente? lleno, no puede comprobar que todos los viajeros
b. ;Qué porcentaje del total de tornillos mide menos llevan el billete correcto. Por ello va a revisar el billete
de 30 mm? a 75 viajeros que elegird mediante un muestreo siste-

i . ; . matico. Explica cémo lo hara. T T
c. ;Qué porcentaje del total de tornillos mide 30 mm P SOLUCION DE PROBLEMAS |

0 mas?
Medidas de tendencia central, de dispersién y

de posicion

Razonamiento

d. ;Qué porcentaje del total representa el niimero de
tornillos que miden entre 10 mm y 20 mm?

o Halla las medidas de tendencia central, las medidas
#& de dispersion, los cuartiles Q,y Q, y los percentiles
P ¥ P, para cada distribucién estadistica definida

en cada grafica de las figuras 620 y 6.21.

o Observa el histograma de la Figura 6.19. Luego, com-
# |pletaen tu cuaderno las frases. - YR

OMPLETAR

# Numero de personas

AD DE REFUERZC

129 S - a.
g4 - o
ficam | 24
=T - 18
Y —— - 12

100 200 300 400 500 600
Miles de pesos

6

m ol

0!'310152025303540

Hgump1e Figura 6.20
i Los datos estan distribuidos en | _inter- b.
valos o clases. 16
L 12
b. El dato con la mayor frecuencia es | .
{- El dato con la menor frecuenciaes| |, %

dl. El tamafio de la muestra es de |

5 [ | S
g 12 15 418 21 24
Figura 6.21
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Razonamiento

o El histograma de la Figura 6.22 representa laedad a la
& que 50 jévenes aprendieron a interpretar un instru-
mento musical. At ;

20%

= [
o o

w

Numero de jovenes

12 13 15 16
Edad (anos)

Figura 6.22

:Cudntos jovenes estan por debajo del cuartil Q, y
por encima del cuartil Q.?

Tendencias y analisis de comportamiento
Comunicacion

o El IDEAM observo el comportamiento de la tem-
& peratura minima media durante el afio en Riohacha
durante los 12 meses de 2015 y obtuvo los siguientes
dites 299, 2245 C, 70 € M550, 25 E B,
259, 252°/C, 2450, 24°C, 2350, 23° C. Traza la
grafica de comportamiento de estas cemperaturas y
escribe 3 conclusiones. - APLICA

Disefo de experimentos aleatorios
Ejercitacion
o Para la investigacion agricola que se estudio en la pa-

& gina 221, determina La variable de interés en la situa-
cién, los factores de disefio, y los niveles del factor.
Reglas de probabilidad.

Razonamiento

o Decide cual de las siguientes afirmaciones es cierta.

a. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, entonces
P(A) + P(B) = 1.

b. Si Ay B son dos sucesos independientes, entonces
son también incompatibles.

¢ Si Ay B son dos sucesos incompatibles, entonces
son también independientes.

2} Realiza todas las actividades en tu cuaderno

)

Probabilidad condicionada

Ejercitacion

@ Completa en tu cuaderno la Tabla 6.30 que muestra

# la distribucion de tres cursos de un colegio.

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Nifios Nifias
901 5
902 60 100
903 78
100 232
Tabla 6,30

Si se escoge un estudiante al azar:
a. ;Cudl es la probabilidad de que sea nifia?

b. ;Cudl es la probabilidad de que sea nifia y esté en
el curso 9027

c. ¢Cudl es la probabilidad de que, sabiendo que es
nifa, sea de 903?

d. ;Cudl es la probabilidad de que sea nifo, sabiendo
que pertenece a 9017

Probabilidad condicionada y compuesta
Ejercitacion
0 En un experimento se tiene P(A) = 0 5 P(B) = 07 y
& P(AUB) =085
Determina:
a. (AN B)
b. P(A/B)
c. P(A/(A N B))

AD DE REFUERZIO

Sucesos dependientes e independientes

Razonamiento

@ Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = % y

* P(B) = % Calcula, razonadamente, para qué valor

de P(A U B) los sucesos A y B son independientes

AD L F'U._.Lli f

@ Sea A un suceso con 0 < P(A) << 1. acivioan be aeruirac

® . ;Puede ser A independiente de su contrario, A?
b. Sea B otro suceso tal que A C B. ;Seran A y B inde-

pendientes?

¢. Sea C un suceso independiente de A. jSeran A 'y
'C independientes? Justifica las respuestas.

)




f

Aleatorio. ExperAltura de un prisma. Segmento que une las
basegs de un prisma y es perpendicular a estas.

Altura de una piramide. Segmento que va desde el vértice
hasta el plano de la base y es perpendicular a este.

Angulos alternos externos. Angulos que se forman en la-
dos ppuestos con respecto a una transversal que corta dos
rectas no adyacentes.

Angulos alternos internos. Angulos que se forman inter-
namente, en lados opuestos con respecto a una transversal
que corta dos rectas no adyacentes.

Angulos opuestos por el vértice. Angulos que tienen un
vértice comun, y los lados de uno son semirrectas opuestas
a loslados del otro.

Y 8

g B

Baricentro. Punto en que concurren las medianas de un
triangulo.

Binamio. Expresién algebraica que tiene dos términos.
Bisectriz.Recta que pasa por el eje de simetrfa de un dngulo.

Circuncentro. Punto de concurrencia de las mediatrices de
los lados de un tridngulo.

Coeficiente. Constante que multiplica la parte literal de un
térmjno algebraico.

Cuadrado perfecto. Nimero que se obtiene al elevar otro
numero al cuadrado o a la dos.

( a

Decimal periddico. Nimero cuya parte decimal estd com-
puesta por una cifra o un conjunto de cifras que se repiten
hastd el infinito.

Desigualdad. Relacion de comparaciéon que se establece
entre dos ntmeros con el fin de indicar cudl es el mayor o
el menor.

Dominio. Conjunto compuesto por los primeros compo-
nentes de los pares ordenados de una funcién.

Esfera. Es un sélido tal que todos los puntos de su super-
ficie estan a una misma distancia de un punto fijo llamado
centro.

Espacio muestral. Conjunto formado por los posibles re-
sultados de un experimento aleatorio.
Evento. Cualquier subconjunto de un espacio muestral.

Eventos dependientes. Eventos en donde la ocurren-
cia de uno afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, su
probabilidad.

Eventos independientes. Eventos en donde la ocurrencia
de uno no afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, no
afecta su probabilidad.

Expresion algebraica irracional. Expresion algebraica en la
que aparece alguna variable bajo el signo radical.

Expresion algebraica racional. Expresion algebraica en la

r

Ecuation lineal. Ecuacién de la forma ax + b = 0, donde
ay b son numeros reales, x representa la incégnitay a # 0.

¢

que aparece alguna variable en el denominador.
L -

, 4

Fraccion algebraica. Es el cociente entre dos polinomios.

Fraccion compleja. Es aquella fraccién cuyo denominador
o numerador, 0 ambos, presentan una fracciéon,

Frecuencia relativa. Es el resultado de dividir la frecuencia
absoluta entre el nimero de veces que se realiza el experi-
mento estadistico.

Funcién. Regla de correspondencia o formula que asigna a
cada elemento de un conjunto A un tnico elemento de un
conjunto B.

Funcion afin. Funcion de la forma y = mx + b, donde m y
b son constantes.

Frecuencia cuadratica. Ecuacion polindmica de segundo
grado, del tipo f(x) = ax* + bx + ¢, en la que los coeficientes
a, b y ¢ son nimeros reales. La representacion de la funcién
equivale a una parabola.

Funcion lineal. Funcion de la forma y = mx, donde m es
una constante.

! a
Incentro. Punto donde se cortan las bisectrices de los dngu-

los de un triangulo.

Inecuacién. Relacion de desigualdad entre expresiones
algebraicas.

p o
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a3

Logaritmo. Se define como logaritmo en base a de un nu-
mero b, a otro nimero ¢ tal que a elevado al exponente ¢ da
como resultado el numero a: Log b = c <> a“ = b

[r m

Media aritmética. Promedio entre todos los datos de una
distribucion estadistica. Se calcula sumando todos los datos
y dividiendo este resultado entre el nimero total de datos.
Mediana (estadistica). Valor que ocupa el lugar central en-
tre todos los valores de una tabla de frecuencias.

Medidas de tendencia central. Valores alrededor de los
cuales tienden a concentrarse los datos de una distribucion
estadistica.

Moda. Valor que tiene la mayor frecuencia absoluta en una
L distribucion estadistica.

( m

Notacién cientifica. Forma de escribir un namero como
producto de un nimero entre 1y 10 por una potencia de
10.

Ndmero irracional. Nimero que no se puede escribir co-
mo el cociente entre dos nUMeros enteros.

—

Numero racional. Nimero que se puede expresar como el
cociente de dos niimeros enteros siempre y cuando el divi-
sor sea diferente de 0.

Némeros reales. Unidn de los conjuntos de los numeros
racionales e irracionales.

9

( m

Ortoedro. Es el paralelepipedo recto de base rectangular.

Paralelepipedo. Prisma de seis caras con forma de parale-
logramos. Cuando todas las caras son rectangulos, el parale-
lepipedo es recto.

Pendiente. En la recta dada por la ecuacion y = mx + b,

el valor m corresponde a una constante diferente de cero,
denominada pendiente.

Poligono céncavo. Es aquel en el que la recta que pasa por
uno o mas lados corta a otro lado del poligono.

Poligono convexo. Es aquel cuyos lados interiores son me-

nores que 180°. Ademds, la recta que pasa por cualquiera de
los lados no corta a ning(n otro lado del poligono.

o

Sistemas de ecuaciones lineales. Conjunto de dos ecua-
ciones lineales con dos variables o incognitas. El conjunto
de parejas ordenadas que satisfacen ambas ecuaciones se
denomina conjunto solucion del sistema.

,

Teorema. Proposicion que afirma una verdad demostrable.

Teorema de Pitagoras. Teorema que establece que, en los
triangulos rectangulos, la suma de los cuadrados de las me-
didas de los catetos es igual al cuadrado de la medida de la
hipotenusa.

Término. Cada uno de los sumandos que aparecen en una
expresion algebraica.

Triangulo acutangulo. Triangulo que tiene los tres angulos
agudos.

Triangulo equiangulo. Triangulo cuyos angulos interiores
tienen igual medida.

Triangulo equilatero. Tridngulo que tiene todos los lados
iguales.

Triangulo escaleno. Tridngulo que tiene todos los lados
diferentes.

Triangulo isosceles. Tridngulo que tiene dos lados iguales.
Triangulo obtusangulo. Tridngulo que tiene un angulo
obtuso.

Triangulo rectangulo. Tridngulo que tiene un angulo recto.
Triangulos congruentes. Tridngulos en los que hay una co-
rrespondencia entre sus vértices, de modo que cada par de
lados y de angulos correspondientes miden lo mismo.

p .

.

Valor absoluto. El valor absoluto de un numero real ¢ se
simboliza |c| y se define como:

Valor numérico de un monomio. Nimero que se obtiene
al sustituir las letras por nimeros.

Variable algebraica. Cada una de las letras distintas que
aparecen en una expresion.

Variable dependiente. Variable cuyos valores dependen de
los valores que se asignen a la variable independiente.

Variable independiente. Variable a la cual se asignan valo-
res arbitrarios en una funcion.

\
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